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У межах п’ятивимiрної ґравiтацiї збудовано лоренц-iнварiянтну космологiчну модель. До-
ведено, що умови Калуци–Кляйна виконуються завдяки вакуумним рiвнянням п’ятивимiр-
ної ґравiтацiї. Унаслiдок цього простiр Калуци–Кляйна реалiзується динамiчно, як лоренц-
iнварiянтна мода п’ятивимiрної ґравiтацiї. Пiсля вимiрної редукцiї i конформного вiдобра-
ження модель зводиться до чотиривимiрної конфiґурацiї з конформним скалярним полем iз
нульовим конформно-iнварiянтним тензором енерґiї-iмпульсу на фонi плоского простору-часу.
Цю нульову моду рiвнянь взаємодiючих конформно-iнварiянтного скалярного i ґравiтацiйного
полiв можна сприймати як вакуумоподiбну конфiґурацiю загальної теорiї вiдносности (ЗТВ)
без космологiчної сталої. Таким чином, вакуум ЗТВ можна вважати виявом конформно- i
лоренц-iнварiянтної моди п’ятивимiрної ґравiтацiї i, природно, теорiї Калуци–Кляйна.

Ключовi слова: теорiя Калуци–Кляйна, умови цилiндричности й замкнености, конiчна
синґулярнiсть, вакуумоподiбна конфiґурацiя.
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I. ВСТУП

У зв’язку з досягненнями спостережливої астро-
номiї зросло зацiкавлення питаннями теорiї космiч-
ного вакууму, який загальновизнано пов’язується з
ненульовою космологiчною сталою (див. огляди [1, 2]
та поклики в них).

Згiдно з цими уявленнями в лоренц-iнварiянтному
просторi-часi V (4) вакуум можна визначити як стан
матерiї з лоренц-iнварiянтним розподiлом “речовини”
[3–5]. У межах космологiчних уявлень це означає,
що ми маємо справу з лоренц-iнварiянтною космо-
логiчною моделлю. Вiдповiдна метрика V (4) допус-
кає групу Лоренца L = O(1, 3) як групу рухiв.
Ґравiтацiйне поле з такою симетрiєю в ЗТВ породжу-
ється лоренц-iнварiянтним “вакуумоподiбним” тензо-
ром енерґiї-iмпульсу

Tµ
ν =

Λ
8πκ

δµ
ν , (1.1)

де κ — ґравiтацiйна стала (c = 1), Λ — космологiчна
стала. Густина вакууму визначається значенням цiєї
сталої: ρv = Λ/8πκ.

Група Лоренца L дiє на координати xµ (µ , ν =
0, 1, 2, 3) простору-часу V (4) за стандартним правилом

x̃µ = Lµ̃
νx

ν , (1.2)

причому

ηµ̃ν̃ = Lα
µ̃L

β
ν̃ηαβ , Lα

µ̃L
µ̃
β = δα

β , Lα
ν̃L

µ̃
α = δµ̃

ν̃ ,

(1.3)

де ηµν , ηµ̃ν̃ — метрики Мiнковського.

Умова iнварiянтности V (4) щодо групи Лоренца
приводить до конформно-плоского простору з метри-
кою

(4)ds2 = gµνdx
µdxν = ψ2ηµνdx

µdxν , (1.4)

де функцiя ψ може залежати тiльки вiд величини
ηµνx

µxν iнварiянтної щодо перетворень Лоренца. З
рiвнянь Айнштайна

(4)Gµν = (4)Rµν −
1
2

(4)R gµν = Λgµν (1.5)

i того факту, що для конформно-плоскої метрики
(1.4) тензор конформної кривини Вейля обертається
в нуль, випливає такий вираз для тензора кривини:

(4)Rµ ν ρ σ = −Λ
3

(gµρ gνσ − gµσ gνρ) . (1.6)

Це вiдповiдає просторовi сталої вiд’ємної кривини
(для Λ > 0)

K = −1/a2 = −Λ/3 . (1.7)

В узагальнених стереографiчних координатах [6, 7]
метрика простору сталої вiд’ємної кривини має ви-
гляд [8]

(4)ds2 = gµνdx
µdxν =

ηµνdx
µdxν(

1 + K
4 ηαβxαxβ

)2 (1.8)

i описує космологiчну модель де Сiтера. Тому a =√
−1/K =

√
3/Λ > 0 — це “радiус” кривини простору

де Сiтера.
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Маємо формулу [6]

(4)ds20 = ηµνdx
µdxν = ε du2

ε − u2
ε

(3)dΩ
2

ε , (1.9)

де
uε =

√
εηµνxµxν , ε =

ηµνx
µxν

|ηµνxµxν |
. (1.10)

“Кутова” частина в (1.9)

(3)dΩ2
ε = hijdy

idyj =
ε(dy1)2 + (dy2)2 + (dy3)2(

1 + K0
4 S2

ε

)2 ,

(i, j = 1, 2, 3) (1.11)

описує метрику тривимiрного простору сталої криви-
ни K0 = ∓1 = −ε в узагальнених стереографiчних
координатах yi [6, 7], при цьому S2

ε = ε(y1)2 + (y2)2 +
(y3)2.

З урахуванням (1.9) метрику космологiчної моделi
де Сiтера (1.8) можна переписати у виглядi

(4)ds2 =
ε du2

ε − u2
ε

(3)dΩ
2

ε

(1− εu2
ε/4a2)2

. (1.12)

Залежно вiд ε вона описує зовнiшню (ε = −1) чи внут-
рiшню (ε = 1) дiлянки свiтлового конуса ηαβx

αxβ = 0.
Легко бачити, що ця метрика iнварiянтна при iнверсiї

uε =
4a2

ũε
. (1.13)

Симетрiя моделi насправдi ширша. Виявляється, що
простiр з метрикою (1.8) має максимально можливу
симетрiю для чотиривимiрних псевдориманових прос-
торiв [8]. Вона описується 10-параметричною групою
де Сiтера O(1, 4) [9, 10], яка є групою руху метрики
(1.8).

Наведене трактування вакууму пов’язане з одно-
параметричною сiм’єю вакуумних конфiґурацiй ЗТВ
(1.8). Тут виникає проблема значення густини ваку-
умної енерґiї ρv або значення сталої Λ, якi поки що
можна визначити тiльки зi спостережень [1].

Виявляється, що можна побудувати нетривiяль-
ну “вакуумоподiбну” конфiґурацiю без космологiч-
ної сталої. Для цього розгляньмо лоренц-iнварiянтну
космологiчну модель ЗТВ з конформно-iнварiянтним
скалярним полем на фонi плоского простору-часу.
Вiдповiдний цiй системi конформно-iнварiянтний тен-
зор енерґiї-iмпульсу дорiвнює нулевi. На основi цьо-
го в нашiй статтi запропоновано трактування кла-
сичного вакууму ЗТВ як лоренц-iнварiянтної нульо-
вої моди рiвнянь ЗТВ для взаємодiючих конформ-
но-iнварiянтного скалярного й ґравiтацiйного полiв.
Модель допускає суто геометричне формулювання
в межах п’ятивимiрної ґравiтацiї [11]. Показано, що
конформно- i лоренц-iнварiянтний випадок теорiї

Калуци–Кляйна V (5) можна розглядати як конфор-
мно- й лоренц-iнварiянтний випадок рiвнянь п’яти-
вимiрної ґравiтацiї (без зовнiшнiх джерел), у яко-
му постулати цилiндричности й замкнености реалi-
зуються динамiчно. Ця модель пiсля вимiрної редук-
цiї та вiдповiдного конформного вiдображення зво-
диться до згаданої чотиривимiрної вакуумної кон-
фiґурацiї з конформно-iнварiянтним скалярним по-
лем. Тому вакуум ЗТВ можна трактувати як ви-
яв конформно- й лоренц-iнварiянтної моди рiвнянь
п’ятивимiрної ґравiтацiї. Вона приводить до лоренц-
iнварiянтної конформно-плоскої космологiчної моделi
в теорiї Калуци–Кляйна. Запропонований пiдхiд, так
само як i стандартний пiдхiд, зумовлює однопарамет-
ричну сiм’ю вакуумних конфiґурацiй. Тут як пара-
метр виступає заряд скалярного поля G, який у мо-
делi Калуци–Кляйна зводиться до геометричного па-
раметра — радiуса компактифiкацiї V (5): rc =

√
G.

II. П’ЯТИВИМIРНА O(1,3)-СИМЕТРИЧНА
КОСМОЛОГIЧНА МОДЕЛЬ ТА УМОВА

ЦИЛIНДРИЧНОСТИ

Розгляньмо п’ятивимiрну O(1, 3)-симетричну кос-
мологiчну модель у межах п’ятивимiрної ЗТВ [11].
Тут псевдоримановий простiр V (5) має метрику (5)gAB

(A, B = 0, 1, 2, 3, 4) (сиґнатури (+,−,−,−,−)), що
залежить, у загальному випадку, вiд усiх координат
xA. Метрика задовольняє п’ятивимiрнi рiвняння Ай-
нштайна у вакуумi

(5)GA
B = (5)RA

B −
1
2

(5)R δA
B = 0 , (2.1)

якi випливають iз п’ятивимiрного варiяцiйного прин-
ципу для дiї Гiльберта

I(5) = − 1
16πκ̂

∫ √
|(5)g| (5)R d5x , (2.2)

де κ̂ — “п’ятивимiрна ґравiтацiйна стала”, (5)g =
det((5)gAB). Надалi будемо вважати, що xµ (µ , ν =
0, 1, 2, 3) — просторово-часовi координати, а x4 ≡ ź —
додаткова п’ята координата.

Нехай група Лоренца L = O(1, 3) дiє на просторово-
часовi координати xµ (µ , ν = 0, 1, 2, 3) за прави-
лом (1.2). Умова iнварiянтости V (5) щодо групи
Лоренца приводить до простору, який допускає сi-
м’ї конформно-плоских просторово-часових локаль-
них перетинiв. Компоненти п’ятивимiрної метрики
можуть залежати тiльки вiд координати ź i величини
εηµνx

µxν = u2
ε . Тому, узагальнюючи чотиривимiрну

метрику (1.8), метрику простору V (5) можна записа-
ти в такiй (4+1)-формi:

(5)ds2 = ψ2(ź, u)ηµνdx
µdxν

− Ṽ 2(ź, u) (dź +N(ź, u)xµdx
µ)2 , (2.3)
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де ψ̃(ź, u), Ṽ (ź, u) та N(ź, u) — шуканi функцiї. Тут
для зручности ми тимчасово опустили iндекс “ε”. Да-
лi, вiдповiдно до теореми Фробенiуса [12,13], ми мо-
жемо покласти dź+N(ź, u)xµdx

µ = dź+N(ź, u)u du =
βdz , де z i β — деякi функцiї змiнних {ź, u}. Вико-
ристаймо функцiю z як нову п’яту координату. Тодi
метрику (2.3) можна переписати так:

(5)ds2 = ψ2(z, u)ηµνdx
µdxν − V 2(z, u)dz2 , (2.4)

де V 2 = βṼ 2. Звiдси за допомогою (1.9) одержує-
мо iнше зображення O(1, 3)-симетричної п’ятивимiр-
ної метрики в (1+1+3)-формi

(5)ds2 = ψ2(z, u)(ε du2 − u2 (3)dΩ2
ε)− V 2(z, u)dz2 .

(2.5)

Для зручности запишемо цю метрику в такому (2+3)-
виглядi:

(5)ds2 = (5)gABdx
AdxB = (2)ds2 − Λ2 (3)dΩ2

ε , (2.6)

де

(2)ds2 = γabdx
adxb = εψ2(z, u) du2 − V 2(z, u)dz2 . (2.7)

Тут метричнi функцiї γab i Λ залежать тiльки вiд ко-
ординат xa, причому a, b = 0, 4; i, j = 1, 2, 3. Оскiльки
метрика gAB має сиґнатуру (+,−,−,−,−), а “кутова”
частина, згiдно з (1.11), має сиґнатуру (−ε,−,−), то
для сиґнатури метрики γab маємо (ε,−). Тому для де-
термiнанта γ = det |γab| отримуємо sign γ = −sign ε.
Метрика (2.6) при ε = ±1 описує рiзнi дiлянки того
ж самого простору.

Виявляється, що, згiдно з рiвняннями п’ятивимiр-
ної ЗТВ, розглянута космологiчна модель, окрiм гру-
пи O(1, 3), допускає додаткову симетрiю та вiдповiд-
ний їй закон збереження. Для знаходження цiєї до-
даткової симетрiї скористаймося метрикою (2.6). За
умовою, простiр V (5) з метрикою gAB (2.6) допускає 6-
параметричну групу рухiв O(1, 3) з векторами Кiлiнґа
ξr = ξ k

(r)∂k (r = 1, 2, . . . , 6). Ця група дiє транзитивно
на перетинах xa = const, претворюючи “кутовi” змiннi
yi. Нехай, окрiм групи O(1, 3), простiр V (5) допускає
додаткову групу рухiв з вектором Кiлiнґа ξ = ξA∂A.
Шуканий вектор повинен задовольняти рiвняння Кi-
лiнґа

Lξ
(5)gAB = (5)gAB, Cξ

C + (5)gAC ξ
C
, B

+ (5)gCB ξ
C
, A = ξA; B + ξB; A = 0 , (2.8)

де символ Lξ позначає похiдну Лi щодо вектора ξ,
а значок “ , A” ≡ ∂A ≡ ∂/∂xA — частинну похiдну за
координатою xA.

Додаткова однопараметрична група рухiв повинна

комутувати з групою O(1, 3). Звiдси випливає, що

[ξ, ξr] = 0 . (2.9)

Оскiльки перетини xa = const мають максималь-
но можливу O(1, 3) симетрiю для тривимiрних псев-
дориманових просторiв [8], то шукана група може
дiяти тiльки на двовимiрних перетинах xi = const з
метрикою γab. Тому вектор ξ повинен мати розклад
ξ = ξa∂a, де компоненти ξa пiдпорядковуються рiвня-
нням:

(5)gAB, cξ
c + (5)gAc ξ

c
, B + (5)gcB ξ

c
, A = 0 . (2.10)

Для метрики (2.6) цi рiвняння розпадаються на сис-
тему двох рiвнянь

Lξ γab = γab, cξ
c + γac ξ

c
, b + γcb ξ

c
, a

= ξa; b + ξb; a = 0 , (2.11)

ξΛ = ξaΛ, a = 0 , (2.12)

де значок “ ; a” ≡ ∇a — коварiянтна похiдна щодо мет-
рики γab.

Рiвняння (2.11) приводять до рiвняння безперерв-
ности

ξa
; a =

1√
−εγ

(√
−εγ ξa

)
, a

= 0 . (2.13)

Загальний розв’язок цього рiвняння беремо у виглядi

ξa = −eabϕ, b , (2.14)

де ϕ = ϕ(xa) — деяка функцiя координат xa, а eab —
двовимiрний iнварiянтний антисиметричний одинич-
ний тензор, визначений спiввiдношеннями:

eab = −eba =
√
−εγ εab , eab = − ε εab

√
−εγ

. (2.15)

Тут εab — двовимiрний символ Левi–Чiвiти, такий, що

εab = −εba , ε04 = ε04 = 1 , εabε
bc = −δc

a .

(2.16)

Вiдзначимо, що антисиметричний тензор eab задово-
льняє спiввiдношення

eabe
bc = εδc

a , γabe
acebd = −εγcd ,

eabecd = −ε(γacγbd − γadγbc) . (2.17)

Уведiмо на двовимiрних перетинах xi = const орто-
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нормований векторний базис {ua , na} такий, що

uau
a = ε , nan

a = −1 , nau
a = 0 ,

γab = εuaub − nanb . (2.18)

Тодi мiж eab, ua i na є такi спiввiдношення:

eab = −ε(uanb − ubna) , na = eabu
b ,

ua = εeabn
b . (2.19)

З рiвнянь (2.12) i (2.14) випливає, що ϕ = ϕ(Λ).
Отже, вектор Кiлiнґа має вигляд

ξa = −eabΛ, b ϕ, Λ , (2.20)

де ϕ, Λ = ∂ϕ/∂Λ.
Конкретний вигляд функцiї ϕ(Λ) знайдемо з ваку-

умних рiвнянь Айнштайна. Для метрики (2.6) маємо
(5)Ga

k ≡ 0 i

(5)Ga
b = − 3

Λ
∇a∇bΛ

+
3
Λ2

(
Λ∆Λ + (∇Λ)2 − ε

)
δa
b , (2.21)

(5)Gi
k =

(
1
2

Λ2 (2)R− 2Λ∆Λ− (∇Λ)2 + ε

)
δi
k , (2.22)

де ∆ = ∇a∇a, (∇Λ)2 = γab∇aΛ∇bΛ, (2)R — скалярна
кривина двовимiрного простору з метрикою γab.

З (2.21) випливає, що (a, b)-компоненти вакуум-
них рiвнянь п’ятивимiрної ґравiтацiї (2.1) мають таку
структуру:

Λ ; a; b = Fγab , (2.23)

де

F =
1
Λ
(
Λ∆Λ + (∇Λ)2 − ε

)
. (2.24)

Пiдставимо тепер (2.20) у рiвняння Кiлiнґа (2.11)
i врахуємо спiввiдношення (2.23). У результатi одер-
жимо рiвняння

ϕ, ΛΛ Λ, c(ecaΛ, b + ecbΛ, a) = 0 . (2.25)

Оскiльки Λ, a 6= 0, то звiдси випливає, що ϕ, ΛΛ = 0.
Це дає ϕ(Λ) = AΛ, де A — деяка стала. Покладiмо
A = 1, тодi ϕ = Λ. Тому шуканий вектор Кiлiнґа на-
бирає вигляду

ξ = ξa∂a = −eabΛ, b∂a =
1√
−εγ

εabΛ, b∂a . (2.26)

У результатi ми приходимо до п’ятивимiрного ана-
лога узагальненої теореми Бiркгофа [13]. Згiдно з цi-
єю теоремою, O(1, 3)-симетрична п’ятивимiрна мет-
рика, яка задовольняє п’ятивимiрнi вакуумнi рiвня-
няння Айнштайна, допускає додатковий вектор Кiлiн-
ґа ξ (2.26). Вектор ξ лiнiйно не залежить вiд векторiв
Кiлiнґа ξ(r) вихiдної групи рухiв O(1, 3) i визначає
додаткову симетрiю вакуумних O(1, 3)-симетричних
просторiв V (5). Це вiдповiдає умовi цилiндричности
просторiв Калуци–Кляйна, яка, отже, для лоренц-
iнварiянтних вакуумних просторiв п’ятивимiрної ґра-
вiтацiї реалiзується динамiчно.

III. П’ЯТИВИМIРНИЙ АНАЛОГ МАСОВОЇ
ФУНКЦIЇ

Вектор Кiлiнґа ξ = ξa∂a, згiдно з рiвняннями (2.1),
приводить до нетривiяльного закону збереження. Зi
згорнутих тотожностей Бiянкi

(5)GA
B ; A = 0 (3.1)

та рiвнянь Кiлiнґа (2.8) випливає рiвняння неперерв-
ности

Pµ
; µ =

1
Λ3
√
−γ

(
Λ3√−γ P a

)
, a

= 0 (3.2)

для вектора

P a = (5)Ga
b ξ

b = − (5)Ga
be

bcΛ, c . (3.3)

Розв’язок рiвняння (3.2) шукаємо у виглядi анти-
симетричного ґрадiєнта

P a = −3
2

Λ−3eabG, b (3.4)

деякого “потенцiялу” G = G(xa). Звiдси отримуємо

G, a = −2
3
εeabΛ3P b . (3.5)

Вiдповiдно до рiвняння неперервности (3.2) умова
iнтеґровности цього спiввiдношення виконується то-
тожно.

Пiдставляючи праву частину рiвняння (3.3) у (3.5)
i використовуючи формули (2.17), одержуємо визна-
чальне рiвняння

G, a =
2
3
εΛ3eabe

dcGb
dΛ, c (3.6)

=
2
3

Λ3(Gb
bΛ, a −Gb

aΛ, b) .
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Формули (2.21) приводять до спiввiдношення

G, a =
(
Λ2(∇Λ)2 − εΛ2

)
, a
. (3.7)

Звiдси видно, що можна покласти

G = Λ2(∇Λ)2 − εΛ2 . (3.8)

Ця величина є п’ятивимiрним аналогом вiдомої масо-
вої функцiї ЗТВ [14–16]. З рiвнянь (2.1) i спiввiдно-
шень (3.6) випливає закон збереження

Λ2(∇Λ)2 − εΛ2 = G = const , (3.9)

який є наслiдком додаткової симетрiї, що допускаєть-
ся лоренц-iнварiянтними метриками (2.3), (2.6) п’яти-
вимiрної ґравiтацiї.

Згiдно з теоремою Фробенiуса [12] та вiдповiдно
до [13], вектор Кiлiнґа (2.26) запишемо так:

ξa = βZ, a , (3.10)

де Z i β — деякi функцiї. У дiлянцi, де (∇Λ)2 6= 0, ми
можемо використовувати змiннi Z i Λ як координати.
Iз формул (2.26) i (3.10) одержуємо

γZΛ = γabZ, aΛ, b = β−1γabξaΛ, b =

= −β−1ebcΛ, cΛ, b = 0 . (3.11)

За допомогою рiвняння (3.10) знаходимо

(ξ )2 = γabξaξb = β2γabZ, aZ, b = β2γZZ . (3.12)

З iншого боку, враховуючи (2.17), отримуємо вираз

γabξ
aξb = γabe

acebdΛ, cΛ, d = −ε(∇Λ)2 (3.13)

= −εγabΛ, aΛ, b = −εγΛΛ .

Отже, у координатах Z i Λ маємо

γZZ = −εβ2γΛΛ

i метрика γab набирає вигляду

(2)ds2 = γabdx
adxb = γΛΛ(dΛ2 − εβ2dZ2) , (3.14)

При цьому для компонент вектора Кiлiнґа маємо такi
вирази:

ξΛ = 0 , ξZ =
1

βγΛΛ
. (3.15)

Далi, з (Λ,Λ)-компонент рiвнянь Кiлiнґа (2.11) ма-
ємо

γΛΛ = γΛΛ(Λ) . (3.16)

Компоненти (Z,Z) рiвнянь (2.11) виконуються тотож-
но, а з (Z,Λ)-компонент рiвнянь одержуємо

∂

∂Λ
(βγΛΛ) = 0 . (3.17)

Звiдси випливає, що β = f(Z)/γΛΛ, де f(Z) — довiль-
на функцiя Z, яку можна покласти рiвною одиницi.
Таким чином, шукана метрика (2.6) у координатах
кривин {Z, Λ} набирає вигляду

(5)ds2 = − ε

γΛΛ(Λ)
dZ2 + γΛΛ(Λ)dΛ2 − Λ2 (3)dΩ2

ε . (3.18)

Невiдому функцiю γΛΛ можна знайти iз закону збе-
реження (3.9):

(γΛΛ)−1 = γΛΛ = γabΛ, aΛ, b = (∇Λ)2 = ε+
G

Λ2
. (3.19)

Звiдси бачимо, що величина G аналогiчна масi Швар-
цшiльда M у ЗТВ.

Перейдемо тепер вiд координат кривин {Z, Λ} до
конформних координат {Z, u}, у яких просторово-
часова частина метрики приймає конформно-плоский
вигляд (2.5). Пiдставивши Λ = Λ(u) у (3.18), знаходи-
мо

(5)ds2 = − ε

γΛΛ
dZ2 + γΛΛ

(
dΛ
du

)2

du2 − Λ2 (3)dΩ2
ε .

(3.20)

Порiвнюючи цю метрику з метрикою (2.5) доходимо
висновку, що

γΛΛΛ2
u = εψ2 , Λ = uψ (3.21)

V 2 =
ε

γΛΛ
. (3.22)

Зi спiввiдношень (3.21) випливає рiвняння для фун-
кцiї Λ(u)

±√εγΛΛ
dΛ
Λ

=
du

u
, (3.23)

неявний розв’язок якого для випадку εγΛΛ > 0 є та-
ким:

u = C exp
∫ (

±
√
εγΛΛ

Λ
dΛ
)
. (3.24)
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Отже, метрику (3.20) можна звести до вигля-
ду (2.5), у якому всi функцiї вже не залежать
вiд п’ятої координати Z. Цим завершується дове-
дення п’ятивимiрного аналога теореми Бiркгофа
для O(1, 3)-симетричних метрик, що допускають
конформно-плоскi просторово-часовi перетини в п’я-
тивимiрнiй ґравiтацiї.

З урахуванням теореми Бiркгофа та вигляду векто-
ра Кiлiнґа (3.15) закон збереження (3.9) для метрики
(2.5) набирає вигляду

εG = u2

(
dΛ
du

)2

− Λ2 . (3.25)

Вiдтак пiсля iнтеґрування отримуємо

Λ = au− εG

4au
, (3.26)

де a — стала i припускається, що a > 0 i G > 0. Звiдси
випливає, що

ψdu =
Λ
u
du =

(
a− εG

4au2

)
du =

(
1− εG

4a2u2

)
d(au) .

(3.27)

Тому з точнiстю до масштабного перетворення u →
ú = au можна покласти

ψ = 1− εG

4u2
. (3.28)

При G < 0 розв’язок є аналогiчним.
Щоб знайти V , використаймо спiввiдношення (3.22)

i (3.19). Звiдси знаходимо

V 2 =
ε

γΛΛ
= 1 +

εG

Λ2
= 1 +

εG

u2ψ2
=

1 + εG/4u2

1− εG/4u2
.

(3.29)

У результатi, вiдновлюючи iндекс “ε”, шуканi метрики
можна записати так:

(5)ds2 = −
(

1 + εG/4u2
ε

1− εG/4u2
ε

)2

dZ2 (3.30)

+
(

1− εG

4u2
ε

)2 (
ε du2

ε − u2
ε

(3)dΩ
2

ε

)
.

Використовуючи формулу (1.9), цi метрики можна
переписати тiльки так:

(5)ds2 = −
(

1 +G/4u2

1−G/4u2

)2

dZ2 (3.31)

+
(

1− G

4u2

)2

ηµνdx
µdxν ,

де u2 = εu2
ε = ηµνx

µxν .
Фiзичний змiст цiєї космологiчної моделi та сталої

G стане зрозумiлим при вимiрнiй редукцiї п’ятиви-
мiрної дiї (2.2). Для цього перепишiмо iнтервал (3.31)
у загальнiшiй формi

(5)ds2 = (5)gABdx
AdxB = ǵµνdx

µdxν − V 2dZ2 , (3.32)

де µ, ν = 0, 1, 2, 3. Як було показано вище, умова ци-
лiндричности в розглянутому симетричному випад-
ку реалiзується динамiчно. Це означає, що величини
V, ǵµν у вiдповiднiй системi координат не залежать
вiд координати Z. Тому пiсля iнтеґрування за z з дiї
(2.2) отримуємо

I(4) = − 1
16πκ

∫ √
−(4)ǵ V (4)Ŕ d4x , (3.33)

де (4)Ŕ — скалярна кривина стосовно метрики ǵµν ,
κ = κ̂/L — редукована ґравiтацiйна стала, L — де-
яка константа розмiрности довжини.

Метрика (3.31) належить до такого загального кла-
су метрик [17]:

(5)ds2 = −

(
1− ψ/

√
6

1 + ψ/
√

6

)2

dz2 (3.34)

+
(

1 +
ψ√
6

)2
(4)ds 2 ,

де ψ — вiдповiдне скалярне поле, (4)ds 2 = gµνdx
µdxν

— фiзична метрика простору-часу, а коефiцiєнт
√

6
уведений для зручности. У цiй параметризацiї дiя
(3.33) перетворюється в дiю [17]

(4)I = − 1
16πG

∫
d4x
√
−(4)g

×
{(

1− ψ2

6

)
R− g µνψ, µψ,ν

}
, (3.35)

яка описує взаємодiючi ґравiтацiйне gµν та конфор-
мно-iнварiянтне скалярне ψ поля. Рiвняння руху но-
вої системи мають вигляд(

∆− 1
6
R

)
ψ = 0 , (3.36)

Gµν = 4πtµν(ψ) ≡ 4πTµν(ψ)

+
1
6

(Gµν −∇µ∇ν + gµν∆)ψ2 , (3.37)
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Tµν(ψ) =
1
4π

(
ψµψν −

1
2
gµν(∇ψ)2

)
, (3.38)

де Gµν = Rµν − 1
2gµνR, Rµν — тензор Рiччi, tµν —

конформно-iнварiянтний тензор енерґiї-iмпульсу ска-
лярного поля ψ, ∆ = ∇µ∇µ, i всi величини обчислю-
ються щодо метрики gµν .

Порiвнюючи метрики (3.34) i (3.31), ми одержуємо
скалярне поле й фiзичну метрику

ψ = −
√

6
4

G

(x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2
, gµν = ηµν .

(3.39)

Звiдси випливає змiст сталої G. Вона визначає iн-
тенсивнiсть джерела конформно-iнварiянтного ска-
лярного поля, що еволюцiонує на фонi плоского
простору-часу. Надалi ми будемо трактувати цю ста-
лу як заряд конформно-iнварiянтного скалярного по-
ля ψ.

Для розглянутої моделi фiзичний простiр-час є
плоским gµν = ηµν , а конформний тензор енерґiї-
iмпульсу для нетривiяльного скалярного поля ψ
(3.39) обертається в нуль: tµν(ψ) = 0 . Якщо це рiвнян-
ня розглядати як рiвняння на власнi значення опера-
тора t̂µν(ψ) ≡ tµν(ψ), то скалярне поле ψ є власною
функцiєю цього оператора, що вiдповiдає нульовому
власному значенню. Тому скалярне поле ψ можна iн-
терпретувати як класичну нульову моду конформно-
iнварiянтного тензора енерґiї-iмпульсу t̂µν на фонi
плоского простору-часу. Плоский простiр, як простiр
нульової кривини, теж можна сприймати як нульо-
ву моду рiвнянь Айнштайна. На основi цього лоренц-
iнварiянтний розв’язок рiвнянь ЗТВ для взаємодiю-
чих конформно-iнварiянтного скалярного i ґравiта-
цiйного полiв можна трактувати як нульову моду рiв-

нянь ЗТВ або класичний вакуум ЗТВ.
Як було показано вище, O(1, 3)-симетричний прос-

тiр Калуци–Кляйна V (5) є O(1, 3)-симетричною мо-
дою рiвнянь п’ятивимiрної ґравiтацiї (без зовнiшнiх
джерел). Ця модель пiсля вимiрної редукцiї й вiд-
повiдних конформного вiдображення i калiбрування
зводиться до зазначеної чотиривимiрної моделi ва-
кууму з конформно-iнварiянтним скалярним полем.
Тому вакуум ЗТВ можна iнтерпретувати як про-
яв конформно- i лоренц-iнварiянтної моди рiвнянь
п’ятивимiрної ґравiтацiї (чи як їх класичну “нульову”
моду).

IV. ГЕОМЕТРIЯ МОДЕЛI ТА УМОВА
ЗАМКНЕНОСТИ

Метрика (3.31) має особливiсть на свiтловому кону-
сi ηµνx

µxν = 0. Ця особливiсть роздiляє перетин z =
const простору V (5) на двi дiлянки: внутрiшню час-
тину свiтлового конуса, коли ηµνx

µxν > 0, ε = 1 (U -
дiлянка), i зовнiшню частину, коли ηµνx

µxν < 0, ε =
−1 (V -дiлянка), де ε = ηµνx

µxν/|ηµνx
µxν |. Зазначе-

на особливiсть має координатний характер. Справдi,
iнварiянт кривини дорiвнює

I =(5)RABCD
(5)R

ABCD
= 72G2

(
uε −

εG

4uε

)−8

. (4.1)

Звiдси видно, що lim I = 0, при u2 → 0 i lim I = 0,
при u2 → ±∞. Отже, на свiтловому конусi та на не-
скiнченностi метрики (3.30) i (3.31) є реґулярними.
Тому метрики (3.30) з рiзними значеннями ε = ±1
можна iнтерпретувати як метрики дiлянок U ⊂ V (5)

i V ⊂ V (5), а метрику (3.31) — як аналiтичне розши-
рення метрик (3.30) на весь простiр V (5).

Уведемо в дiлянках U та V координати

u =
√
u2

+1 =
√
ηµνxµxν , (ηµνx

µxν > 0, ε = 1) , (4.2)

v =
√
−u2
−1 =

√
−ηµνxµxν , (ηµνx

µxν < 0, ε = −1) . (4.3)

Тодi дiлянку U можна роздiлити на пiдзони майбут-
нього U+ (u > 0) i минулого U− (u < 0). Дiлянки U+,
U−, своєю чергою, синґулярними просторовоподiб-
ними поверхнями

u2 =
|G|
4

(4.4)

роздiляються на пiдзони U+
+ , U+

− i U−+ , U−− так, що

U+ = U+
+ ∪U+

− i U− = U−+ ∪U−− . Дiлянка V синґуляр-
ною часоподiбною поверхнею

v2 =
|G|
4

(4.5)

подiляється на пiдзони V− i V+ так, що V = V− ∪ V+.
Характер особливости цих поверхонь залежить вiд
знака величини εG. Таким чином, маємо такi пiдзо-
ни перетину z = const простору V (5):
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U+
− = {u : 0 < u <

√
|G|/2} , U+

+ = {u :
√
|G|/2 < u <∞} ,

U−+ = {u : −
√
|G|/2 < u < 0} , U−− = {u : −∞ < u < −

√
|G|/2} ,

V− = {v : 0 < v <
√
|G|/2)} , V+ = {v :

√
|G|/2 < v <∞} .

Вiдзначимо, що метрики (3.30) i (3.31), так само, як
метрика де Сiтера (1.12), iнварiянтнi при iнверсiї

xµ =
|G|
4
x̃µ

ũ2
, u =

|G|
4ũ

, ũ2 = ηµν x̃
µx̃ν > 0 , (4.6)

xµ =
|G|
4
x̃µ

ṽ2
, v =

|G|
4ṽ

, ṽ2 = −ηµν x̃
µx̃ν > 0 (4.7)

щодо синґулярних чотиривимiрних гiперболоїдiв (4.4)
i (4.5) вiдповiдно. Цi iнверсiї iндукують вiдображення
дiлянок простору V (5)

U+
+ ⇔ U+

− , U−+ ⇔ U−− , (4.8)

V+ ⇔ V− . (4.9)

У координатах {u, z} U -дiлянка, згiдно з (3.30),
описується метрикою

(5)ds2 = −
(

1 +G/4u2

1−G/4u2

)2

dz2 (4.10)

+
(

1− G

4u2

)2

(du2 − u2dΩ2
+) .

Ми вважаємо, що координата u змiнюється в дiлянцi
−∞ < u < ∞. Гiперболоїди u2 = G/4 є особливостя-
ми розглянутої метрики, характер яких залежить вiд
знака скалярного заряду G. При G < 0 маємо повер-
хню екстремальної кривини Imax = 72/G2, а при при
G > 0 — поверхню синґулярної кривини lim I → ∞,
коли u2 → G/4.

Перейдiмо тепер вiд координати u до координати T
за формулою

T = u− G

4u
. (4.11)

Для оберненого перетворення маємо

u =
1
2

(
T ±

√
T 2 +G

)
. (4.12)

У нових координатах {z, T} метрика (4.10) набирає
вигляду

(5)ds2 = −
(

1 +
G

T 2

)
dz2 (4.13)

+
(

1 +
G

T 2

)−1

dT 2 − T 2 dΩ2
+ .

Уведенi координати {z, T} є аналогом координат кри-
вин розв’язку Шварцшiльда ЗТВ у T -дiлянцi.

Функцiя T = T (u), вiдповiдно до (4.11), є однознач-
ною функцiєю параметра u, тодi, як u = u(T ) (4.12) —
двозначна функцiя T . Звiдси легко бачити, що, якщо
G > 0, то кожнiй з дiлянок U+, U− у координатах
{z, u} вiдповiдає та ж сама дiлянка (−∞ < T < ∞)
у координатах {z, T}. Отже, дiлянки U+, U− у коор-
динатах {z, T} ототожнюються.

При G > 0 вираз (4.11) щодо iнверсiї (4.6) змiнює
знак. Тому вiдображення дiлянок (4.8) супроводжує-
ться змiною знака часової координати T . Крiм того,
пiдзони U+

+ i U+
− , так само, як i пiдзони U−+ та U−− ,

мiняються мiсцями. Справжня особливiсть метрики
(4.13) настає в момент часу T = 0 (u = ±

√
G/2) й

iнварiянтна щодо iнверсiї (4.6).
Якщо G < 0, то вираз (4.11) iнварiянтний щодо iн-

версiї (4.6), тому вiдображення дiлянок (4.9) вiдбу-
вається без змiни знака та значення часової коорди-
нати T . При вiдображеннi (4.11) дiлянки U+

− i U+
+

переходять у ту ж саму дiлянку
√
|G| < T < ∞ у

координатах {z, T}, в результатi чого вiдбувається
їх накладання. Аналогiчно дiлянки U−+ i U−− пере-
ходять у дiлянку −∞ < T < −

√
|G| , що також

приводить до їх накладання. Реґулярним поверхням
u = ±

√
|G|/2 вiдповiдають екстремальнi значення ча-

су T = ±
√
|G| та iнварiянта кривини I = 72/G2. За-

значимо, що 3-сфери S3, якi вiдповiдають моментам
часу T = ±

√
|G| щодо п’ятивимiрної метрики (4.13)

є iзотропними поверхнями й аналогiчнi горизонтовi
подiй метрики Шварцшiльда. Однак перехiд у дiлян-
ку |T | <

√
|G|, аналогiчний до переходу в T -дiлянку

розв’язку Шварцшiльда ЗТВ, є класично забороне-
ним. Це пов’язано з тим, що змiст координат при
цьому змiнюється так, що ми повиннi зробити замiну
z → T , T → z. У цьому випадку метрика залежа-
тиме вiд п’ятої координати z, що не вiдповiдає умовi
задачi.

У координатах {v, z} V -дiлянка, вiдповiдно до
(3.30), описується метрикою

(5)ds2 = −
(

1−G/4v2

1 +G/4v2

)2

dz2 (4.14)
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−
(

1 +
G

4v2

)2

(dv2 + v2dΩ2
−) .

Ми вважаємо, що координата v, яка має просторо-
вий характер, змiнюється в дiлянцi 0 < v < ∞. Точ-
ка v = 0 є реґулярною точкою, тодi як гiперболої-
ди v2 = G/4 є особливими поверхнями розглянутого
простору. Характер особливости цих поверхонь зале-
жить вiд знака скалярного заряду G. При G > 0 ма-
ємо поверхню екстремальної кривини Imax = 72/G2,
а при при G < 0 — поверхню синґулярної кривини
lim I →∞, коли v2 → −G/4.

Перейдiмо вiд координати v до координати R за
формулою

R = v +
G

4v
. (4.15)

Для оберненого перетворення маємо

v =
1
2

(
R±

√
R2 −G

)
. (4.16)

У нових координатах {z, R} метрика (4.14) набирає
вигляду

(5)ds2 = −
(

1− G

R2

)
dz2 (4.17)

−
(

1− G

R2

)−1

dR2 −R2 dΩ2
− .

Уведенi координати {z, R} є аналогом координат кри-
вин розв’язку Шварцшiльда ЗТВ у R-дiлянцi. Коор-
дината R має змiст радiуса тривимiрної псевдосфери
S(1, 2) з iндукованою метрикою R2dΩ2

−, що визначає-
ться формулою (1.11).

При G > 0 формула (4.15) iнварiянтна щодо iн-
версiї (4.7), тому вiдображення дiлянок (4.9) вiдбу-
вається без змiни значення радiяльної координати R.
При перетвореннi (4.15) вiдбувається накладання дi-
лянок V− i V+, оскiльки вони вiдображаються в ту ж
саму дiлянку

√
G ≤ R < ∞. При цьому мiнiмальне

значення радiуса R =
√
G псевдосфери S(1, 2) вiдпо-

вiдає реґулярнiй поверхнi v =
√
G/2 з екстремальним

значенням iнварiянта кривини Imax = 72/G2. Стосов-
но п’ятивимiрної метрики (4.17) псевдосфера R =

√
G

є iзотропною й аналогiчною до горизонту подiй мет-
рики Шварцшiльда.

Дiлянка R <
√
G в координатах кривин {z, R} є

нефiзичною через порушення сиґнатурних умов. Та-
ким чином, ми маємо iзотропну горловину радiуса
R =

√
G у просторi, що описується метрикою (4.17).

Дiлянка R <
√
G випадає з дiлянки визначення роз-

глянутого простору, що характерно для так званої
топологiчної текстури [18]. У цьому випадку iснують
3-сфери, якi не можна стиснути в точку. Зазначимо,
що для нашої моделi ми маємо екзотичний випадок

3-псевдосфер S(1, 2), що не стягуються в точку.
Якщо G < 0, то вираз (4.15) при iнверсiї (4.7) змi-

нює знак. Тому вiдображення дiлянок (4.9) супро-
воджується змiною знака просторової координати R.
Крiм того, пiдзони V− i V+ мiняються мiсцями. Дi-
лянка змiни 0 < v < ∞ змiнної v вiдповiдає дiлян-
цi −∞ < R < ∞ змiни координати R. При цьому
“центр” R = 0 для метрики (4.17) вiдповiдає повер-
хнi v =

√
|G|/2 для метрики (4.14) i є справжньою

особливiстю, iнварiянтною щодо iнверсiї (4.7).
Розгляньмо умови реґулярности п’ятивимiрної мет-

рики (4.17) простору V (5) на сферi R =
√
G (G > 0).

Для цього в дiлянцi R >
√
G уведемо нову координа-

ту

ρ =
√
G (1−G/R2) . (4.18)

Тодi метрику (4.17) можна переписати так:

(5)ds2 = −

{
ρ2

G
dz2 +

(
R2

G

)3

dρ2

}
−R2 dΩ2

− . (4.19)

В околi сфери R =
√
G перетини yi = const мають

метрику

ds2 = ρ2 dα2 + dρ2 , (4.20)

де α = z/
√
G. Для того, щоб уникнути конiчної син-

ґулярности при ρ = 0 (або при R =
√
G), ми повиннi

вимагати, щоб α змiнювалася в межах 0 ≤ α < 2π. Це
приводить до того, що розглянутий простiр повинен
бути замкнений за координатою z. Причому, значення
z належать iнтерваловi 0 ≤ z < 2π

√
G. Таким чином,

умова реґулярности перетину yi = const на “горизон-
тi” R =

√
G зумовлює умову замкнености простору

V (5) iз перiодом L = 2π
√
G за п’ятою координатою z.

У цьому випадку природно перейти до кутової коор-
динати α за формулою

z = α
√
G (0 ≤ α < 2π) . (4.21)

Тодi метрики (4.17) i (4.14) можна записати так:

(5)ds2 = −
(

1− G

R2

)
Gdα2 (4.22)

−
(

1− G

R2

)−1

dR2 +R2 dΩ2
− ,

(5)ds2 = −
(

1−G/4v2

1 +G/4v2

)2

Gdα2 (4.23)
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−
(

1 +
G

4v2

)2

(dv2 − v2dΩ2
−) .

З нашого розгляду випливає, що при G > 0 мет-
рика (4.17) перетину yi = const (i = 0, 1, 2) просто-
ру V (5) являє собою метрику напiвнескiнченної ко-
нiчної поверхнi обертання. Ця конiчна поверхня має
гладко закруглену вершину i вiдкрита на нескiнчен-
ностi. Радiус цiєї конiчної поверхнi, згiдно з (4.22),
дорiвнює rR =

√
G(1−G/R2) i є в дiлянцi значень

0 < rR < r∞ =
√
G при змiнi координати R в межах√

G < R < ∞. Максимальне значення rc = r∞ =
√
G

можна трактувати як радiус компактифiкацiї rc п’я-
тивимiрного простору V (5).

Оскiльки множини v2 = −u2 > 0 i u2 > 0 є пiдзона-
ми одного й того ж простору V (5) з метриками (4.10)
i (4.14) або (3.30), то умова (4.21) повинна виконува-
тися для всього простору V (5). Тому, згiдно з (3.31),
при G > 0 можна покласти

(5)ds2 = −
(

1 +G/4u2

1−G/4u2

)2

Gdα2 (4.24)

+
(

1− G

4u2

)2

ηµνdy
µdyν ,

де u2 = ηµνx
µxν и 0 ≤ α < 2π.

Розглянутий простiр V (5) при G > 0 топологiч-
но еквiвалентний R2 × S(1, 2). Вiн описує лоренц-
iнварiянтну космологiчну модель п’ятивимiрної ґра-
вiтацiї, для якої умови цилiндричности й замкненос-
ти виконуються динамiчно. Отже, простiр Калуци–
Кляйна з метрикою (4.24) є лоренц-iнварiянтною мо-
дою вакуумних рiвнянь п’ятивимiрної ґравiтацiї. Ця
модель пiсля вимiрної редукцiї зводиться до конфiґу-
рацiї ЗТВ з конформно-iнварiянтним скалярним по-
лем, що має нульовий конформно-iнварiянтинй тен-
зор енерґiї-iмпульсу на фонi плоского простору-часу.
Тому отриманий розв’язок описує модель вакуумопо-
дiбної конфiґурацiї ЗТВ без космологiчної сталої. От-
же, вакуум ЗТВ можна трактувати як прояв лоренц-
iнварiянтної моди п’ятивимiрної ґравiтацiї. Модель не
є альтернативою до стандартної моделi вакууму з кос-
мологiчною сталою. У зв’язку з цим виникає зада-
ча побудови й дослiдження “композицiї” цих моделей,
яка буде розглянута в наступних працях.
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THE MODEL OF THE VACUUM CONFIGURATION
AND THE KALUZA–KLEIN SPACE

V. D. Gladush, M. V. Galadgyi
Dnipropetrovsk National University, 13 Naukova St.,

Dnipropetrovsk 49050, Ukraine

Within the framework of the five-dimensional gravity the Lorentz invariant cosmological model is constructed.
It is proved that the Kaluza–Klein conditions are fulfilled by virtue the vacuum equations of the five-dimensional
gravity. Consequently, the Kaluza–Klein space is implemented dynamically as the Lorentz invariant mode of
the five-dimensional gravity. After the dimensional reduction and conformal map the model is reduced to the
4-dimensional configuration with the conformal scalar field, which has the vanishing conformally invariant energy-
momentum tensor on the flat space-time background. We can treat this zero mode of the equations of the interact-
ing conformally invariant scalar and gravitational fields as vacuum configuration of General Relativity without the
cosmological constant. Thus, one can treat the vacuum of General Relativity as manifestation of the conformally
and Lorentz invariant mode of the five-dimensional gravity and, naturally, Kaluza–Klein theory.
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