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Проаналiзовано розвиток амплiтуди релiктових ґравiтацiйних хвиль (РҐХ), зґенерованих
у ранньому Всесвiтi. Наведено аналiтичну апроксимацiю кутового спектра потужности флю-
ктуацiй температури релiктового електромагнетного випромiнювання (РЕВ), зумовлених та-
кими ґравiтацiйними хвилями через ефект Сакса–Вольфа. Отримано оцiнку найбiльш iмо-
вiрного значення цiєї амплiтуди на основi даних спостережень анiзотропiї температури ре-
лiктового електромагнетного випромiнювання, одержаних в експериментах COBE, WMAP
i BOOMERanG, та даних спостережень великомасштабної структури Всесвiту. Показано, що
сукупнiсть сучасних даних про великомасштабну структуру Всесвiту та РЕВ указує на вiдсут-
нiсть або малу амплiтуду релiктових ґравiтацiйних хвиль, так що на 95% рiвнi достовiрности
їх внесок у квадрупольну компоненту анiзотропiї температури релiктового випромiнювання
не перевищує 60% навiть при екстремально рiзкому (nt = −1) спектрi потужности тензорних
збурень. Для плоского спектра (nt = 0) та моделей з nt ∼ (ns − 1) цей внесок не перевищує
18% на рiвнi достовiрности 2σ.
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I. ВСТУП

У певнi моменти еволюцiї Всесвiту, внаслiдок змi-
ни його фiзичних характеристик, деякi компоненти
маси-енерґiї припиняли взаємодiю з рештою середо-
вища, поширюючись далi практично безперешкодно,
i тому отримали назву “релiктiв”. Релiктовi (космоло-
гiчнi) ґравiтацiйнi хвилi, як найстарiший iз релiктiв,
вiдiграють особливу роль у вивченнi раннього Всесвi-
ту. Пряме експериментальне детектування будь-якого
ґравiтацiйного випромiнювання, а особливо космоло-
гiчного, — справа майбутнiх прецизiйних експеримен-
тiв. Але завдяки широкому обсяговi зiбраної iнфор-
мацiї стосовно формування великомасштабної струк-
тури Всесвiту вже тепер непрямими стастистични-
ми методами можна встановити обмеження на ха-
рактеристики первинних тензорних збурень метрики
простору-часу, релiктових ґравiтацiйних хвиль.

Упродовж останнього десятилiття швидкий поступ
у технiцi та методологiї експерименту, пiдвищення
якости й iнформативности космологiчних спостере-
жень виводять космологiю на новий етап. Його поча-
ток ознаменований новим поколiнням приладiв для
вимiрювання флюктуацiй температури мiкрохвильо-
вого електромагнетного релiктового випромiнюван-
ня: аеростатних експериментiв (BOOMERanG [1],
MAXIMA [2], Archeops [3]), наземних (наприклад,
DASI [4]) та другим пiсля COBE [5] супутниковим екс-
периментом з вимiрювання анiзотропiї температури
релiктового випромiнювання — Wilkinson Microwave
Anisotropy Probe (WMAP), який на початку 2003 ро-
ку опублiкував результати першого року спостере-
жень усiєї небесної сфери [6].

Успiхи у вимiрюваннях релiктового випромiнюван-
ня супроводжуються поступом у вивченнi просторо-
вого розподiлу скупчень галактик, галактик та кваза-
рiв — нещодавно опублiкованi данi цифрових оглядiв
неба SDSS [7], 2dF GRS [8]. У 1998–1999 роках також
вимiряно прискорення розширення Всесвiту за боло-
метричними вiдстанями до наднових типу Iа. Вони
вперше незаперечно довели iснування ще однiєї ком-
поненти енерґiї Всесвiту — темної енерґiї, найпростi-
шим варiянтом опису якої є космологiчна стала Айн-
штайна.

Удосконалення статистичної якости космологiчних
спостережень (похибки зменшилися на порядок) на-
полегливо вимагає побудови самоузгодженої моделi,
яка зможе пояснити всю сукупнiсть накопичених да-
них. Для найпоширенiшого типу iнфляцiйних космо-
логiчних моделей, а саме такий розглядається тут, не-
обхiдно 13 параметрiв, якi можна роздiлити на 4 гру-
пи:

• Група параметрiв, що визначають динамiку

розширення фонової космологiчної моделi: ста-
ла Габбла H0 = 100h км/(с · Мпк), що характе-
ризує швидкiсть розширення Всесвiту, кривизна
3-простору K (часто використовують її зобра-
ження параметром Ωk ≡ −K/H2

0), космологiчна
стала Айнштайна Λ (ΩΛ = Λ/3H2

0 ), вiд значення
якої залежить величина i знак прискорення роз-
ширення, та вiдносна густина матерiї (свiтної й
темної всiх видiв) в одиницях критичної густини
Ωm = ρm/ρcr. Одне з рiвнянь Фрiдмана в наве-
дених позначеннях на сьогоднi пов’язує їх таким
рiвнянням: Ωk + ΩΛ + Ωm = 1 (див. огляд [18]).
Сучаснi данi космологiчних спостережень ука-
зують, що Ωk ≈ 0.
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• Група параметрiв, що задають складовi ма-

терiї, вiд яких залежить формування еле-

ментiв великомасштабної структури на нелi-

нiйнiй стадiї розвитку та анiзотропiя релiк-

тового випромiнювання: густина барiонiв Ωb,
гарячої (нейтринної) складової темної матерiї
Ων , холодної темної матерiї (Cold Dark Matter)
Ωcdm. Густина енерґiї релiктового випромiню-
вання вiдома зi спостережень — Ωγ = 4.12 ×
10−5h−2(T0/2.725K)4 i сьогоднi є нехтiвно ма-
лою порiвняно з iншими. Отже, Ωm = Ωb +Ων +
Ωcdm.

• Група параметрiв, що визначають спектр пер-

винних збурень метрики простору-часу : флю-
ктуацiй густини речовини (скалярнi збурення)
Ps(k) = Ask

ns та тензорних збурень метри-
ки простору-часу Pt(k) = Atk

nt . В iнфляцiйно-
му сценарiї великомасштабна структура Всесвi-
ту (галактики, скупчення галактик тощо) утво-
рюється внаслiдок зростання амплiтуди первин-
них збурень через ґравiтацiйну нестiйкiсть. Збу-
рення мають адiябатичний характер, а первиннi
збурення походять вiд квантових флюктуацiй,
якi були розтягнутi до макроскопiчних масшта-
бiв пiд час експоненцiяльного розширення — iн-
фляцiї.

• Група параметрiв, що пов’язанi з формуван-

ням елементiв великомасштабної структури:
параметр, що характеризує рейонiзацiю мiжга-
лактичного середовища на пiзнiх етапах еволю-
цiї внаслiдок утворення перших об’єктiв (iмовiр-
но перших зiр) — оптична глибина τc, що ство-
рюється непрозорим для фотонiв рейонiзованим
середовищем та параметр байсинґу (змiщення)
bcl, який вiдображає змiщення мiж амплiтудами
кореляцiйної функцiї збурень густини речовини
та кореляцiйної функцiї просторового розподiлу
скупчень галактик.

Iз них незалежними є 11: h, Ωm, ΩΛ (або Ωk), Ωb,
Ων (або Ωcdm), As, ns, At, nt, τc i bcl. Саме така су-
купнiсть параметрiв потрiбна для побудови передба-
чень моделi, якi порiвнюються з даними спостережень
структури Всесвiту вiд субгалактичних масштабiв до
масштабу горизонту частинки. Оскiльки такi теоре-
тичнi передбачення залежать вiд космологiчних па-
раметрiв суттєво нелiнiйно, то визначення оптималь-
ного значення навiть одного параметра можливе ли-
ше шляхом визначення всiх параметрiв за допомогою
числових методiв оптимiзацiї.

Загальна теорiя вiдносности передбачає iснування
ґравiтацiйних хвиль, явища поширення збурень ґра-
вiтацiйного поля (метрики простору-часу) у просто-
рi. Слабкi ґравiтацiйнi хвилi, як i електромагнетнi,
є поперечними й поширюються у вакуумi зi швид-
кiстю свiтла. Згiдно з загальною теорiєю вiдноснос-
ти, такi хвилi ґенеруються будь-якою фiзичною сис-
темою з внутрiшнiми рухами, що не є сферично-
симетричними. Низка астрофiзичних систем — по-
двiйнi масивнi зорi, нейтроннi зорi або чорнi дiри в

зiткненнях, несиметричнi вибухи Наднових — вважа-
ються потенцiйними джерелами ґравiтацiйних хвиль
[9]. Однак поки що немає прямого експериментально-
го пiдтвердження їх iснування через малу iнтенсив-
нiсть i дуже слабку взаємодiю з речовиною.

Для детектування ґравiтацiйних хвиль вiд астро-
фiзичних об’єктiв необхiдно розробити методику ви-
мiрювання вiдстанi мiж пробними масами на рiвнi
≈ 10−21 частки вiд її величини. Наземнi й космiч-
нi обсерваторiї ґравiтацiйних хвиль нового поколiн-
ня, якi будуються й будуть уведенi в дiю ще в цьому
десятилiттi (LIGO, TAMA, VIRGO, GEO, LISA [10]),
окрiм розв’язання проблеми експериментального пiд-
твердження iснування ґравiтацiйних хвиль, можливо,
вiдкриють ще один iнформацiйний канал для вивчен-
ня астрофiзичних явищ. Але чутливости навiть цих
обсерваторiй, очевидно, забракне для того, щоб заре-
єструвати ґравiтацiйнi хвилi, якi зґенерованi на ран-
нiх етапах еволюцiї нашого Всесвiту.

Однак, як випливає з численних дослiджень остан-
нiх рокiв у галузi спостережувальної космологiї, такi
первiснi чи релiктовi ґравiтацiйнi хвилi (РҐХ) можна
вивчати за їх впливом на електромагнетне мiкрохви-
льове фонове випромiнювання, яке реєструється i теж
є продуктом фiзичних процесiв у ранньому Всесвi-
тi. Космiчний спецiялiзований телескоп PLANCK [11],
запуск якого запланований на 2006 рiк, за кiлька ро-
кiв спостережень мав би розвiяти сумнiви щодо iсну-
вання релiктового ґравiтацiйного випромiнювання й
вимiряти його iнтенсивнiсть, енерґетичний розподiл
та просторовий спектр потужности.

Деякi оцiнки й обмеження на амплiтуду релiктових
ґравiтацiйних хвиль можна отримати вже сьогоднi.
Саме цьому присвячена наша стаття. Для цього про-
аналiзуймо внесок вiд тензорної моди у спектр потуж-
ности флюктуацiй температури релiктового випромi-
нювання, побудуймо для нього аналiтичну апрокси-
мацiю залежности вiд космологiчних параметрiв, яку
використаємо для визначення внеску ґравiтацiйних
хвиль у результати вимiрювань флюктуацiй темпе-
ратури релiктового випромiнювання в експериментi
WMAP. Таку оцiнку здiйснимо шляхом порiвняння
з даними спостережень обчисленого спектра потуж-
ности флюктуацiй температури релiктового випромi-
нювання на великих кутових масштабах (≥ 10◦), зу-
мовлених скалярною й тензорною модами. Амплiту-
да спектра потужности скалярної моди, в основному,
визначатиметься характеристиками великомасштаб-
ної структури Всесвiту. У дослiдженнi скористаємось
методикою аналiзу функцiї найбiльшої правдоподiб-
ности, яка дає змогу оцiнити довiрчi iнтервали отри-
маних результатiв.

II. ҐЕНЕРАЦIЯ РҐХ У РАННЬОМУ ВСЕСВIТI
ТА ЇХНЯ ЕВОЛЮЦIЯ

Сам факт iснування у Всесвiтi релiктових ґравiта-
цiйних хвиль випливає з доволi простих припущень,
що опираються на чиннiсть загальної теорiї вiднос-
ности й основних принципiв квантової теорiї поля. Су-
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часна космологiчна модель свiту включає фазу експо-
ненцiяльного розширення на дуже раннiх етапах його
еволюцiї — 10−35–10−10 секунд пiсля Великого Вибу-
ху. Зґенерованi впродовж iнфляцiї квантовi флюктуа-
цiї метрики простору-часу збiльшились до макроско-
пiчних масштабiв, їх наступне розширення та зрос-
тання амплiтуди привели до формування великомас-
штабної структури Всесвiту та її елементiв.

Згiдно з класифiкацiєю Лiфшiца [12], малi збурення
метрики простору-часу розкладаються на три моди,
якi розвиваються незалежно, — скалярну, векторну й
тензорну. До формування великомасштабної структу-
ри спричиняється лише скалярна мода, оскiльки вона
пов’язана зi збуреннями густини й швидкости матерiї.
Тензорна мода — це слабкi ґравiтацiйнi хвилi, якi по-
ширюються вiд моменту ґенерацiї практично вiльно,
слабко взаємодiючи з речовиною i не зазнаючи змiн
форми спектра потужности.

Рiвняння Айнштайна для еволюцiї амплiтуди
калiбрувально-iнварiянтної величини тензорних збу-
рень H(T ) у Всесвiтi, який розширюється, набирає ви-
гляду рiвняння згасаючих коливань:

Ḧ(T ) + 2
ȧ

a
Ḣ(T ) +

(

2K + k2
)

H(T ) = 0, (1)

де крапкою зверху позначена похiдна за конформ-
ним часом η, що означується спiввiдношенням c dt =
a(η) dη i має фiзичний змiст горизонту частинки в
момент космологiчного часу t, a — масштабний фак-
тор, K — кривизна 3-простору, k — хвильове число
фур’є-розкладу.

Фiзичний змiст амплiтуди H(T ) випливає з означен-
ня збурень метрики та видiлення тензорної складової.
Тут застосовано традицiйнi означення для компонент
метрики простору-часу:

gµν = ḡµν + a2hµν , ḡ00 = −a2, ḡij = a2γij

|hµν | � 1 , (2)

де позначенi рискою величини — це незбуренi фоновi
величини (грецькi iндекси пробiгають значення 0, 1,
2, 3; латинськi — 1, 2, 3). Малi збурення метрики мате-
матично зображуються як тензорне поле hµν , задане
в 4-просторi з фоновою метрикою ḡµν , так що всi тен-
зорнi операцiї над цим тензорним полем виконуються
з використанням незбуреної метрики, ḡµν . Очевидно,
що hµν , як i ḡµν , є симетричним тензором 2-го ранґу
в 4-просторi i мiстить 10 незалежних компонент:

h00 ≡ −2A, h0i ≡ −Bi, hij ≡ 2Hij . (3)

Щоб знайти спiввiдношення мiж фiзичними й ко-
ординатними ступенями вiльности, зручно розщепити
компоненти тензора за модами — скалярною, вектор-
ною та тензорною, як це було запропоновано впер-
ше у статтi Лiфшiца 1946 року [12]. Суть цього роз-
щеплення полягає в такому: будь-яке 3-векторне чи

3-тензорне поле можна зобразити як суму поздовж-
ньої (англ. longitudinal), поперечної (англ. transverse)
складових чи їх комбiнацiй за кожним iз iндексiв. У
розкладi на плоскi хвилi поздовжня складова парале-
льна до хвильового вектора, а поперечна — перпенди-
кулярна. Поздовжню складову можна зобразити ґра-
дiєнтом вiдповiдної скалярної функцiї, тодi як попе-
речна є вихровим вектором, який не можна отрима-
ти шляхом коварiянтного диференцiювання скаляр-
ної функцiї. Цi складовi незалежнi й у лiнiйнiй теорiї
збурень не впливають на розвиток одна одної.

Для тензора 2-го ранґу Hij(x) такий розклад має
вигляд:

Hij = H
(LL)
ij + H

(LT )
ij + H

(TT )
ij , (4)

де першi два доданки пов’язанi тiльки зi скаляр-
ною та векторною модами. Останнiй є вихровим без-
слiдовим тензорним полем з нульовою диверґенцiєю:
γjk∇kH

(TT )
ij = 0 (значком ∇j позначено коварiянтнi

похiднi за просторовими координатами). Його залеж-
нiсть вiд просторових координат запишемо у вигля-
дi розкладу за ортогональними тензорними функцi-
ями, якi є розв’язком узагальненого тензорного рiв-
няння Гельмгольца ∆Y

(T )
ij = −k2Y

(T )
ij , де Y

(T )
ij — си-

метричний поперечний безслiдовий тензор, для якого
Y

(T )j
j = ∇iY

(T )
ij = 0:

H
(TT )
ij = HT )(η)Y

(T )
ij (xk). (5)

Загальним розв’язком рiвняння (1) для радiяцiйно-
домiнованої епохи є

H(T ) = C
(T )
1

sin x

x
+ C

(T )
2

cosx

x
, (6)

а для пiслярекомбiнацiйної пилоподiбної епохи

H(T ) = C̃
(T )
1

x cos x − sinx

x3
+ C̃

(T )
2

x sin x + cosx

x
, (7)

де x = η
√

2K + k2, а C
(T )
1 , C

(T )
2 , C̃

(T )
1 i C̃

(T )
2 — конс-

танти iнтеґрування. У ранню епоху, коли x � 1, роз-
в’язки (6) набувають асимптотичної форми: H (T ) ≈
C

(T )
1 +C

(T )
2 x−1. Тобто, як i в скалярнiй модi збурень, є

два розв’язки — реґулярний при η → 0 (конcтанта iн-
теґрування C

(T )
1 ) i нереґулярний, або розбiжний, при

η → 0 (конcтанта iнтеґрування C
(T )
2 ). Реґулярнiсть —

це вимога виконання припущення про однорiднiсть та
iзотропнiсть Всесвiту у великих масштабах та метри-
ки (2) в основному порядку в епоху ґенерацiї збурень.
З цього випливає, що C

(T )
2 � ηgen � 1, де ηgen — епоха

ґенерацiї космологiчних збурень. У той час обмежен-
ня на значення першої константи iнтеґрування значно
слабшi: C

(T )
1 � 1. Звiдси випливає, що другий роз-

в’язок у (6) можна опустити з аналiзу, оскiльки для
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η � ηgen вiн стає нехтiвно малим порiвняно з першим
розв’язком. Другий розв’язок у (7) при x → 0 теж
розбiжний, але оскiльки ґравiтацiйна хвиля масшта-
бу сучасного горизонту частинки (k ∼ 0.001 h/Мпк)
на момент рекомбiнацiї мала x ∼ 0.2, то його можна
використати для “зшивання” розв’язкiв на межi двох
епох.

У плоскому 3-просторi (K = 0) роль власної вiдi-
грає функцiя:

Y
(T )
ij = Pije

±ikr , (8)

де Pij — поляризацiйний тензор iз згаданими тен-
зорними властивостями. Пiдставляючи тригономет-
ричнi функцiї в розв’язках для амплiтуди (6)–(7) в
експоненцiяльнiй формi та функцiї просторового роз-
кладу у виглядi (8) у рiвняння (5), отримаємо плос-
кi хвилi зi спадною в часi амплiтудою та поляриза-
цiєю, яка представляється тензором 2-го ранґу Pij .
Якщо плоска хвиля поширюється вздовж осi x —
Y

(T )
ij = Pije

±ikx, то матимемо такi компоненти мет-
ричного тензора, якi пов’язанi з тензорними збурен-
нями: H

(TT )
22 = −H

(TT )
33 , H

(TT )
23 = H

(TT )
32 .

На пiзнiх етапах еволюцiї Всесвiту, коли η → ∞,
H(T ) ≈ C̃

(T )
1

cos x
x2 у Всесвiтi з пилоподiбною матерiєю

та H(T ) ≈ C̃
(T )
1 e−H0

√
ΩΛt cos (ctk) в моделi з матерiєю

й космологiчною сталою. Отже, космологiчнi тензор-
нi збурення на пiзнiх етапах еволюцiї, коли довжи-
на хвилi значно менша вiд горизонту частинки, — це
слабкi ґравiтацiйнi хвилi зi згасаючою амплiтудою.

III. СПОСТЕРЕЖУВАНI ПРОЯВИ:
∆T/T I ПОЛЯРИЗАЦIЯ РЕЛIКТОВОГО

ЕЛЕКТРОМАГНЕТНОГО
ВИПРОМIНЮВАННЯ

Релiктовi ґравiтацiйнi хвилi поширюються прак-
тично вiльно, але iснують фiзичнi ефекти, завдяки
яким вони таки залишають “слiд” i можуть виявити
свою присутнiсть у Всесвiтi. Це ефект Сакса–Вольфа
[13], або ґравiтацiйне змiщення довжини хвилi ре-
лiктового електромагнетного випромiнювання (РЕВ),
яке поширюється в нестацiонарному середовищi. Та-
кож релiктовi ґравiтацiйнi хвилi залишили свiй вiдби-
ток у поляризацiйнiй картинi електромагнетного мiк-
рохвильового фонового випромiнювання, спричинив-
ши його специфiчну (“завиткову”) поляризацiю. Оцiн-
ки внеску релiктових ґравiтацiйних хвиль у кутовий
спектр потужности флюктуацiй температури елект-
ромагнетного релiктового випромiнювання, отриманi
на основi даних космiчного телескопа WMAP у 2003
роцi [14], зроблено в кiлькох роботах [15–17]. Для ви-
мiрювання поляризацiї, спричиненої релiктовими ґра-
вiтацiйними хвилями, необхiдно ще на порядок пiдви-
щити точнiсть вимiрювань температури мiкрохвильо-
вого фону.

Ефект Сакса–Вольфа зумовлює флюктуацiї темпе-
ратури релiктового випромiнювання зi складовими,

якi визначаються калiбрувально-iнварiянтною вели-
чиною амплiтуди тензорної моди збурень:

(

∆T (n)

T

)(T )

=

∫ LSS

Earth

Ḣ
(T )
ij (η,x(η))ninjdλ, (9)

де λ — афiнний параметр уздовж геодезiйної лiнiї,
яка починається на Землi й закiнчується на сферi
останнього розсiювання релiктового випромiнювання
(LSS), n — танґенцiяльний вектор до неї.

Кутова 2-точкова кореляцiйна функцiя таких флю-
ктуацiй у розкладi за полiномами Лежандра має ви-
гляд:

〈

∆T

T
(n) · ∆T

T
(n′)

〉

(n·n′)=cos θ

=
1

4π

∑

`

(2` + 1)C
(T )
` P`(cos θ), (10)

де коефiцiєнти C
(T )
` обчислюються 2-кратним iнтеґ-

руванням за k i η добутку Ḣ
(T )
ij (k, η)Ḣ

∗ (T )
ij (k, η) у до-

сить громiздкiй комбiнацiї зi сферичними функцiями
Бесселя (` − 2) ÷ (` + 2) порядкiв (точний вираз див.
[18]). Кутовий спектр потужности флюктуацiй темпе-
ратури релiктового випромiнювання `(`+1)C

(T )
` /(2π),

зумовлений тензорною модою, визначається двома
параметрами її просторового спектра потужности —
амплiтудою At i нахилом nt, та залежить вiд пара-
метрiв ΩΛ та Ω0 ≡ Ωm + ΩΛ через геометрiю при роз-
кладi за сферичними чи ультрасферичними функцiя-
ми. Щоб пришвидшити обчислення внеску тензорної
моди у спектр флюктуацiй температури релiктового
випромiнювання, ми побудували його аналiтичну ап-
роксимацiю для мультиполiв 2 ≤ ` ≤ 20 виду

`(` + 1)C
(T )
` =

A(nt, Ω0)

l + b(nt, Ω0)
· K`(ΩΛ)

× exp (−B(nt, Ω0) · `2 + D(nt, Ω0) · `). (11)

На нижчих гармонiках вона втрачає фiзичний змiст,
оскiльки монополь i диполь вiдсутнi в розкладi тен-
зорної моди за сферичними гармонiками (див. форму-
ли А-15, А-16 статтi [18]), i з точнiстю кiлька вiдсоткiв
вiдтворює спектр у дiяпазонi гармонiк 2 ≤ ` ≤ 20. Та-
ка аналiтична апроксимацiя є оптимальною за числом
вiльних параметрiв, якi визначаються методом пiд-
гонки за сiткою числових розрахункiв спектра, роз-
рахованiй за допомогою загальнодоступної програми
CMBFast [19]. Вона забезпечує точнiсть апроксимацiї
`(` + 1)Cl кращу за 5% у заданому дiяпазонi космо-
логiчних параметрiв: −1 ≤ nt ≤ 1, 0.0 ≤ ΩΛ ≤ 0.8,
0.2 ≤ Ω0 ≤ 1.2. Значення коефiцiєнтiв A(nt, Ω0),
b(nt, Ω0), B(nt, Ω0), D(nt, Ω0) i K`(ΩΛ) обчислено ме-
тодом мiнiмiзацiї χ2 Левенберґа–Марквардта для сiт-
ки моделей. Через громiздкiсть їх залежности вiд па-
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раметрiв nt, Ωm i ΩΛ вирази для коефiцiєнтiв винесе-
но в Додаток A.

На рис. 1 показано спектр потужности флюктуацiй
температури релiктового електромагнетного випромi-
нювання, зумовлених скалярною й тензорною мода-
ми, обчислених програмою CMBFast та нашою ана-
лiтичною формулою для тензорної (вираз (11)) мод
збурень. Форма спектра в обох модах спричинена змi-
ною швидкости розширення фону й еволюцiєю амп-
лiтуди збурення до i пiсля його входження в горизонт
частинки на момент космологiчної рекомбiнацiї. Як
бачимо, релiктовi ґравiтацiйнi хвилi з nt ∼ 0 дають
внесок в анiзотропiю температури релiктового випро-
мiнювання на великих кутових масштабах. На цих
же кутових масштабах анiзотропiю релiктового ви-
промiнювання зумовлює скалярна мода збурень че-

рез ефекти ґравiтацiйного червоного змiщення, До-
плера (разом їх називають ефектом Сакса–Вольфа)
та адiябатичний, пов’язаний iз малими згущеннями
та розрiдженнями плазми, на якiй востаннє розсiя-
лись кванти релiктового електромагнетного випромi-
нювання. Аналiтичнi апроксимацiї для них наведено в
нашiй працi [20]. Спостережуваний спектр потужнос-
ти — це сума внескiв обох мод, скалярної (S) i тен-
зорної (T ): C` = C

(S)
` + C

(T )
` . Якщо внесок скалярної

моди розрахувати на основi її спектра збурень густи-
ни P (S)(k) = Ask

ns з As i ns, визначеними на основi
даних про великомасштабну структуру Всесвiту, то
шляхом зiставлення спостережуваного й обчисленого
спектрiв потужности флюктуацiй температури релiк-
тового випромiнювання можна оцiнити амплiтуду At

i спектральний iндекс nt тензорної моди.

�
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Рис. 1. Спектр потужности флюктуацiй температури релiктового випромiнювання, зумовлених скалярною й тензор-
ною модами, у розкладi за сферичними гармонiками, (∆T )2 = T 2

РЕВ

`(`+1)C`

2π
, TPEB = 2.725 ± 0.002 K[6].

IV. МЕТОД ОТРИМАННЯ ОБМЕЖЕНЬ
НА АМПЛIТУДУ ТЕНЗОРНОЇ МОДИ

Фiзичнi параметри тензорної моди космологiчних
збурень метрики простору-часу можна визначити на
основi спостережуваних даних про:

• амплiтуду й нахил спектра потужности флюк-
туацiй температури релiктового випромiнюван-
ня у великих кутових масштабах (∼ 10◦−90◦ або
у розкладi за полiномами Лежандра сферичнi
гармонiки вiд ` = 2 до 22);

• амплiтуду й нахил спектра потужности первiс-
них флюктуацiй густини речовини, пов’язаних
зi скалярною модою збурень;

• поляризацiю релiктового електромагнетного ви-

промiнювання, зумовлену тензорною модою збу-
рень у момент космологiчної рекомбiнацiї.

На сьогоднi оцiнку рiвня iнтенсивности релiктових
ґравiтацiйних хвиль можна здiйснити на основi лише
перших двох класiв експериментальних даних. Амплi-
туду й нахил спектра потужности скалярної моди збу-
рень слiд установлювати на основi сукупности даних
про структуру Всесвiту в усiх масштабах — вiд субга-
лактичного до сучасного горизонту частинки (10−3 –
104 Мпк). Це пов’язано з тим, що амплiтуда й нахил
спектра в найдоступнiших для спостережень масшта-
бах залежить вiд значень усiх параметрiв космологiч-
ної моделi.

Отже, нехай у розпорядженнi є N вимiряних зна-
чень характеристик великомасштабної структури, на
їх основi шукаємо значення n космологiчних парамет-
рiв. Припускаємо, що розподiл iмовiрности збурень за

202



КОСМОЛОГIЧНI ОБМЕЖЕННЯ НА АМПЛIТУДУ РЕЛIКТОВИХ ҐРАВIТАЦIЙНИХ ХВИЛЬ

амплiтудами i статистика експериментальних даних є
ґауссiвськими за характером i всi спостережуванi да-
нi взаємно незалежнi. Покладаємо ΩΛ i Ωm вiльни-
ми параметрами, Ωk = 1 − ΩΛ − Ωm. Для визначення
найоптимальнiших значень 11-и космологiчних пара-
метрiв (h, Ωm, ΩΛ, Ων , Ωb, As, ns, At, nt, τc i bcl) ми
використали метод Левенберґа–Марквардта [21] для
мiнiмiзацiї функцiї

χ2 =

N
∑

j=1

(

ỹj − yj

∆ỹj

)2

, (12)

де ỹj — вимiряне значення j-ої характеристики струк-
тури, yj — її теоретичне передбачення, ∆ỹj — ста-
тистична похибка вимiряного значення (докладнiше
див. [20–26]).

Надалi, як i в попереднiх працях, замiсть розмiр-
ної величини амплiтуди скалярної моди As ми будемо
використовувати безрозмiрну величину δh, яка дорiв-
нює середньоквадратичнiй величинi флюктуацiї гус-
тини речовини в масштабi сучасного горизонту час-
тинки. Обидвi цi величини пов’язанi очевидним спiв-
вiдношенням: As = 2π2δ2

h(3000 Мпк/h)3+ns .

Отриманi так значення космологiчних параметрiв,
однак, не викликають великої зацiкавлености, якщо
не вказана їхня точнiсть або не знайденi межi довiр-
чих iнтервалiв. Розроблено кiлька поширених спосо-
бiв їх оцiнки [21, 27, 28], що базуються на iнтеґруван-
нi функцiї правдоподiбности. Однак у параметричних
просторах великої розмiрности (≥ 6) такi методики
реалiзуються лише на швидкодiйних обчислювальних
системах ранґу суперкомп’ютера. У працях [20,22–26]
запропоновано “економнi” методи марґiналiзацiї, якi
не вимагають iнтеґрування функцiї правдоподiбнос-
ти в багатомiрному параметричному просторi. Тут ми
пропонуємо комбiнований метод: функцiю правдопо-
дiбности для параметра xk будуємо з використанням
методу мiнiмiзацiї χ2 Левенберґа–Маркварта в пiд-
просторi n − 1 параметрiв

L(xk) = e−
1

2
[χ2(xbf

i6=k
,xk)−χ2

min
] , (13)

де xbf
i6=k — найоптимальнiшi (best-fit) значення кос-

мологiчних параметрiв (i =1, 2,. . . , 12, за винятком
i 6= k), для яких функцiя χ2 має мiнiмум при фiк-
сованому значеннi параметра xk. Таке представлення
L(xk) отримуємо iз загальної iнтеґральної форми

L̃(xk) =

∫ ∫

...

∫

e−
1

2
χ2(xi6=k,xk)dx1dx2...dxk−1dxk+1...dxn

∫ ∫

...

∫

e−
1

2
χ2(xi6=k,xbf

k
)dx1dx2...dxk−1dxk+1...dxn

, (14)

якщо e−
1

2
[χ2(xi)] є функцiєю Ґаусса для кожного xk .

Числовий експеримент показує, що використання за-
пропоновованої тут функцiї L(xk) для знаходжен-
ня довiрчих iнтервалiв значень параметрiв практич-
но збiгається зi значеннями, одержаними на основi
L̃(xk).

V. СПОСТЕРЕЖУВАНI ДАНI

Описаний вище метод вимагає взаємно незалежних
спостережуваних даних ỹ, тобто таких, для яких ко-
варiянтна матриця похибок мiстить лише дiягональ-
нi елементи. Тут ми використаємо той самий набiр
спостережуваних даних, що й у [20, 26], але з деяки-
ми змiнами. Данi про амплiтуди й положення 1-го i
2-го акустичних пiкiв та мiсце 1-го провалу ми взя-
ли з даних експерименту WMAP [16], положення й
амплiтуду 3-го пiка — з останньої обробки даних екс-
перименту BOOMERanG [29]. Цi данi разом зi спо-
стережуваними характеристиками великомасштабної
структури Всесвiту (функцiя мас та просторовий роз-
подiл багатих скупчень галактик, функцiя температу-
ри рентґенiвських скупчень галактик, Ly-α лiс лiнiй

поглинання у спектрах далеких квазарiв, пекулярнi
швидкостi галактик) фiксують амплiтуду й форму по-
чаткового спектра потужности збурень густини мате-
рiї, якi пов’язанi зi скалярною модою збурень метрики
простору-часу.

Для визначення амплiтуди й нахилу тензорної мо-
ди ми використовуємо данi експериментiв COBE [5]
i WMAP [14] у великих кутових масштабах (≥ 10o).
Для надiйнiшого визначення величин космологiчних
параметрiв, якi впливають на амплiтуду й форму
спектра скалярних збурень, ми використали тi ж об-
меження на сталу Габбла, умiст барiонiв та параметр
прискорення, що й у [20]. Перелiк використаних да-
них iз коментарями й джерелами наведено в Додатку
Б. Усього перелiк спостережуваних величин нарахо-
вує 41 експериментальну величину з 1σ статистичною
похибкою вимiрювань (уважаємо всi вимiри незалеж-
ними й такими, що їх статистичний розподiл у межах
експериментальних похибок вiдповiдає нормальному
законовi). Самi значення й похибки наведенi в цито-
ваних у таблицi лiтературних джерелах.

Отже, порiвняння результатiв цiєї роботи з [20]
дасть також вiдповiдь на запитання — як полiпшен-
ня точности вимiрювань флюктуацiї температури ре-
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лiктового випромiнювання впливає на визначення па-
раметрiв космологiчної моделi спостережуваного Все-
свiту.

VI. РЕЗУЛЬТАТИ ТА ЇХ ОБГОВОРЕННЯ

У лiтературних джерелах, присвячених проблемi
релiктових ґравiтацiйних хвиль, для опису спектра
потужности тензорної моди застосовують кiлька вiд-
мiнних означень. Iсторично для амплiтуди спектра
потужности тензорної моди, як правило, використо-
вують вiдношення амплiтуд тензорної (T ) i скаляр-
ної (S) (ефект Сакса–Вольфа) мод для квадруполь-
ної складової в розкладi ∆T/T за полiномами Лежан-
дра: T/S ≡ CT

2 /CS
2 . Однак статистичний розподiл At

i T/S рiзний, що видно з рис. 2, на якому наведено
функцiї правдоподiбности L(At) = exp[− 1

2∆χ2(At)] i

L(T/S) = exp[− 1
2∆χ2(T/S)], обчисленi згiдно з (13)

для сукупности спостережуваних даних, описаних у
попередньому роздiлi.

Як випливає з результатiв обчислень, найоптималь-
нiшою виявляється модель iз дуже малим значенням
амплiтуди тензорної моди (T/S � 1). Однак моделi з
невеликими значеннями At чи T/S ще “мають право
на життя”. Як бачимо, функцiя L(At) значно ближча
до нормального розподiлу, нiж L(T/S). Тому нада-
лi ми використовуватимемо для розрахунку верхньої
межi амплiтуди тензорної моди функцiю правдоподiб-
ности L(At), а вiдповiдне їй значення T/S отримаємо
при всiх iнших найоптимальнiших значеннях космо-
логiчних параметрiв. Означимо верхню межу A2σ

t на
рiвнi достовiрности 2σ так: це значення At до яко-
го площа пiд кривою L(At) становить 95.4% вiд всiєї
площi пiд нею вiд 0 до ∞.
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Рис. 2. Функцiї правдоподiбности L(At) = exp[− 1
2
× ×∆χ2(At)] i L(T/S) = exp[− 1

2
∆χ2(T/S)] вiдповiдно для рiзних

моделей iнфляцiї: з nt як вiльний параметр, з nt = 0 i nt = ns − 1.
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Наступний важливий крок — обмежити клас мо-
делей iнфляцiї, у яких визначеним є нахил спектра
потужности тензорної моди. Рiч у тiм, що даних про
спектр потужности флюктуацiй температури релiк-
тового випромiнювання недостатньо, щоб одночасно
встановити й амплiтуду, i нахил спектра потужнос-
ти релiктових ґравiтацiйних хвиль. Тобто, коли ми
покладаємо At i nt вiльними параметрами, то At мо-
же бути як завгодно великим при nt → −∞. Якщо
ж ми фiксуємо нижню межу nt, тодi верхня межа
для At визначається цим нашим вибором. Чим рiзкi-
ше спадає спектр, тим менший внесок тензорної моди
у ∆T/T на низьких гармонiках при фiксованому At.
Це видно з рис. 2, де суцiльною кривою показано фун-
кцiю правдоподiбности для nt як вiльного параметра
з фiксованою нижньою межею nmin

t = −1. У всiх об-
численнях iз вiльним nt його значення завжди скочу-
валось до цiєї межi. Там же наведено функцiї прав-
доподiбности для тих самих спостережуваних даних,
але для моделей iнфляцiї з плоским спектром тензор-
ної моди (nt = 0), природної iнфляцiї з nt = ns − 1 та
хаотичної iнфляцiї з nt = 0.5(ns − 1).

Верхнi 2σ межi для амплiтуди спектра At такi:
A2σ

t = 1.9 · 10−5 для вiльного nt i A2σ
t = 1.0 · 10−5 у

випадку, коли nt пов’язується з нахилом спектра по-
тужности скалярних збурень ns у межах певного ва-
рiянта моделi iнфляцiї. Вiдповiднi значення для T/S
дорiвнюють 0.6 i 0.18.

Оскiльки моделi з nt ∼ 0 дають вiдчутнiший внесок
у спектр флюктуацiй температури релiктового елек-
тромагнетного випромiнювання для гармонiк з ` > 2,
нiж моделi nt ∼ −1, i отже, є цiкавiшими з погля-
ду проявiв тензорної моди в спостереженнях, тому
подальший аналiз проведемо саме для них. Оскiль-
ки функцiї правдоподiбности L(At) для них близькi,
то достатньо проаналiзувати одну з них. Конкретно
розглядатимемо модель iз nt = 0.5 (ns − 1).

На рис. 3 показано, як спостережуванi данi впли-
вають на пiвширину функцiї правдоподiбности. Як

бачимо, включення спостережуваних даних, якi вно-
сять додатковi обмеження на значення космологiчних
параметрiв, а саме, визначення сталої Габбла (h), ви-
значення вмiсту барiонiв по лiнiях поглинання дей-
терiю у спектрах далеких квазарiв (NS), визначен-
ня прискорення розширення Всесвiту по наднових Ia
(SNIa) та даних з великомасштабної структури (σ8,
V50, P (k)), зменшують рiвень довiри до моделей з ве-
ликими значеннями амплiтуди спектра потужности
тензорної моди: на рiвнi достовiрности 2σ (95.4%) во-
на не перевищує ∼ 20% амплiтуди скалярної моди. У
наших попереднiх оцiнках [20], якi базувались на да-
них стратосферного експерименту BOOMERanG, ця
межа майже вчетверо вища (на рiвнi достовiрности 1σ
вона становила T/S = 1.7 для моделi з вiльним nt).
Таким є здобуток космiчного експерименту WMAP:
висока точнiсть i карта ∆T/T всього неба.

Розгляньмо, як данi експерименту WMAP вплину-
ли на визначенi величини й довiрчi iнтервали решти
космологiчних параметрiв. Функцiї правдоподiбности
для основних iз них зображено на рис. 4. Найбiльш
оптимальнi значення для них є такими: ΩΛ = 0.61
(0.52–0.69), Ωm = 0.41 (0.31–0.51), Ων = 0 (0–0.03),
Ωb = 0.062 (0.046–0.078), h = 0.61 (0.52–0.71), δh =
4.2 · 10−5 (3.6 · 10−5 − 5.2 · 10−5), ns = 0.92 (0.89–0.98),
T/S = 0 (0–0.6), τc = 0 (0–0.15). У дужках наведе-
но 2σ (95.4%) межi довiрчих iнтервалiв для кожної з
них, обчисленi для моделi хаотичної iнфляцiї. Як ба-
чимо, узгодження з попереднiми визначеннями [20,26]
оптимальних значень космологiчних параметрiв цiл-
ком задовiльне. Точнiшi данi вимiрювань флюктуа-
цiї температури релiктового випромiнювання суттє-
во звузили довiрчi iнтервали (невизначеностi) їх зна-
чень i знизили верхнi допустимi значення для Ων , τc i
T/S. Отриманi тут результати визначень космологiч-
них параметрiв добре узгоджуються з визначеннями
iнших авторiв iншими методами, якi теж використо-
вували данi експерименту WMAP [14–17].

Рис. 3. Функцiя правдоподiбности L(At) = exp[− 1
2
× ×∆χ2(At)] для рiзних наборiв спостережуваних даних.
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Рис. 4. Функцiя правдоподiбности для рiзних космологiчних параметрiв.

VII. ВИСНОВКИ

Отже, iнтерпретацiя сукупности спостережуваних даних про великомасштабну структуру Всесвiту не потре-
бує гiпотези про наявнiсть релiктових ґравiтацiйних хвиль, зґенерованих у ранню епоху разом зi скалярними
флюктуацiями метрики простору-часу. У межах iнфляцiйного сценарiю цi релiктовi ґравiтацiйнi хвилi такi ж
природнi, як i брижi флюктуацiй густини матерiї, з яких утворилась спостежувана великомасштабна струк-
тура Всесвiту. Однак їх вплив на структуру бiльшости моделей iнфляцiї може бути помiтним, якщо сама
iнфляцiя вiдбулась при енерґiях, близьких до енерґiї Теорiї Великого Об’єднання. Чим пiзнiше вiдбулась iн-
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фляцiя, тим слабший вiдбиток залишають релiктовi ґравiтацiйнi хвилi на фонi релiктового електромагнетного
випромiнювання. Отже, встановлення верхньої межi на амплiтуду тензорної моди збурень визначає нижню
межу на момент початку iнфляцiйної стадiї. У рiзних моделях iнфляцiї спiввiдношення мiж амплiтудами та
нахилами спектрiв потужности обох мод рiзне, а отже i момент початку iнфляцiї залежатиме вiд моделi, якщо
його прив’язувати до амплiтуди тензорної моди.

Збiльшення точности визначення спектра потужности флюктуацiй температури релiктового випромiнюван-
ня в космiчному експериментi WMAP суттєво знизило верхню допустиму межу амплiтуди тензорної моди
збурень — релiктових ґравiтацiйних хвиль — до рiвня T/S ≤ 0.6 (95.4%) для моделей з вiльним парамет-
ром нахилу спектра nt. Для моделей з плоским спектром потужности ґравiтацiйних хвиль (nt = 0) чи iнших
близьких до нього (nt ∼ ns − 1) вона ще втричi нижча — T/S ≤ 0.18 (95.4%).

Автори висловлюють щиру подяку Володимировi Лукашевi i Єлєнi Мiхєєвiй за кориснi обговорення в процесi
роботи над статтею.

ДОДАТОК А

Коефiцiєнти аналiтичної апроксимацiї спектра потужности флюктуацiй температури релiктового випромi-
нювання (11), зумовлених тензорною модою:

A(nt, Ω0) = 2.460008− 7.894210Ω0 + 10.837259Ω2
0 − 6.23496Ω3

0 + 1.316046Ω4
0

+ (−0.320724− 0.004055Ω0 + 1.609264Ω2
0 − 1.646116Ω3

0 + 0.492073Ω4
0)nt

+ (0.262399− 0.651288Ω0 + 0.531361Ω2
0 − 0.121427Ω3

0)n
2
t ,

b(nt, Ω0) = 0.422654− 5.062205Ω0 + 5.238528Ω2
0 − 1.552968Ω3

0

+ (−0.566823 + 1.468797Ω0 − 0.350524Ω2
0)nt + (0.064687− 0.113492Ω0 + 0.166461Ω2

0)n
2
t ,

B(nt, Ω0) = −0.007502 + 0.020156Ω0 − 0.015003Ω2
0 + 0.003829Ω3

0 +

+ (0.00019 + 0.009504Ω0 − 0.009705Ω2
0 + 0.003067Ω3

0)nt,

D(nt, Ω0) = −0.255936 + 0.723471Ω0 − 0.565047Ω2
0 + 0.148571Ω3

0 +

+ (0.064606 + 0.270482Ω0 − 0.276272Ω2
0 + 0.08784Ω3

0)nt,

K(ΩΛ, `) = 1.0226− 0.1171412ΩΛ + 0.339625Ω2
Λ − (0.0124262 +

+ 0.313168ΩΛ + 0.49908Ω2
Λ) · (0.391066− 0.0174696ΩΛ + 0.172306Ω2

Λ)`.

ДОДАТОК Б

Анiзотропiя релiктового електромагнетного випромiнювання

Спектр потужности анiзотропiї температури РЕВ на великих кутових масштабах (3 <
` < 20), 8 точок `(` + 1)C`

COBE, [30]

Cпектр потужности анiзотропiї температури РЕВ на великих масштабах (3 < ` < 20), 5
точок `(` + 1)C`

WMAP, [14]

Положення та амплiтуди першого i другого акустичних пiкiв у спектрi потужности анi-
зотропiї РЕВ Ap1, `p1, Ap2, `p2

WMAP, [31]

Положення першої западини у спектрi потужности анiзотропiї РЕВ, `d1 WMAP, [31]
Положення й амплiтуда 3-го пiка Ap3, `p3 BOOMERanG, [29]

207



Б. НОВОСЯДЛИЙ, С. АПУНЕВИЧ

Великомасштабна структура Всесвiту

Спектр потужности збурень густини iз просторового розподiлу багатих скупчень галак-
тик, 13 точок PA+ACO(k)

Abell/ACO, [32]

Середньоквадратичне збурення густини в масштабi 8h−1Мпк за даними про рентґенiв-
ську функцiю розподiлу скупчень галактик, σ8Ω

α
m

[33]

Середньоквадратичне збурення густини в масштабi 8h−1Мпк iз визначень концентрацiї
скупчень галактик, σ8Ω

α
m

[37]

Середньоквадратичне збурення густини в масштабi 8h−1Мпк iз локальної концентрацiї
багатих скупчень галактик, σcl

[36]

Середнє значення пекулярних швидкостей галактик у масштабi 50h−1Мпк, V50 Mark III, [34]
Просторовий спектр потужности з даних про iнтенсивнiсть лiнiй поглинання у спектрах
квазарiв, амплiтуда й нахил ∆ρ, np

Ly-α, [35]

Додатковi данi

Умiст барiонiв iз теорiї первинного нуклеосинтезу та лiнiй поглинання мiжгалактичного
дейтерiю, Ωbh

2
NS, [38]

Середнє значення сталої Габбла, h [39, 40]
Значення космологiчної сталої за визначенням темпiв прискорення розширення Всесвiту
за далекими надновими зорями типу Iа, SNIa

[41]

Таблиця 1. Експериментальнi данi, використанi для знаходження параметрiв. Позначення використаних величин
вiдповiдають тим, що наведенi у вiдповiдних джерелах.
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КОСМОЛОГIЧНI ОБМЕЖЕННЯ НА АМПЛIТУДУ РЕЛIКТОВИХ ҐРАВIТАЦIЙНИХ ХВИЛЬ

COSMOLOGICAL CONSTRAINTS ON THE AMPLITUDE
OF RELIC GRAVITATIONAL WAVES

B. Novosyadlyj, S. Apunevych
Ivan Franko National University of Lviv, Astronomical Observatory

8 Kyryla i Mefodija St., Lviv, UA–79005, Ukraine

The evolution of the amplitude of relic gravitational waves (RGW) generated in early Universe has been
analyzed. The analytical approximation is presented for angular power spectrum of cosmic microwave background
anisotropies caused by gravitational waves through Sachs–Wolfe effect. The estimate of the most probable value for
this amplitude was obtained on the basis of observational data on cosmic microwave background anisotropies from
COBE, WMAP and BOOMERanG experiments along with large-scale structure observations. It has been shown
that the aggregate of modern data on large-scale structure and CMB implies the absence or a low amplitude of
relic gravitational waves so that at 95% confidence level their contribution to the power of CMB anisotropies at the
quadrupole component does not exceed 60% even for extremely steep (nt = −1) spectrum of tensor perturbations.
For the flat spectrum (nt = 0) as well as models with nt ∼ (ns − 1) this contribution does not exceed 18% at the
2σ confidence level.
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