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Запропоновано метод отримання розв’язкiв для парних кореляцiйних функцiй флюктуацiй
густини багатокомпонентної рiдкої системи, що базується на використаннi симетрiї вихiдних
iнтеґральних рiвнянь. Метод застосовано до просторово обмеженої системи з геометрiєю плос-
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I. ВСТУП

Нижче розглянуто проблему розрахунку парних
кореляцiйних функцiй флюктуацiй густини для прос-
торово обмеженої багатокомпонентної рiдкої системи.
Як вихiдну розглянуто систему рiвнянь Орнштайна–
Цернiке (ОЦ), яка дає змогу знайти загальнi розв’яз-
ки для зазначених вище кореляцiйних функцiй [1].
Останнi суттєво залежать вiд геометрiї просторового
обмеження та характеру граничних умов [2, 3]. Гра-
ничнi умови розглянемо нульовi, тобто будемо вва-
жати, що всi кореляцiйнi функцiї тотожно дорiвню-
ють нулевi на межi дiлянки, де знаходиться рiди-
на. Такi граничнi умови, крiм усього iншого, най-
бiльш прийнятнi з огляду на можливi експеримен-
тальнi дослiдження [3]. Як просторове обмеження ви-
брано плоский паралельний прошарок. Ця геомет-
рiя є, по-перше, одною з найчастiше реалiзованих на
практицi [2], а, по-друге, для геометрiї плоского про-
шарку вже розраховували ряд моделей, що дає змогу
порiвняти результати для рiзних систем [4,5].

Слiд зазначити, що дослiдження багатокомпонен-
тних систем, помiж ними i просторово обмежених,
та розрахунок для них парних кореляцiйних функ-
цiй можна проводити рiзними методами [6–12]. Зокре-
ма при використаннi теорiї ОЦ застосовують метод
спектрального розкладу обернених матриць [13]. Вiн
базується на локальностi прямих кореляцiйних фун-
кцiй. Феноменологiчнi параметри теорiї при такому
пiдходi виражаються через матрицi просторових мо-
ментiв прямих кореляцiйних функцiй та їх основнi
характеристики (власнi числа). Особливiсть методу,
що пропонуємо нижче, полягає у способi отримання
розв’язкiв для парних кореляцiйних функцiй. А саме,
основним моментом є використання симетрiї вихiдної
системи iнтеґральних рiвнянь ОЦ, що, з одного боку,
дає змогу одержати вирази для парних кореляцiйних

функцiй, а з iншого — установити ряд спiввiдношень,
що випливають саме iз симетрiї рiвнянь i можуть бути
предметом експериментального дослiдження [4].

II. СИСТЕМА РIВНЯНЬ

Коли система є анiзотропною, кореляцiйнi функцiї,
як вiдомо, залежать вiд двох арґументiв [11]. Хоча за-
дачу можна розв’язати й у загальному випадку, для
iлюстрацiї методу дещо спростимо її постановку. Пе-
редусiм будемо розглядати кореляцiї щодо централь-
ної точки прошарку, яка збiгається з початком систе-
ми координат. Крiм того, скористаємось результатами
працi [14], де показано, що для нульових граничних
умов вплив поверхнi при вивченнi кореляцiй суттєвий
лише на вiдстанях близько декiлькох радiусiв прямої
взаємодiї. У результатi використовуємо систему iнте-
ґральних рiвнянь, записану в матричному виглядi:

Ĝ(r) = F̂ (r) +
∫

F̂ (r1)Ĝ(r− r1) dV1. (1)

У цьому рiвняннi через F̂ (r) та Ĝ(r) позначено
матрицi прямих та парних кореляцiйних функцiй. Цi
функцiї нормованi на густину [4, 13]. На вiдмiну вiд
просторово необмеженої системи, коли кореляцiйнi
функцiї залежать лише вiд вiдстанi мiж точками, для
яких визначається кореляцiя, у цьому випадку коре-
ляцiйнi функцiї залежать ще й вiд напрямку. Це, оче-
видно, є наслiдком просторового обмеження.

Якщо через 2h позначити товщину прошарку, то,
ураховуючи характер граничних умов, розумно запи-
сати матрицi кореляцiйних функцiй у виглядi рядiв:
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Ĝ(z, ρ) =
∞∑

m=0

Ĝm(ρ) cos
(2m + 1)πz

2h
, (2)

F̂ (z, ρ) =
∞∑

m=0

F̂m(ρ) cos
(2m + 1)πz

2h
, (3)

де через ρ позначена координата (вiдстань) у площинi
прошарку, а через z — координата в перпендикуляр-
ному напрямку.

Пiсля пiдстановки в рiвняння (1) виразiв (2) та (3)
отримуємо для матриць — гармонiк розкладу

Ĝm(ρ) = F̂m(ρ) + h

∫
F̂m(ρ1)Ĝm(|ρ− ρ1|) dρ1. (4)

Перетворення Фур’є в площинi прошарку дає

Ĝm(q) = F̂m(q) + hF̂m(q)Ĝm(q). (5)

Рiвняння (5), як неважко пересвiдчитись, iнварiянтне
щодо перетворення

f̂m(q) = hÛ†m(q)F̂m(q)Ûm(q), (6)

ĝm(q) = hÛ†m(q)Ĝm(q)Ûm(q), (7)

де Ûm(q) є матрицею переходу, а символом † позна-
чено операцiю транспонування. Матрицю Ûm(q) буде-
мо шукати таку, щоб матриця базисних прямих коре-
ляцiйних функцiй f̂m(q) була дiягональною. Матрицi
прямих f̂m(q) та парних ĝm(q) кореляцiйних функцiй
пов’язанi рiвнянням

ĝm(q) = f̂m(q) + f̂m(q)ĝm(q), (8)

тобто це рiвняння формально збiгається з рiвнянням
ОЦ для однокомпонентної рiдини [1,11]. Тому за умо-
ви дiягональности матрицi f̂m(q) дiягональною буде
й матриця ĝm(q). Отже, для дiягональних елементiв
цих матриць, f ii

m(q) та gii
m(q), можемо записати

gii
m(q) = f ii

m(q) + f ii
m(q)gii

m(q), (9)

(i = 1, 2, . . . , N , де N — кiлькiсть компонентiв сумi-
шi). Якщо припустити, що базиснi прямi кореляцiйної
функцiї f ii

m(ρ) є короткодiючими (а це справдi так),
то для отримання асимптотичного розв’язку для ба-
зисних парних кореляцiйних функцiй можна було б
скористатись тими самими методами, що використо-
вують для знаходження асимптотичного виразу для
парної кореляцiйної функцiї однокомпонентної рiди-
ни [1, 11]. Єдиною незручнiстю такого пiдходу є те,
що в розв’язки будуть уходити феноменологiчнi пара-
метри, зв’язок мiж якими простежити досить склад-
но. Вiн установлюється на основi початкового набли-

ження для матрицi прямих кореляцiйних функцiй та
явного вигляду матрицi переходу.

III. ПОЧАТКОВЕ НАБЛИЖЕННЯ
ДЛЯ МАТРИЦI ПРЯМИХ КОРЕЛЯЦIЙНИХ

ФУНКЦIЙ

У випадку iзотропної системи при розв’язаннi рiв-
няння ОЦ (для чистої рiдини) чи системи рiвнянь ОЦ
(для багатокомпонентної рiдини) для матрицi прямих
кореляцiйних функцiй як нульове використовують та-
ке наближення:

F̂ (k) = Ĉ0 − k2Ĉ2, (10)

де k — тривимiрний хвильовий вектор, а через Ĉn

(n = 0, 2) позначенi матрицi просторових моментiв
прямих кореляцiйних функцiй

Ĉn =
1

(n + 1)!

∫
F̂ (r)rn dV. (11)

З iншого боку, для просторово необмеженої системи
можемо записати тотожнiсть (перетворення Фур’є):

F̂ (k) =
∫

F̂ (r) exp(−ikr) dV. (12)

Якщо використати розклад (3) i взяти до уваги ло-
кальнiсть прямих кореляцiйних функцiй, що форму-
ють матрицю F̂ (r), то з (12) випливає, що

F̂ (k) '
∞∑

p=0

F̂p(q)
∫ h

−h

cos
(

(2p + 1)πz

2h

)
cos(kzz) dz,

(13)

де kz — компонент хвильового вектора в напрямку,
перпендикулярному площинi прошарку. Поклавши в
рiвняннi (13) значення kz = (m + 1/2)π/h, отримаємо

F̂ (k) ' hF̂m(q). (14)

З iншого боку, з урахуванням (10) та того, що при
kz = (m + 1/2)πz/h квадрат хвильового вектора до-
рiвнює k2 = q2 + ((m + 1/2)π/h)2, має виконуватись
спiввiдношення

hF̂m(q) = Ĉ0 −
(
q2 +

( (2m + 1)π
2h

)2)
Ĉ2, (15)

звiдки знаходимо

F̂m(q) =
1
h

(
Ĉ0 −

(
q2 +

( (2m + 1)π
2h

)2)
Ĉ2

)
. (16)
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Саме цим наближенням для матриць — гармонiк роз-
кладу прямих кореляцiйних функцiй — i скористає-
мось далi.

IV. МАТРИЦЯ ПЕРЕХОДУ

Матрицю переходу Ûm(q), яка залежить вiд хвильо-
вого вектора, будемо шукати, за аналогiєю до нульо-
вого наближення для матриць — гармонiк розкладу
прямих кореляцiйних функцiй, у виглядi розкладу по
цьому вектору, а саме:

Ûm(q) ' Û (0)
m −

(
q2 +

(2m + 1)2π2

4h2

)
Û (2)

m . (17)

При такому визначеннi матриць Û
(0)
m та Û

(2)
m несклад-

но показати, що вони вiд iндексу гармонiки m не за-
лежать. Тому надалi цей iндекс там, де вiдповiдної
залежности немає, використовувати не будемо.

Результат, тобто дiягональну матрицю f̂m(q), з
огляду на зазначенi припущення, розумно шукати у
виглядi

f̂m(q) ' f̂ (0) −
(
q2 +

(2m + 1)2π2

4h2

)
f̂ (2). (18)

Тодi з рiвняння (6), виконуючи розклад по хвильово-
му вектору, отримаємо таке:

f̂ (0) = Û (0)†Ĉ0Û
(0). (19)

Очевидно, що матриця f̂ (0) має бути дiягональною.
Однак цiєї умови недостатньо для однозначного ви-
значення матрицi Û (0). Додаткову умову можна одер-
жати зi спiввiдношення

Û†m(q)Ûm(q) = Ê, (20)

де Ê — одинична матриця ранґу N (кiлькiсть компо-
нентiв сумiшi). З останньої рiвности, зокрема, випли-
ває

Û (0)†Û (0) = Ê. (21)

З усього зазначеного доходимо висновку, що матри-
цю Û (0) можна сформувати прямою сумою нормова-
них на одиницю власних векторiв ei (i = 1, 2, . . . , N)
матрицi Ĉ0 нульових просторових моментiв прямих
кореляцiйних функцiй:

Û (0) = e1 ⊕ e2 ⊕ ...⊕ eN , (22)

причому маємо

Ĉ0ei = Cii
0 ei, (23)

(i = 1, 2, . . . , N), де через Cii
0 позначенi власнi чис-

ла матрицi Ĉ0. Очевидно, що цi власнi числа є дiяго-
нальними елементами матрицi f̂ (0). Для матрицi f̂ (2)

отримуємо:

f̂ (2) = Û (0)†Ĉ2Û
(0) + Û (2)†Ĉ0Û

(0) + Û (0)†Ĉ0Û
(2). (24)

Крiм того, слiд урахувати також умову

Û (2)†Û (0) + Û (0)†Û (2) = 0, (25)

яка є наслiдком рiвности (20). Для зручнос-
ти введемо антисиметричну матрицю α̂ згiдно зi
спiввiдношенням

α̂ = Û (2)†Û (0). (26)

Позначмо через Cij
2 (i, j = 1, 2, . . . , N) елементи си-

метричної матрицi Û (0)†Ĉ2Û
(0). Нескладно показати,

що для того, аби матриця f̂ (2) була дiягональною, до-
сить покласти недiягональнi елементи матрицi α̂ рiв-
ними

αij =
Cij

2

Cii
0 − Cjj

0

. (27)

При цьому дiягональнi елементи матрицi f̂ (2)

збiгаються з дiягональними елементами матрицi
Û (0)†Ĉ2Û

(0), тобто це елементи Cii
2 . Отже, отримує-

мо

f ii
m(q) ' Cii

0 −
(
q2 +

(2m + 1)2π2

4h2

)
Cii

2 . (28)

Рiвнiсть (28) є, фактично, нульовим наближенням
для базисних прямих кореляцiйних функцiй, яке ви-
користовують, щоб знайти вирази для базисних пар-
них кореляцiйних функцiй.

V. ПАРНI КОРЕЛЯЦIЙНI ФУНКЦIЇ

Спiввiдношення (9) та (28) дають змогу записати
для дiягональних елементiв матрицi базисних прямих
кореляцiйних функцiй такий вираз:

gii
m(q) ' 1

Cii
2

· 1
q2 + κ2

i + (m + 1/2)2π2/h2
, (29)

де через κ2
i позначено

κ2
i =

1− Cii
0

Cii
2

. (30)
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Пiсля оберненого перетворення Фур’є маємо

gii
m(ρ) '

K0(
√

κ2
i + (m + 1/2)2π2/h2ρ)

2πCii
2

, (31)

а K0(x) є функцiєю Макдональда.
Насамперед постає питання, як вихiднi парнi кореляцiйнi функцiї пов’язанi з базисними парними кореля-

цiйними функцiями, що визначаються рiвняннями (29) та (31). Такий зв’язок можна встановити, виконавши
перехiд вiд базисних парних кореляцiйних функцiй до шуканих вихiдних функцiй системи, тобто виконавши
обернене до (7) перетворення. У результатi матимемо:

Gij
m(q) ' 1

h

N∑
p=1

(
U

(0)
ip U

(0)
jp +

(
κ2

p +
(2m + 1)2π2

4h2

)
(U (0)

ip U
(2)
jp + U

(2)
ip U

(0)
jp )

)
gpp

m (q), (32)

де через U
(s)
ij (s = 0, 2) позначенi елементи матриць Û (s) та iндекси i, j = 1, 2, ..., N . Тодi в r-просторi парнi

кореляцiйнi функцiї флюктуацiй густини визначатимуться так:

Gij(z, ρ) ' 1
2πh

∞∑
m=0

N∑
p=1

(
U

(0)
ip U

(0)
jp +

(
κ2

p +
(2m + 1)2π2

4h2

)
(U (0)

ip U
(2)
jp + U

(2)
ip U

(0)
jp )

)

×
K0(

√
κ2

p + (m + 1/2)2π2/h2ρ)

Cpp
2

cos
(2m + 1)πz

2h
. (33)

Принциповим у цьому результатi є те, що парнi ко-
реляцiйнi функцiї виражаються через лiнiйну комбi-
нацiю базисних парних кореляцiйних функцiй. Остан-
нi, своєю чергою, за структурою подiбнi до парних
кореляцiйних функцiй однокомпонентних просторово
обмежених систем iз такою ж геометрiєю та гранич-
ними умовами [2,4].

VI. ВИСНОВКИ

Отже, показано, що кореляцiйна поведiнка багато-
компонентної просторово обмеженої системи визна-
чається набором базисних кореляцiйних функцiй, якi

задовольняють рiвняння типу iнтеґрального рiвнян-
ня ОЦ для однокомпонентної системи. Кожна та-
ка базисна функцiя характеризується параметром-
множником в арґументi функцiй Макдональда, якi
входять у вираз для базисних функцiй. Саме цi пара-
метри, очевидно, визначають особливостi кореляцiй-
ної поведiнки системи при наближеннi до критичного
стану. Оскiльки кожна кореляцiйна функцiя загалом
мiстить повний набiр доданкiв iз базисними функцiя-
ми, то в околi критичного стану всi кореляцiйнi функ-
цiї мають вести себе однаково. Цей результат пiдтвер-
джується попереднiми дослiдженнями бiнарних та ба-
гатокомпонентних необмежених та просторово обме-
жених рiдин [2, 4, 5, 13].
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FINDING PAIR CORRELATION FUNCTIONS FOR FINITE-SIZE MULTICOMPONENT
LIQUID BY DIAGONALISING THE SYSTEM OF INTEGRAL EQUATIONS
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6 Glushkov Prosp., Kyiv, UA–03022, Ukraine,
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We propose a method for finding pair correlation functions of density fluctuations of a multicomponent liquid.
In this method, the symmetry of the initial system of integral equations is used. We apply this method to a
finite-size multicomponent system with the geometry of a plane-parallel layer.
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