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Для моделi Iзинґа реалiзовано кластерне розвинення на основi двочастинкового класте-
ра з точнiстю до четвертого порядку по зв’язках. Для квадратної ґратки протестовано рiзнi
порядки кластерного розвинення в широкому температурному iнтервалi. Отриманi результа-
ти також порiвнюються з результатами наближення чотиричастинкового кластера з рiзним
способом розбиття ґратки на кластери.
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I. ВСТУП

При теоретичному вивченнi псевдоспiнових моде-
лей, що використовуються для опису певних власти-
востей фiзичних систем, у яких можна видiлити дис-
кретнi стани, локалiзованi на вузлах, виникає проб-
лема розробки, тестування та вдосконалення набли-
жених методiв. Це зумовлено тим, що тiльки невели-
ку кiлькiсть таких моделей (переважно низькорозмiр-
них) можна розв’язати точно. Крiм того, на сьогоднi
немає унiверсального методу, який би адекватно вi-
дображав властивостi рiзних псевдоспiнових моделей
при будь-яких наборах їх мiкроскопiчних параметрiв.
З цього погляду великий iнтерес становить кластерне
наближення (КН) [1, 2].

Для матерiялiв, якi описуються псевдоспiновими
моделями з суттєвими короткосяжними кореляцiями,
найбiльш природним багаточастинковим узагальнен-
ням наближення молекулярного поля є КН. У цьому
наближеннi безмежну ґратку розбивають на кластери
з фiксованого числа псевдоспiнiв. Задачу взаємодiю-
чих вузлiв у кластерi розв’язують точно, що дає змогу
частково врахувати короткосяжнi кореляцiї. Задачу
ж взаємодiї вузлiв кластера з вузлами, якi не нале-
жать цьому кластеровi, розв’язують в дусi наближен-
ня молекулярного поля. А саме, взаємодiї вузла, що
належить цьому кластеровi, з вузлами, що належать
iншому кластеровi, замiнюють дiєю на цей вузол ва-
рiяцiйного кластерного поля. Тобто КН еквiвалентне
замiнi системи взаємодiючих вузлiв на систему клас-
терiв, кожен з яких перебуває в ефективних полях,
створених iншими кластерами, i при цьому взаємодiї
мiж вузлами в самих кластерах враховуються точно.

При наявностi в системi сильних короткосяжних
кореляцiй важливим є врахування поправок, пов’яза-
них iз взаємодiєю кластерiв. Це можна зробити на ос-
новi методу кластерних розвинень (МКР). Уперше як
метод, який дозволяє послiдовно знаходити поправки
до вiльної енерґiї, пов’язанi з взаємодiєю мiж клас-
терами, i в межах якого в першому порядку отри-
мується КН, МКР був сформульований у працi [3].
Незважаючи на значну кiлькiсть робiт, де кластер-
ний пiдхiд використовується для розрахунку фiзич-

них характеристик рiзноманiтних систем [4–15], нам
вiдомо лише три [16–18], у яких розглядались вищi
кластернi поправки в межах МКР. У цих працях про-
водено кластерне розвинення на основi двочастинко-
вого кластера. Зокрема у статтi [16] дослiджено мо-
дель Гайзенберґа з точнiстю до тривузлового набли-
ження, а в працях [17,18] — модель Iзинґа з точнiстю
до чотиривузлового наближення [17] та до четверто-
го порядку кластерного розвинення по зв’язках [18].
Проте в статтi [16] розраховано лише коефiцiєнти ви-
сокотемпературного розвинення для сприйнятливос-
ти та температури фазових переходiв для рiзних ти-
пiв ґраток. У працi [17] отримано коефiцiєнти висо-
котемпературного розвинення для теплоємности для
рiзних типiв ґраток. Побудовано її температурнi за-
лежностi в рiзних порядках розвинення для гране-
центрованої ґратки, але лише в iнтервалi температур,
близьких до температури фазового переходу. Проде-
монстровано збiжнiсть отриманих результатiв на цiй
вузькiй температурнiй дiлянцi зi зростанням порядку
наближення до точних. У роботi [18] запропоновано
метод розрахунку кореляцiйних функцiй в iмпульсно-
му просторi, проте конкретнi розрахунки проводили-
ся лише в першому порядку кластерного розвинення.

Слiд зауважити, що в працi [17] також показано,
що точнiсть чотиривузлового наближення в МКР є
нижчою вiд точности вiдповiдного наближення в ме-
тодi варiяцiї кластера, про який слiд коротко згада-
ти. Цей метод був спочатку запропонований на ос-
новi комбiнаторної технiки [19], а пiзнiше послiдов-
но сформульований на основi варiяцiйного принципу
для iнформацiйної ентропiї, зображеної як кумулянт-
не розвинення [20]. У цьому методi в кожному поряд-
ку розвинення забезпечується виконання точних спiв-
вiдношень мiж матрицями густини рiзних порядкiв.
Однак зi зростанням порядку наближення збiльшує-
ться й кiлькiсть варiяцiйних параметрiв, що суттєво
ускладнює його застосування.

Метою нашої статтi є тестування на основi моде-
лi Iзинґа методу кластерних розвинень у широкому
температурному iнтервалi. На основi двочастинково-
го кластера проведено розвинення з точнiстю до чет-
вертого порядку по зв’язках. У випадку квадратної
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ґратки результати порiвнюються з точними та резуль-
татами першого порядку кластерного розвинення на
основi чотиричастинкового кластера з рiзним спосо-
бом покриття ґратки.

II. МЕТОД КЛАСТЕРНИХ РОЗВИНЕНЬ

Проведiмо кластерне розвинення для моделi Iзинґа,
яка описується гамiльтонiяном (S = Sz = ±1):

H = −

N
∑

ν=1

hSν −
1

2

∑

ν

∑

δ

KSνSν+δ . (2.1)

Пiдсумовування
∑

ν проходить по всiх вузлах ґратки,
а

∑

δ — по найближчих сусiдах цього вузла ν. Про-
iлюструймо спочатку розбиття квадратної ґратки на
кластери: двочастинковi, чотиричастинковi з повним
та шаховим способом покриття ґратки (див. рис. 1).
Уведемо позначення: s — кiлькiсть кластерiв, яким
належить вузол; b — кiлькiсть кластерiв, яким на-
лежить ребро; k — кiлькiсть вузлiв у кластерi; z —
кiлькiсть найближчих сусiдiв.

Позначмо через ϕSν оператор ефективного поля,
що дiє на вузол ν з боку кластера R, який мiстить ву-
зол ν. Очевидно, що на довiльний вузол ν дiє s полiв.
При цьому

s
∑

R=1
(ν∈R)

ϕSν

є повним полем, що дiє на вузол ν з боку всiх клас-
терiв, якi його мiстять. Перейдiмо вiд вузольного до
кластерного сумування.

1

2

∑

ν

∑

δ

KSνSν+δ =
1

b

∑

R

∑

(ν,µ)∈R

KSνSµ ; (2.2)

∑

ν

s
∑

R=1
(ν∈R)

ϕSν =
∑

R

∑

ν∈R

ϕSν .

Пiдсумовування
∑

R проходить по всiх кластерах, а
∑

(ν,µ)∈R та
∑

ν∈R — по парах найближчих сусiдiв та

по вузлах, якi належать кластеровi R вiдповiдно. Пiс-
ля тотожного перетворення з урахуванням (2.2) гамi-
льтонiян (2.1) матиме вигляд:

H =
∑

ν

Hν +
∑

R

UR , (2.3)

причому

Hν = −κ̃Sν , κ̃ = h + sϕ, (2.4)

UR =
∑

ν∈R

ϕSν −
1

b

∑

(ν,µ)∈R

KSνSµ. (2.5)

Слiд зауважити, що тотожне перетворення здiйснено
так, що в одночастинковому гамiльтонiянi Hν поле κ̃

створене зовнiшнiм полем i кластерними полями, якi
дiють на цей вузол.

R1

R3

R4

R1

R2
R3

R2
R1

R2
R4

R5

R6

s = 4, b = 1, k = 2 s = 4, b = 2, k = 4 s = 2, b = 1, k = 4

Рис. 1. Розбиття квадратної ґратки (z = 4) на кластери (двочастинковi та чотиричастинковi при рiзних способах
покриття ґратки) з iлюстрацiєю дiї кластерних полiв на вузол.

Для вiльної енерґiї моделi будемо мати:

F = −kBT ln Sp e−βH (2.6)

=
∑

ν

Fν − kBT ln
〈

exp
(

−β
∑

R

UR

)〉

ρ0

;

〈A〉ρ0
= Sp

(

ρ0A
)

; ρ0 =
∏

ν

ρν =
∏

ν

e−βHν

Zν
, (2.7)

де Fν — одночастинкова внутрiшньокластерна вiль-
на енерґiя, яка будується на основi одночастинкового

гамiльтонiяна (2.4).

Fν = −kBT ln Zν ; Zν = Spe−βHν . (2.8)

Використовуючи для функцiї ln〈 exp
(

− β
∑

R UR

)

〉ρ0

кластерне розвинення [3], запишемо вiльну енерґiю у
виглядi:

F =
∑

ν

Fν +
∞
∑

l=1

K(l). (2.9)
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Тут видiленi суми за сукупностями (R1, . . . , Rl) клас-
терiв, серед яких нема таких, що спiвпадають.

При цьому:

K(1) =
∑

R

K(1)(R), (2.10)

K(l) =
∑

(R1,...,Rl)

K(l)(R1, . . . , Rl).

Кластернi функцiї виражаються через моментнi фун-
кцiї M (l)(R1, . . . , Rl) так [3]:

K(1)(R) = −kBT ln M (1)(R); (2.11)

K(2)(R1, R2) = −kBT ln
M (2)(R1, R2)

M (1)(R1)·M (1)(R2)
;

K(3)(R1, R2, R3) = −kBT

× ln
M (3)(R1, R2, R3)·M

(1)(R1)·M
(1)(R2)·M

(1)(R3)

M (2)(R1, R2)·M (2)(R2, R3)·M (2)(R3, R1)
;

i т. д. А моментнi функцiї [3]:

M (1)(R) = 〈e−βUR〉ρ0 ; . . . ; (2.12)

M (l)(R1, . . . , Rl) = 〈e−β(UR1+UR2+...+URl
)〉ρ0 .

Слiд зауважити, що в n-тому порядку кластерного
розвинення, яке будемо називати наближенням K(n),
нескiнченний ряд у (2.9) обривають на n-тому членi
(K(1) + K(2) + ... + K(n)).

Наближення K(1) в методi кластерних розвинень
вiдповiдає, як зазначалось вище, кластерному набли-
женню — наближенню статистично незалежних клас-
терiв, коли приймається, що 〈exp(−β

∑

R UR)〉ρ0 =
∏

R〈exp(−βUR)〉ρ0 .

III. ДВОЧАСТИНКОВИЙ КЛАСТЕР

Розгляньмо тепер кластерне розвинення по двочас-
тинковому кластеру. Зауважимо, що в цьому випад-
ку множина R складається з двох вузлiв R = (1, 2), а
кiлькiсть кластерiв, яким належить вузол, дорiвнює
кiлькостi найближчих сусiдiв (s = z).

Одночастинкова вiльна енерґiя, побудована на ос-
новi одночастинкового гамiльтонiяна

H1 = −κ
(1,0)S1; κ

(1,0) = κ̃ = h + zϕ, (3.1)

має вигляд:

F1 = −kBT ln Z1; (3.2)

Z1 = Sp e−βH1 = 2ch(βκ
(1,0)).

А UR буде таким:

UR = [ϕ(S1 + S2) − KS1S2] . (3.3)

Iз спiввiдношень (2.11), (2.12) випливає, що якщо
хоч один iз кластерiв не зв’язаний з iншими (не має
спiльних вузлiв), то K(l)(R1, . . . , Rl) = 0. Для K(l)

до четвертого порядку включно (використовуючи дi-
яграмнi позначення) будемо мати:

K(1) =
∑

R

( (
R

=
∑

(ν1,ν2)

( (

ν1 ν 2
= Nk( ) ( ( ; (3.4)

K(2) =
∑

(R1,R2)

( ( (
R1 R2

=
∑

(ν1,ν2,ν3)

( ( (

ν 2ν1 ν3

= Nk( ) ( ( ( ;

K(3) = N
[

k( ) ( ( ( ( + k( ) ( ( (

(
]

;

K(4) = N
[

k( ) ( (

((

+ k( ) ( ( ( ( (

+ k( ) ( ( ( (

(

+ k( ) ( ( (

(

(

]

.

Зауважимо, що при кластерному розвиненнi по дво-
частинковому кластеру зручно вiд сумування за клас-
терами перейти до сумування за сукупнiстю вузлiв
(ν1, . . . , νl), якi об’єднанi в цю дiяграму (див. (3.4)).
Кiлькiсть доданкiв у такiй сумi дорiвнює кiлькостi
способiв розмiщення такої дiяграми на ґратцi з N вуз-
лiв. Наведiмо тут значення коефiцiєнтiв k(. . .) для гi-
перкубiчних ґраток:

k( ) = 1
2z; k( ) = 1

2z(z − 1); (3.5)

k( ) = 1
2z(z − 1)2; k( ) = 1

8z(z − 2);

k( ) = 1
6z(z − 1)(z − 2);

k( ) = 1
2z[(z − 1)3 − (z − 2)];

k( ) = 1
2z(z − 1)2(z − 2);

k( ) = 1
24z(z − 1)(z − 2)(z − 3)

(Nk(. . .) — скiльки разiв дiяграма цього типу покри-
ває ґратку з N вузлiв).

Такий перехiд вiд сумування за кластерами до су-
мування за вузлами тягне за собою змiну позначення:

UR → U12
∣

∣

2∈π1

, (3.6)

причому тепер ϕS1 можна трактувати як оператор
ефективного поля, яке дiє на вузол 1 з боку вузла 2,
що є найближчим сусiдом 1 (2 ∈ π1). Увiвши i для
моментних функцiй дiяграмнi позначення

M (1)(R1) = , M (2)(R1, R2) = ,

отримаємо для кластерних функцiй K(l)(R1, . . . , Rl)
(див. (2.11)):

255



Р. Р. ЛЕВИЦЬКИЙ, С. I. СОРОКОВ, О. Р. БАРАН

( ( = −kBT ln ; ( ( ( = −kBT (ln − 2 ln ); (3.7)

( ( ( ( = −kBT (ln − 2 ln + ln );

( ( (

(

= −kBT
(

ln − 3 ln + 3 ln
)

;

( (

((

= −kBT
(

ln − 4 ln + 4 ln
)

.

( ( ( ( ( = −kBT (ln − 2 ln + ln );

( ( ( (

(

= −kBT
(

ln − 2 ln − ln + 3 ln − ln
)

;

( ( (

(

(

= −kBT
(

ln − 4 ln + 6 ln − 4 ln
)

.

Наведемо також моментнi функцiї в явному виглядi:

ln = ln〈e−βU12〉ρ0 ≡ − 2 F1 ; (3.8)

ln = ln〈e−β(U12+U23)〉ρ0 ≡ − 3 F1 ;

ln = ln〈e−β(U12+U23+U34)〉ρ0 ≡ − 4 F1 ;

ln = ln〈e−β(U12+U13+U14)〉ρ0 ≡ − 4 F1 ;

ln = ln〈e−β(U12+U23+U34+U41)〉ρ0 ≡ − 4 F1 ;

ln = ln〈e−β(U12+U23+U34+U45)〉ρ0 ≡ − 5 F1 ;

ln = ln〈e−β(U12+U13+U14+U45)〉ρ0 ≡ − 5 F1 ;

ln = ln〈e−β(U12+U13+U14+U15)〉ρ0 ≡ − 5 F1 .

Тут використано позначення:

F1 = ln Z1; (3.9)

= ln Spe−β(H1+H2+U12) = ln
[

2eβK
(

ch(2βκ
(1,−1)) + e−2βK

)]

;

= ln Spe−β(H1+H2+H3+U12+U23) = ln 2
[

e2βKch(βκ
(3,−4)) + e−2βKch(βκ

(1,0)) + 2ch(βκ
(1,−2))

]

;

= ln 2
[

e3βKch(2βκ
(2,−3)) + eβK

(

2ch(2βκ
(1,−2)) + 1

)

+ e−βK
(

ch(2ϕ) + 2ch(2βκ
(1,−1))

)

+ e−3βK
]

;

= ln 2
[

e3βKch(2βκ
(2,−3)) + 3eβKch(2βκ

(1,−2)) + 3e−βKch(2ϕ) + e−3βKch(2βκ
(1,0))

]

;

= ln 2
[

e4βKch(4βκ
(1,−2)) + 4ch(2βκ

(1,−2)) + 2 + e−4βK
]

;

= ln 2
[

e4βKch(βκ
(5,−8)) + 2e2βKch(3βκ

(1,−2)) + ch(βκ
(1,−4)) + 3ch(βκ

(3,−4))

+
(

4e−2βK + 2e2βK
)

ch(βκ
(1,−2)) +

(

2 + e−4βK
)

ch(βκ
(1,0))

]

;

= ln 2
[

e4βKch(βκ
(5,−8)) + 3e2βKch(3βκ

(1,−2)) + 3ch(βκ
(1,−4)) + ch(βκ

(3,−4)) + e−2βKch(βκ
(3,−2))

+
(

2e−2βK + e2βK
)

ch(βκ
(1,−2)) +

(

2 + e−4βK
)

ch(βκ
(1,0)) + e−2βKch(βκ

(1,2))
]

;

= ln 2
[

e4βKch(βκ
(5,−8)) + 4e2βKch(3βκ

(1,−2)) + 6ch(βκ
(1,−4)) + e−4βKch(3βκ

(1,0)) + 4e−2βKch(βκ
(1,2))

]

;
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κ
(i,j) = ih + (iz + j)ϕ. (3.10)

Варiяцiйний параметр ϕ в методi кластерних роз-
винень знаходять з умови мiнiмуму вiльної енерґiї.

∂ F (β, h, ϕ)

∂ ϕ
= 0 (3.11)

А для намагнечености (m = 〈S〉 = −N−1 · dF/dh),
врахувавши (3.11), будемо мати:

m = −
1

N

∂ F (β, h, ϕ)

∂ h
. (3.12)

Явний вигляд рiвняння (3.11) та виразу (3.12) не по-
даємо через громiздкiсть.

Для iлюстрацiї наведемо вiдомi результати набли-
ження двочастинкового кластера (НДК), яке, як уже
зазначалось вище, вiдповiдає наближенню K(1) в ме-
тодi кластерних розвинень за двочастинковим клас-
тером. Вiльна енерґiя моделi в НДК виражається
через одночастинкову та двочастинкову внутрiшньо-
кластернi вiльнi енерґiї:

F (β, h, ϕ) = N
[

(1 − z)F1 +
z

2
F12

]

. (3.13)

Двочастинкова внутрiшньокластерна вiльна енерґiя
будується на основi двочастинкового гамiльтонiяна

H12 = H1 + H2 + U12 (3.14)

= −κ
(1,−1)(S1 + S2) − KS1S2

i має вигляд:

F12 = −kBT ln Z12; (3.15)

Z12 = Sp e−βH12 = 2eβK [ch(2βκ
(1,−1)) + e−2βK ].

Рiвняння для варiяцiйного параметра ϕ в НДК буде
таким:

th(βκ
(1,0)) =

2eβKsh(2βκ
(1,−1))

Z12
, (3.16)

а вираз для намагнечености (3.12) (з урахуванням
(3.16)) матиме такий простий вигляд:

m = th(βκ
(1,0)). (3.17)

Легко бачити, що рiвняння (3.16) є еквiвалентним
рiвнянню 〈S1〉ρ1

= 〈S1〉ρ12
, де ρ1 = exp(−βH1)/Z1,

ρ12 = exp(−βH12)/Z12, 〈A〉ρ1 = SpS1
[ρ1 · A], 〈A〉ρ12 =

SpS1,S2
[ρ12 · A]. Тобто в наближеннi двочастинкового

кластера виконуються точнi спiввiдношення мiж мат-
рицями густини рiзних порядкiв: ρ1 = SpS2

ρ12.
У використаному пiдходi врахування поправок до

вiльної енерґiї, пов’язаних iз взаємодiєю кластерiв,
за порядок розвинення вiдповiдає максимальна кiль-
кiсть кластерiв, взаємодiї яких ми враховуємо (об’єд-
наних у дiяграми; див. наприклад (3.4)). А в робо-
тах [16, 17] за порядок розвинення вiдповiдає макси-
мальна кiлькiсть вузлiв, об’єднаних у дiяграми. Тоб-
то чотиривузлове наближення [17] еквiвалентне на-
шому наближенню K(3) плюс перший доданок iз K(4):

K(1) + K(2) + K(3) + Nk( ) ( (

((

.

IV. НАБЛИЖЕННЯ
ЧОТИРИЧАСТИНКОВОГО КЛАСТЕРА

Розгляньмо розбиття квадратної ґратки на чоти-
ричастинковi кластери, як показано на рис. 1, i об-
межмося першим порядком кластерного розвинен-
ня. Тепер множина R складається з чотирьох вузлiв
R = (1, 2, 3, 4).

Згiдно зi спiввiдношеннями (2.9)–(2.12), запишемо
вiльну енерґiю в наближеннi K(1), яке вiдповiдає на-
ближенню чотиричастинкового кластера (НЧК).

F = N
[

(1 − s)F1 +
s

4
FR

]

(4.1)

Одночастинкова Fν та чотиричастинкова FR внутрiш-
ньокластернi вiльнi енерґiї будуються на основi одно-
частинкового та чотиричастинкового гамiльтонiянiв

H1 = −κ̃S1 ; κ̃ = h + sϕ ; (4.2)

HR =

4
∑

ν=1

Hν + UR (4.3)

= −

4
∑

ν=1

˜̃
κSν −

K

b
[S1S2+S2S3+S3S4+S1S4] ;

˜̃
κ = h + (s − 1)ϕ

i мають вигляд:

F1 = −kBT ln Z1; FR = −kBT ln ZR; (4.4)

Z1 = Sp e−βH1 = 2ch(βκ̃); (4.5)

ZR = Sp e−βHR

= 2
[

2 + e−4βK/b + 4ch(2β ˜̃
κ) + e4βK/bch(4β ˜̃

κ)
]

.

На основi (3.11) отримаємо рiвняння для варiяцiй-
ного параметра ϕ.

th(βκ̃) =
4sh(2β ˜̃

κ) + 2e4βK/bsh(4β ˜̃
κ)

ZR
(4.6)

А на основi (3.12), з урахуванням (4.6), отримаємо
вираз для m у такiй простiй формi:
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m = th(βκ̃). (4.7)

Так само, як i у НДК, легко бачити, що рiвняння
(4.6) є еквiвалентним рiвнянню 〈S1〉ρ1 = 〈S1〉ρR

, де
ρR = exp(−βHR)/ZR, 〈A〉ρR

= SpS1,...,S4
[ρR · A]. Тоб-

то в цьому випадку також виконуються точнi спiв-
вiдношення мiж матрицями густини рiзних порядкiв:
ρ1 = SpS2,S3,S4

ρR.

V. РЕЗУЛЬТАТИ ЧИСЛОВИХ РОЗРАХУНКIВ

Числовий аналiз термодинамiчних характеристик
моделi Iзинґа на квадратнiй ґратцi при h = 0 у рiзних
порядках кластерного розвинення на основi двочас-
тинкового кластера показав (див. рис. 2), що резуль-
тати збiгаються до точного зi зростанням порядку на-
ближення, за винятком досить широкої низькотемпе-

ратурної дiлянки. Так, у парафазi та високотемпера-
турнiй частинi впорядкованої фази результати набли-
жень K(2) та K(3) збiгаються з результатами набли-
ження K(1) (те ж саме, що й НДК), а результати на-
ближень K(4) та чотиривузлового є значно ближчими
до точного, причому чотиривузлове наближення ви-
являється дещо кращим. У низькотемпературнiй дi-
лянцi впорядкованої фази наближення вищi вiд K(1)

передбачають нефiзичну поведiнку термодинамiчних
характеристик, зокрема бiльший вiд одиницi пара-
метр порядку, немонотоннi вiльну енерґiю, ентропiю,
теплоємнiсть та статичну сприйнятливiсть (причому
ентропiя та теплоємнiсть при низьких температурах
є вiд’ємними; статична сприйнятливiсть та теплоєм-
нiсть можуть мати розриви). Чим вищий порядок
кластерного розвинення, тим ширшою є вказана ни-
зькотемпературна дiлянка, де це наближення дає не-
коректнi результати, причому в наближеннi K(4) вона
ширша, нiж у чотиривузловому наближеннi.
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Рис. 2. Температурнi (t = kBT/(zK)) залежностi параметра порядку m та теплоємности C при z = 4, h = 0, отриманi
в рiзних порядках кластерного розвинення по двочастинковому кластеру (1 — K

(1); 2 — K
(2); 3 — K

(3); 4 — K
(4); 5 —

чотиривузлове наближення) та в наближеннi чотиричастинкового кластера з рiзним способом покриття ґратки (6 —
шахове; 7 — повне). Точний розв’язок Онсаґера — 8.

Слiд, проте, зауважити, що при низьких темпера-
турах у вищих порядках кластерного розвинення рiв-
няння (3.11) має декiлька розв’язкiв (див. рис. 3).
Розв’язок ϕabs,min вiдповiдає абсолютному мiнiмуму
вiльної енерґiї. Розв’язки ϕi,min вiдповiдають мiнiму-
мам вiльної енерґiї (але не абсолютним), а ϕi,max —

максимумам. У наближеннях K(2) та K(3) розв’язок
ϕ1,min передбачає коректнi температурнi залежностi
термодинамiчних характеристик i є нiби продовжен-
ням розв’язку ϕabs,min(T ) пiсля стрибка ϕabs,min(T ) на
iншу гiлку зi зниженням температури (див. рис. 3 (b),
(c)). Проте, як уже сказано вище, цей розв’язок ϕ1,min

не вiдповiдає абсолютному мiнiмуму вiльної енерґiї.
У наближеннi K(4) розв’язок ϕabs,min не має розри-

вiв i вже не перетинається з гiлкою ϕ1,min (див. рис.
3 (d)), яка при достатньо низьких температурах пе-
редбачає коректнi результати для термодинамiчних
характеристик.

Некоректнiсть вищих порядкiв кластерного розви-
нення при низьких температурах пов’язана, на нашу
думку, з порушенням спiввiдношень мiж матрицями
густини рiзних порядкiв.

Порiвняймо тепер результати першого порядку
кластерного розвинення на основi двочастинкового
кластера та чотиричастинкового кластера з рiзним
способом покриття ґратки. НЧК при шаховому спосо-
бi покриття ґратки дає значно лiпшi результати, нiж
НДК, а при повному — значно гiршi (див. рис. 2). Це
пов’язано з тим, що при повному способi покриття
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ґратки ми враховуємо взаємодiї мiж вузлами по два
рази (легко бачити з рис. 1), що приводить, так би
мовити, до “посилення” взаємодiї. Таке некоректне по-
криття ґратки кластерами спричиняє не тiльки збiль-
шення Tc. Якщо будувати залежностi термодинамiч-
них характеристик вiд зведеної температури T/Tc,
то результати НЧК при повному способi покриття
ґратки є суттєво гiршими вiд результатiв НДК, якi,
своєю чергою, гiршi вiд результатiв НЧК при шахо-

вому способi покриття ґратки. Зокрема параметр по-
рядку, який повинен стрiмко спадати в околi Tc у впо-
рядкованiй фазi, в НЧК при повному способi покрит-
тя ґратки спадає повiльнiше, нiж у iнших варiянтах
кластерного розвинення (див. рис. 4). Ентропiя, от-
римана в НЧК при повному способi покриття ґратки,
вiдрiзняється вiд точної бiльше, нiж отримана в НДК
та НЧК при шаховому способi покриття ґратки.

0.2 0.4 0.6 0.8
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0 (a)

ϕabs,min

ϕabs,min

ϕabs,min

���������

���	�
����
����������

�����������������������
ϕ

t 0.2 0.4 0.6
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0 (b)

ϕabs,min

ϕabs,min

ϕ 1,max

ϕ 1,min
ϕ

t

0.2 0.4 0.6
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0 (c)

ϕabs,min

ϕabs,min

ϕ  2,max

ϕ  2,min

ϕ 1,max

ϕ 1,min
ϕ

t 0.2 0.4 0.6
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0 (d)

ϕabs,min

ϕ 1,max

ϕ 1,min

ϕ

t

Рис. 3. Температурнi (t = kBT/(zK)) залежностi розв’язкiв рiвняння для кластерного поля (3.11) при z = 4, h = 0,
отриманi в рiзних варiянтах кластерного розвинення. (a) — наближення K

(1) при розвиненнi по дво- та чотиричастин-
ковому (з рiзним способом покриття) кластерах; (b), (c), (d) — наближення K

(2), K(3), K(4), вiдповiдно, при розвиненнi
по двочастинковому кластеру.

ВИСНОВКИ

Установлено, що в достатньо широкiй низькотемпе-
ратурнiй дiлянцi вищi вiд першого порядки кластер-
ного розвинення передбачають некоректнi результати
для термодинамiчних характеристик. Це пов’язано з
незабезпеченням у методi кластерних розвинень ви-
конання спiввiдношень мiж матрицями густини рiз-
них порядкiв. На прикладах кластерного розвинення

по двочастинковому кластеру та наближеннях чоти-
ричастинкового кластера з рiзним способом розбиття
квадратної ґратки показано, що доцiльнiше збiльшу-
вати розмiр кластера (за умови коректного способу
розбиття ґратки на кластери) i обмежуватись клас-
терним наближенням, анiж проводити вищi вiд пер-
шого порядки розвинення в методi кластерних розви-
нень.
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Рис. 4. Залежностi параметра порядку m та ентропiї S вiд зведеної температури T/Tc для z = 4, h = 0, отриманi в
рiзних варiянтах кластерного розвинення. (Позначення такi ж, як на рис. 2).
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THERMODYNAMICS OF ISING MODEL WITHIN CLUSTER

EXPANSION METHOD

R. R. Levitskii, S. I. Sorokov, O. R. Baran
Institute for Condensed Matter Physics,

1 Svientsitskii St., Lviv, UA–79011, Ukraine,
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For the Ising model the cluster expansion on the basis of a two-particle cluster is performed up to terms of the
fourth-order in bonds. For a square lattice different orders of the cluster expansion are tested in a wide temperature
range. The obtained results are compared with those of a four-particle cluster approximation at different forms of
lattice division into clusters.
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