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Розглянуто критичнi властивостi деяких двовимiрних точно розв’язуваних моделей статис-
тичної механiки, таких, як сеґнетоелектрична модель Лiба, восьмивершинна модель Бекстера,
триспiнова модель, модель жорстких квадратiв, модель Поттса й модель Ешкiна–Теллера. До-
слiджено поведiнку повного комплексу характеристик стiйкости цих моделей в околi критич-
ної точки й установлено типи критичної поведiнки. Пояснено порушення гiпотези подiбности
в шестивершиннiй моделi Лiба й моделi жорстких квадратiв та порушення гiпотези унiвер-
сальности в моделях Бекстера й Ешкiна–Теллера.
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I. ВСТУП

У критичному станi система перебуває в екстре-
мальних умовах — на межi термодинамiчної стiйкости
— i вiдбувається максимальний розвиток флюктуацiй,
що зумовлює аномалiї в поведiнцi термодинамiчних
величин. Одним з основних завдань термодинамiки
критичного стану є з’ясування характеру цих анома-
лiй, установлення поведiнки термодинамiчних вели-
чин в околi критичних точок. Скрупульозний статис-
тичний пiдхiд можливий лише для найпростiших мо-
делей, для яких статитична сума обчислюється точ-
но. Точного виконання цього завдання для реальних
систем ми й досi не маємо через неможливiсть точно
врахувати взаємодiю в повному обсязi, а надто флю-
ктуацiй, якi в околi критичної точки набувають вели-
ких значень.

Iснує кiлька шляхiв розв’язання цiєї проблеми. Пер-
ший iз них пов’язаний з точним обчисленням статис-
тичної суми i знаходженням iз неї поведiнки всiх тер-
модинамiчних характеристик стiйкости, що можливо
тiльки для моделей. У цьому пiдходi дуже важливе
значення мають двовимiрнi точно розв’язуванi моде-
лi, що становлять “золотий фонд” статистичної ме-
ханiки й дають нам якiсне уявлення про певнi тер-
модинамiчнi властивостi конкретних систем i перебiг
критичних явищ.

Другий пiдхiд пов’язаний iз розглядом асимптотич-
ної поведiнки термодинамiчних величин в околi кри-
тичної точки i досяг значних успiхiв. Велике значення
в цьому пiдходi мають scaling law hypothesis (гiпотеза
подiбности), гiпотеза унiверсальности й ренормгрупо-
вий пiдхiд у рiзних варiянтах. Виявилось, що є вели-
кий клас реальних систем i моделей, для яких гiпоте-
зи подiбности й унiверсальности виконуються. Однак
поряд iз цим неабияке значення має той факт, що є
ряд реальних систем i послiдовних двовимiрних точно
розв’язуваних моделей, у яких вiдбувається порушен-

ня цих гiпотез. Такими моделями є, наприклад, шес-
тивершинна сеґнетоелектрична модель Лiба й модель
жорстких квадратiв, у яких порушується гiпотеза по-
дiбности, восьмивершинна модель Бекстера й модель
Ешкiна–Теллера, у яких не виконується гiпотеза унi-
версальности [1].

Третiй пiдхiд пов’язаний iз розв’язанням поставле-
ної задачi в загальному виглядi термодинамiчним ме-
тодом [2,3], у якому критична точка розглядається як
така, що поєднує властивостi докритичного й закри-
тичного (гетерогенного й гомогенного) станiв.

Завдання, що було поставлене в цiй роботi, поля-
гає в розглядi критичних властивостей цих та iнших
статистичних моделей, вивченнi критичної поведiнки
термодинамiчних величин на основi термодинамiчно-
го методу дослiдження критичних станiв однокомпо-
нентних рiвноважних систем [2,3], що побудуваний на
основi перших принципiв i не мiстить жодних гiпотез.

Метод базується на введеннi конструктивного ви-
значення критичного стану за допомогою систем лi-
нiйних та нелiнiйних однорiдних рiвнянь i дослiджен-
нi умов стiйкости критичного стану. Вiн приводить
до рiзноманiтности проявiв природи критичного ста-
ну. Саме цiєю рiзноманiтнiстю можна пояснити деякi
критичнi особливостi моделей, що розглядаються.

Наше дослiдження проведено за двома напрямка-
ми. Уперше вивчено критичнi властивостi статистич-
них моделей термодинамiчним методом [2, 3]. Бiль-
шiсть iз цих моделей достатньо вiдповiдає критичнiй
поведiнцi реальних феромагнетикiв (антиферомагне-
тикiв) та сеґнетоелектрикiв (антисеґнетоелектрикiв).
Крiм того, проведений розгляд має неабиякий iнтерес
для теорiї критичного стану, оскiльки iлюструє мож-
ливостi методу [2, 3] на прикладi настiльки цiкавих
моделей.

Перейдiмо до розгляду основних положень термо-
динамiчного методу й термiнологiї, використаної далi.
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II. ТЕРМОДИНАМIЧНИЙ МЕТОД
ДОСЛIДЖЕННЯ КРИТИЧНОГО СТАНУ

Основними величинами, якi характеризують
термодинамiчну систему з погляду її стiйкос-
ти, є адiябатичнi величини (АВ), що розгляда-
ються при сталих термодинамiчних координатах,
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iзодинамiчними коефiцiєнтами стiйкости (IКС) [4, 5].
Коефiцiєнти стiйкости пов’язанi з флюктуацiями зов-
нiшнiх параметрiв системи (перша i друга леми Ґiбб-
са), якi в околi критичної точки необмежено зрос-
тають. Як узагальнену термодинамiчну координату
(зовнiшнiй параметр) x можна розглядати об’єм V ,
намагнеченiсть M , електричну поляризацiю P . Вiд-
повiдними термодинамiчними силами X будуть тиск
P , напруженостi магнетного H i електричного E по-
лiв.

Найповнiше визначення критичного стану, яке роз-
глядає в сукупностi властивостi i гомогенної, i гете-
рогенної системи, згiдно з [2,3] можна записати у ви-
глядi:
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де Kc — нахил лiнiї фазової рiвноваги в критичнiй
точцi. Для iснування нетривiяльних розв’язкiв систе-
ми (2.1) необхiдно, щоб виконувалась умова, справед-
лива на всiй спiнодалi,
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Вона збiгається з вiдомою умовою критичного стану
D = 0, де D — детермiнант стiйкости системи [4, 5].

Визначення (2.1) описує критичний стан за адiя-
батичними величинами, розв’язком системи лiнiйних
однорiдних рiвнянь є критичний нахил Kc, який фун-
даментально характеризує критичний стан i може бу-
ти виражений через адiябатичнi коефiцiєнти стiйкос-
ти:
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Це визначення при сумiсному розглядi з умовами
стiйкости критичного стану [2, 3] приводить до iсну-
вання чотирьох альтернативних типiв критичної по-
ведiнки термодинамiчних систем:
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(2.4)

Тип поведiнки конкретної системи визначається
значенням одного з АКС i критичним нахилом Kc.
Для кожного типу критичної поведiнки поводження
повного комплексу характеристик стiйкости системи
(АВ та IВ) є вiдомим. Найцiкавiшим видається чет-
вертий тип критичної поведiнки, який до того ж є
найбiльш “флюктуацiйним”. У цьому випадку обидва
АКС прямують до нуля (а отже, i всi iншi характерис-
тики стiйкости наближаються до нуля), унаслiдок чо-
го нахил Kc не визначається зi системи (2.1). Це при-
водить до необхiдности розглядати рiвняння вищого
порядку, i тодi розв’язок можна реалiзувати декiлько-
ма можливостями [2,3]. Особливо цiкавим є випадок,
коли в критичнiй точцi сходяться двi або навiть три
лiнiї фазової рiвноваги. Еспериментально таку точку
ще не знайдено, але далi в цiй статтi буде показано,
що критична точка сеґнетоелектричної моделi Лiба
має саме такий характер.

III. СЕҐНЕТОЕЛЕКТРИЧНА МОДЕЛЬ ЛIБА

Найважливiшим класом розв’язуваних статистич-
них моделей пiсля моделi Iзинґа стали моделi типу
льоду, розв’язок для трьох основних рiзновидiв яких
отримав Лiб [6, 7].

У природi iснує безлiч кристалiв iз водневими зв’яз-
ками. Найвiдомiшим прикладом є лiд, у якому атоми
кисню утворюють ґратку з координацiйним числом
чотири, де мiж кожною парою сусiднiх атомiв розта-
шований йон водню.

Статистична сума такої системи визначається ви-
разом

Z =
∑

exp[−E/kT ] , (3.5)
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де пiдсумовування виконується за всiма конфiґура-
цiями водневих йонiв, якi припускаються правилом
льоду, а E — енерґiя конфiґурацiї.

Зв’язки мiж атомами через водневi йони утворю-
ють електричнi диполi. За правилом льоду можливе
iснування всього шести конфiґурацiй водневих йонiв
(вершинних конфiґурацiй). Тому моделi типу льоду
iнодi називають шестивершинними.

Кожна з цих шести локальних конфiґурацiй харак-
теризується своєю енерґiєю. Тодi E має вигляд:

E = n1ε1 + n2ε2 + . . . + n6ε6 , (3.6)

εj — енерґiя вершинної конфiґурацiї типу j, а nj —
число вершин типу j в ґратцi.

Моделi типу льоду як моделi критичних явищ ма-
ють деякi незвичнi властивостi: сеґнетоелектричний
впорядкований стан у них “заморожений” (тобто є
повне впорядкування навiть при ненульовiй темпера-
турi).

Симетрiю може бути порушено шляхом накладання
вертикального i горизонтального полiв E i E ′ вiдпо-
вiдно.

Узагальнення виконується особливо просто, якщо
E′ = 0, тобто коли накладено тiльки вертикальне
електричне поле.

Критичне термiчне рiвняння стану сеґнетоелект-
ричної моделi Лiба [1], отримане за таких умов, має
вигляд

P =











E

k(T − Tc)
при |E| < k(T − Tc)

sign(E) в iнших випадках.

(3.7)

Вiдповiдна фазова дiяграма зображена на рис.1.

T

E

Tc

I

II

III

Рис. 1. Фазова дiяграма сеґнетоелектричної моделi Лi-
ба поблизу критичної точки.

Фази I i II є повнiстю впорядкованими, складаю-
ться з одного типу вершин i вiдрiзняються лише на-
прямком вектора поляризацiї ~P . Закритична дiлянка
(фаза III на малюнку) — дiлянка самоузгоджених ве-
ликомасштабних флюктуацiй — являє собою повнiстю
невпорядковану дiлянку в тому сенсi, що всi кореляцiї
спадають до нуля при збiльшеннi вiдстанi пропорцiй-
но r у вiд’ємному степенi.

У критичнiй точцi стикаються три лiнiї фазової рiв-
новаги I-II, I–III i II–III (I–III i II–III — симетричнi).

Розгляньмо термодинамiчнi властивостi моде-
лi Лiба. Узагальненою термодинамiчною силою
X у цьому випадку буде напруженiсть елект-
ричного поля E, а узагальненою термодинамiч-
ною координатою — електрична поляризацiя P .
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iзодинамiчнi величини. Вiльна енерґiя на один вузол
ґратки в закритичнiй дiлянцi має вигляд

f = ε1 − EP −
1

2
k(T − Tc)(1 −P2)

+O
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)3/2
]

. (3.8)

При T → T−
c вiльна енерґiя дорiвнює просто ε1−EP ,

де ε1 — енерґiя вершинної конфiґурацiї. У цьому ви-

падку теплоємнiсть є скiнченною α′ = 0,
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= 0. Тому критичний нахил лi-

нiї фазової рiвноваги за (2.3) при наближеннi до кри-
тичної точки з докритичної дiлянки дорiвнює Kc = 0.
Це вiдповiдає другому типовi критичної поведiнки за
термодинамiчною класифiкацiєю (2.4).

З (3.8) отримуємо, що в закритичнiй дiлянцi друга
похiдна вiльної енерґiї за температурою — теплоєм-

нiсть — розбiгається як
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, тобто α = 1/2
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= C

√
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.

Будемо наближатися до критичної точки iз закри-
тичної дiлянки вздовж лiнiй фазових переходiв пер-
шого роду I–III i II–III. Вiдомо, що вздовж цих лiнiй
повинен iснувати хоча б один зi стрибкiв ∆P , ∆S,
тобто на лiнiї переходу

∆P = PI −PIII = 1 −
E

k(T − Tc)
6= 0. (3.9)

У критичнiй точцi ∆P = 0.
Стрибок ентропiї можна визначити за вiдомою по-

ведiнкою теплоємности. Для фази I маємо α′ = 0,
тобто CP = C = const. Отже, SI = C ln T + const. Для
фази III маємо α = 1/2, тобто SIII = C

√

Tc(T − Tc) +
const. Тодi для стрибка

∆S = SI − SIII = C ln T

− C
√

Tc(T − Tc) + const . (3.10)

У критичнiй точцi ∆S = const. Така поведiнка ентро-
пiї пов’язана з розбiжнiстю CP у закритичнiй дiлянцi.

Аналогiчнi результати можна отримати i для фаз
II–III.

Для лiнiї фазової рiвноваги I–II ∆P = 2, ∆S = 0. У
критичнiй точцi ∆P = 0.
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Отже, знайденi значення стрибкiв вiдповiдають [2,
3] i точка Tc для лiнiї фазового переходу I–II, лiнiї I–
III та симетричної їй лiнiї II–III є критичною. Тобто,
точка C на дiяграмi (рис.1) є такою, у якiй сходять-
ся три лiнiї фазової рiвноваги. Можливiсть iснування
такої стiйкої критичної точки було передбачено у пра-
цi [2].

Дослiдимо поведiнку всього комплексу АВ та IВ.
За вже знайденою поведiнкою теплоємности, на ос-
новi термiчного рiвняння стану та спiввiдношень мiж
адiябiтичними та iзодинамiчними величинами,

(

∂T

∂S

)

P

(

∂E

∂P

)

T

=

(

∂T

∂S

)

E

(

∂E

∂P

)

S

= −

(

∂T

∂P

)

E

(

∂T

∂P

)

S

, (3.11)

отримуємо такi вирази для АВ та IВ:

(

∂T

∂S

)

P

= C

√

T − Tc

Tc
,

(

∂E

∂P

)

S

=
k
√

Tc(T − Tc)3

kP 2 + C
√

Tc(T − Tc)
,

(

∂T

∂P

)

S

=
kP (T − Tc)

kP 2 + C
√

Tc(T − Tc)
,

(

∂T

∂S

)

E

=
T − Tc

kP 2 + C
√

Tc(T − Tc)
,

(

∂E

∂P

)

T

= k(T − Tc),

(

∂T

∂P

)

E

= −
T − Tc

P
.

(3.12)

Критичний нахил дорiвнює K
(1)
c = kP для лiнiї I-III

i K
(2)
c = −kP для лiнiї II-III.

Iз (3.12) видно, що при T → T +
c всi термодинамiчнi

характеристики стiйкости прямують до нуля:
(

∂T

∂S

)

P

→ 0,

(

∂E

∂P

)

S

→ 0,

(

∂T

∂P

)

S

→ 0,

(

∂T

∂S

)

E

→ 0,

(

∂E

∂P

)

T

→ 0,

(

∂T

∂P

)

E

→ 0.

Згiдно з термодинамiчною класифiкацiєю критич-
ного стану (2.4) при Kc 6= {0,∞} i АКС → 0, має-
мо четвертий тип критичної поведiнки, i в критичнiй
точцi стикаються двi лiнiї фазової рiвноваги з рiзними
скiнченими нахилами Kc = ±kP . Тобто, при набли-
женнi до критичної точки вздовж лiнiї фазової рiвно-
ваги I–II виконується другий тип критичної поведiн-
ки, при наближеннi вздовж II–III (I–III) — четвер-
тий тип. Цим можна пояснити невиконання гiпотези
подiбности в моделi.

IV. ВОСЬМИВЕРШИННА МОДЕЛЬ
БЕКСТЕРА

Двовимiрна восьмивершина модель Бекстера [8–10]
була запропонована як узагальнення моделей типу
льоду з вiсьмома дозволеними конфiґурацiями вер-
шин i описує поведiнку сеґнетоелектрика (антисеґне-
тоелектрика). До шести вершин, що фiгурують у мо-
делi Лiба [1], були доданi двi новi вершини, у яких
всi стрiлки входять у вузол або всi стрiлки виходять
iз вузла. Тодi для локальної деформацiї стану ґратки
необхiдна лише скiнченна енерґiя i слiд очiкувати, що
сеґнетоелектричний стан не буде повнiстю впорядко-
ваним (на вiдмiну вiд моделi Лiба). Восьмивершинну
модель можна також розглядати як двi моделi Iзин-
ґа iз взаємодiєю мiж найближчими сусiдами (кожна
з моделей на своїй пiдґратцi), пов’язанi мiж собою за
допомогою взаємодiї мiж чотирма спiнами. В цьому
випадку модель вiдповiдає феромагнетиковi. Модель
Бекстера має точний розв’язок за вiдсутности зовнiш-
нього поля. Критичнi показники цiєї моделi дорiвню-
ють

α = α′ = 2 −
π

µ
, β =

π

16µ
, γ =

7π

8µ
, δ = 15,

βe =
π − µ

4µ
, γe =

π + µ

2µ
, δe =

3π + µ

π − µ
.

(4.13)

Тут iндекс e означає електричнi критичнi показни-
ки, показники β, γ i δ стосуються феромагнетика, по-
казник α однаковий i для феромагнетика, i для се-
ґнетоелектрика; µ — це параметр взаємодiї, дiлянка
його значень — (0, π). Отже, ми бачимо, що критичнi
показники неперервно залежать вiд параметра вза-
ємодiї, що суперечить гiпотезi унiверсальности. Цей
результат видiляє модель Бекстера серед iнших дво-
вимiрних точно розв’язуваних моделей. Зважаючи на
це, слiд очiкувати, що залежно вiд параметра взає-
модiї будуть змiнюватись тип критичної поведiнки за
термодинамiчною класифiкацiєю i значення критич-
ного нахилу. Покажемо це.

У випадку феромагнетика адiябатичнi коефiцiєнти
стiйкости матимуть такий асимптотичний вигляд:

(

∂T

∂S

)

M

∼ t2−
π
µ ,

(

∂H

∂M

)

S

∼ t
7π
8µ ,

тут t =
T − Tc

Tc
. Слiд зауважити, що за вiдсутности

зовнiшнього поля поведiнка iзодинамiчних величин
збiгається з поведiнкою адiябатичних величин. При

значеннях 0 < µ 6
π

2
показник α приймає вiд’ємнi

значення, показник γ приймає додатнi значення, тоб-
то
(

∂T

∂S

)

M

6= 0,

(

∂H

∂M

)

S

= 0 ⇒

(

∂T

∂M

)

S

, Kc = 0

i реалiзується другий тип критичної поведiнки. При
π

2
< µ <

15π

16
реалiзується четвертий тип критичної
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поведiнки, показник α зростає (0 < α <
14

15
), показник

γ спадає (
7

4
> γ >

14

15
), причому α < γ.

(

∂T

∂S

)

M

= 0,

(

∂H

∂M

)

S

= 0 ⇒

(

∂T

∂M

)

S

= 0.

Усi величини в цьому випадку прямують до нуля, але
(

∂H

∂M

)

S

i

(

∂H

∂M

)

T

— швидше за iншi. Значення кри-

тичного нахилу Kc = 0. Випадок µ =
15π

16
теж вiд-

повiдає четвертому типовi критичної поведiнки, але

α = γ =
14

15
, всi величини прямують до нуля за од-

ним законом, критичний нахил Kc 6= {0,∞}. При
15π

16
< µ < π також реалiзується четвертий тип по-

ведiнки,
14

15
< α < 1,

14

15
> γ >

7

8
, α > γ. Усi величини

прямують до нуля, але

(

∂T

∂S

)

M

i

(

∂T

∂S

)

H

— швидше

за iншi. Значення критичного нахилу Kc = ∞.
Отже, аналiз установив, що при 0 < µ 6

π

2
кри-

тична поведiнка моделi Бекстера вiдповiдає друго-
му типовi за термодинамiчною класифiкацiєю [2, 3]

з Kc = 0, а при
π

2
< µ < π — четвертому типовi,

який, залежно вiд значення µ з указаного iнтервалу,
реалiзується трьома можливостями (Kc = 0, Kc 6=
{0,∞}, Kc = ∞).

У випадку сеґнетоелектричної моделi Бекстера ко-
ефiцiєнти стiйкости матимуть такий асимптотичний
вигляд:

(

∂T

∂S

)

P

∼ t2−
π
µ ,

(

∂E

∂P

)

S

∼ t
π+µ
2µ .

При 0 < µ 6
π

2
, як i в попередньому випадку, показ-

ник α приймає вiд’ємнi значення, а γ — додатнi. Тому
(

∂T

∂S

)

P

6= 0,

(

∂E

∂P

)

S

= 0 ⇒

(

∂T

∂P

)

S

= 0, Kc = 0

i реалiзується другий тип критичної поведiнки. При
π

2
< µ < π показник α приймає додатнi значення

0 < α < 1, але залишається меншим за γ,
3

2
> γ > 1

— реалiзується четвертий тип критичної поведiнки з
Kc = 0.

V. ТРИСПIНОВА МОДЕЛЬ

Як уже зазначалося, модель Бекстера можна зобра-
зити як двi моделi Iзинґа iз взаємодiєю мiж найближ-
чими сусiдами (кожна з моделей на своїй пiдґратцi),
пов’язанi мiж собою за допомогою взаємодiї мiж чо-
тирма спiнами. Розв’язання восьмивершинної моделi
викликало зацiкавлення моделями з мультиспiновими
взаємодiями, особливо моделлю iз взаємодiєю трьох
спiнiв на трикутнiй ґратцi [11].

У такiй моделi на кожному вузлi i трикутної ґрат-
ки є спiн σi, що приймає значення +1 або −1. Енерґiя
певної конфiґурацiї спiнiв має вигляд

E = −J
∑

σiσjσk , (5.14)

де пiдсумовування проводиться за всiма трикутними
гранями ґратки. Статистична сума є такою:

Z =
∑

σ

exp
[

K
∑

σiσjσk

]

, (5.15)

де K = J/kT .
При обчисленнi вiльної енерґiї для триспiнової мо-

делi помiчено [1], що отриманi результати точно збiга-
ються з результатами для часткової восьмивершинної
моделi i восьмивершинна модель має чотирикратну
симетрiю спiнових конфiґурацiй. Керуючись знайде-
ними властивостями, Бекстер знайшов перетворення
триспiнової моделi на трикутнiй ґратцi у восьмивер-
шинну модель на квадратнiй ґратцi. Отже, усi резуль-
тати триспiнової моделi є наслiдком вiдповiдних ре-
зультатiв для восьмивершинної моделi.

Оскiльки вiльна енерґiя та спонтанна намагнече-
нiсть триспiнової моделi збiгаються з вiдповiдними
функцiями восьмивершинної моделi при значеннi па-
раметра взаємодiї µ = 3π/4, то критичнi показники
моделi мають вигляд

α = α′ =
2

3
, β =

1

12
, γ =

7

6
, δ = 15 . (5.16)

На основi цих даних ми проаналiзували асимпто-
тичну поведiнку основних термодинамiчних характе-
ристик стiйкости. При наближеннi до критичної точ-
ки всi термодинамiчнi величини прямують до нуля,

причому величини

(

∂H

∂M

)

S

i

(

∂H

∂M

)

T

— швидше за

iншi. Оскiльки γ > α, то значення критичного нахи-
лу Kc = 0. Це вiдповiдає четвертому типовi критичної
поведiнки, який є типовим для феромагнетикiв й се-
ґнетоелектрикiв.

Але особливу увагу привертає той факт, що ця мо-
дель, на вiдмiну вiд iнших, вiдповiдає умовам стiй-
кости критичного стану повною мiрою. У [2, 3] по-
казано, що, згiдно з умовами стiйкости критичного
стану, найнижчою похiдною термосили за термокоор-
динатою, вiдмiнною вiд нуля, є похiдна непарного по-
рядку n. При асимптотичному розглядi ряду порядкiв
таких похiдних вiдповiдає ряд критичних показникiв

n = 1, 3, 5, . . . → ∞ ⇔ α = 0,
2

3
,
4

5
, . . . ,

n − 1

n
, . . . → 1.

Для похiдних
(

∂T

∂S

)

x

,

(

∂3T

∂S3

)

x

, . . . ,

(

∂nT

∂Sn

)

x

. . .

вiдповiдним показником є вiдомий показник теплоєм-
ности α. Для триспiнової моделi α = 2/3, а це означає,
що найнижчою похiдною, вiдмiнною вiд нуля, буде по-

хiдна третього порядку

(

∂3T

∂S3

)

x

.
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VI. ДВОВИМIРНА МОДЕЛЬ ПОТТСА

Модель Поттса є узагальненнями двовимiрної моде-
лi Iзинґа. Модель не розв’язана точно, але її можна
представити як вершинну модель з антипаралельним
порядком, i її критична поведiнка дослiджена досить
добре.

Модель Поттса можна сформулювати для будь-
якого графа, тобто для будь-якої сукупности вершин
(вузлiв) та ребер (лiнiй), що з’єднують пари вершин.
Кожнiй вершинi ставиться у вiдповiднiсть деяка ве-
личина σi, яка може приймати q значень, скажiмо,
1, 2, . . . , q. Особливiстю цiєї моделi є те, що вiд q за-
лежить тип фазового переходу. Фазовий перехiд буде
першого роду (з прихованою теплотою переходу), ко-
ли q > 4, i неперервним при q 6 4. Нас цiкавить саме
останнiй випадок. При q = 1 обчисленi значення кри-
тичних показникiв дорiвнюють

α = −
2

3
, β =

5

36
, γ =

19

18
, δ = 15 . (6.17)

Коли q = 2, модель Поттса стає моделлю Iзинґа i зна-
чення критичних показникiв дорiвнюють

α = 0, β =
1

8
, γ =

7

4
, δ = 15 . (6.18)

При q = 3

α =
1

3
, β =

1

9
, γ =

13

9
, δ = 14 . (6.19)

При q = 4

α =
2

3
, β =

1

12
, γ =

4

3
, δ = 15 . (6.20)

У [1] було показано, що критичнi показники моделi
Поттса мають просту залежнiсть вiд параметра взає-

модiї, точнiше, вiд y =
2µ

π
:

α =
2 − 4y

3 − 3y
, β =

1 + y

12
,

γ =
15− 16y + y2

12(1 − y)
, δ =

15− 8y + y2

1 − y2
. (6.21)

При q = 1, 2, 3, 4 параметр y приймає значення
2

3
,
1

2
,
1

3
, 0 вiдповiдно.

Аналiз поведiнки адiябатичних коефiцiєнтiв стiй-
кости моделi Поттса дав змогу встановити, що при
q = 1 реалiзується другий тип критичної поведiнки з
Kc = 0. При q = 2 значення показникiв α = 0 (лога-

рифмiчна розбiжнiсть) i γ =
7

4
приводять до четвер-

того типу поведiнки з Kc = ∞. При q = 3 i q = 4 реалi-
зується четвертий тип критичної поведiнки з Kc = 0.

VII. КРИТИЧНА ПОВЕДIНКА МОДЕЛI
ЕШКIНА–ТЕЛЛЕРА

Модель Ешкiна–Теллера була запропонована [12]
як узагальнення моделi Iзинґа на чотирикомпонент-
ну систему. Кожний вузол ґратки в цiй моделi зайня-
тий атомом одного зi сортiв: A, B, C або D. Кожному
вузловi i ставиться у вiдповiднiсть два спiни: si i σi.
Критичнi показники цiєї моделi за вiдсутности зов-
нiшнього поля мають вигляд:

α =
2 − 2y

3 − 2y
, βm =

2 − y

3 − 2y
, γm =

2y

3 − y
,

δm =
2 − y

24 − 16y
, βe =

1

12 − 8y
, γe =

7 − 4y

6 − 4y
,

δe = 15 − 8y .

(7.22)

Тут параметр y такий самий, як i в попереднiй моде-

лi, але 0 < µ 6
2π

3
. Iндекс m пов’язаний з уведенням

поля −HΣσi, а iндекс e пов’язаний iз полем −EΣσisj .
Проаналiзуймо поведiнку АКС для цiєї моделi. Для

“магнетної” моделi Ешкiна–Теллера при 1 < y <
4

3
,

що вiдповiдає
π

2
< µ <

2π

3
, показник α приймає вiд’-

ємнi значення, γ — додатнi, тобто реалiзується другий
тип критичної поведiнки з Kc = 0. При y = 1 критичнi

показники дорiвнюють α = 0, β =
1

8
, γ =

7

4
, що збi-

гається з результатами двовимiрної моделi Iзинґа [13]
i вiдповiдає четвертому типовi критичної поведiнки
з Kc = 0. При 0 < y < 1 (0 < µ <

π

2
) показник

α стає додатним i α < γ — реалiзується четвертий
тип критичної поведiнки з Kc = 0. При y = 0 маємо

α =
2

3
, β =

1

12
, γ =

7

6
, тобто всi критичнi показни-

ки збiгаються з критичними показниками триспiнової
моделi [11], що вiдповiдає четвертому типовi з Kc = 0.

Для “електричної” моделi Ешкiна –Теллера при 1 6

y <
4

3
, що вiдповiдає

π

2
6 µ <

2π

3
, реалiзується дру-

гий тип критичної поведiнки. При 0 6 y < 1 (тобто

0 6 µ <
π

2
) завжди виконується γ > α, що вiдповiдає

четвертому типовi критичної поведiнки за термоди-
намiчною класифiкацiєю з Kc = 0.

VIII. КРИТИЧНI ВЛАСТИВОСТI МОДЕЛI
ЖОРСТКИХ КВАДРАТIВ

Розглянутi вище моделi описують критичну пове-
дiнку феромагнетикiв й сеґнетоелектрикiв. Але цiка-
во було вийти за межi цiєї теми й розглянути модель,
що якоюсь мiрою придатна до опису критичних явищ
у рiдинах.

Однiєю з точно розв’язаних моделей є модель жор-
стких гексагонiв [1]. Вона являє собою двовимiрну
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ґраткову модель жорстких (тобто таких, що не пере-
криваються) молекул. У цiй моделi частинки розта-
шованi на вузлах трикутної ґратки так, що нiякi двi
з них не можуть одночасно бути анi на одному й тому
ж вузлi, анi на сусiднiх вузлах. Якщо уявити собi, що
кожна частинка є в центрi гексагона, який покриває
шiсть сусiднiх граней трикутної ґратки, то наведене
вище правило припускає тiльки тi гексагони, що не
перекриваються; звiдси й назва моделi.

Якщо за трикутну ґратку обрати таку, гранi якої
являють собою прямокутнi трикутники, то ми перей-
демо до загальнiшої моделi, у якiй не можуть бути за-
йнятi вузли, що є найближчими сусiдами, а частинки,
що лежать на дiягоналях квадратних граней, взаємо-
дiють одна з одною, причому кожний спiн σi прий-
має значення 1 або 0. Ця модель називається модел-
лю жорстких квадратiв [1] i є граничним випадком
моделi ґраткового газу iз взаємодiєю мiж найближ-
чими сусiдами. У такiй моделi вiдбувається фазовий
перехiд з однорiдного рiдкого стану за малих актив-
ностей z у твердий стан за великих активностей z.
Статистична сума має вигляд:

Z =
∑

σ

zσ1+...+σN

∏

(i,j)

(1 − σiσj),

де добуток береться за всiма ребрами (i, j) ґратки, а
пiдсумовування проводиться за всiма значеннями (0
и 1) всiх чисел заселености σ1, . . . , σN .

Критичнi показники в такiй моделi дорiвнюють

α′ = −
1

2
, α =

3

4
, β =

1

4
. (8.23)

А це означає, що в моделi порушується гiпотеза подiб-
ности. Ми вже мали таку ситуацiю в сеґнетоелектрич-
нiй моделi Лiба. У докритичнiй дiлянцi моделi жор-
стких квадратiв реалiзується перший тип критичної
поведiнки, а в закритичнiй дiлянцi реалiзується чет-
вертий тип критичної поведiнки з Kc 6= {0,∞}. Це
принципово рiзнi типи поведiнки за флюктуацiйною
природою — перший тип характеризується помiрними
флюктуацiями енерґiї й намагнечености, а для чет-
вертого типу всi флюктуацii є нескiнченними. При-
чина порушення гiпотези подiбности полягаає саме в
цьому. Обидва типи поведiнки властивi рiдинам.

IX. ВИСНОВКИ

Отже, у статтi вперше дослiджено термодинамiчну
стiйкiсть моделей Лiба i Бекстера, триспiнової моделi,
моделей Ешкiна–Теллера i Поттса, моделi жорстких
квадратiв методом [2,3]. Визначено асимптотичнi ви-
рази для повного комплексу характеристик стiйкости

й установлено причини порушення гiпотез подiбности
й унiверсальности в деяких iз цих моделей.

Так, ми визначили, що в моделi Лiба в докритичнiй
дiлянцi реалiзується другий тип критичної поведiнки,
у докритичнiй дiлянцi моделi жорстких квадратiв ре-
алiзується перший тип, а в закритичнiй дiлянцi обох
моделей — четвертий тип. Саме вiдмiннiстю типiв по-
ведiнки й пояснюємо невиконання гiпотези подiбнос-
ти в цих моделях. Також установлено, що в критич-
нiй точцi моделi Лiба сходяться три лiнiї фазової рiв-
новаги з рiзними критичними нахилами. Можливiсть
iснування критичної точки такого типу передбачено
у [2, 3].

У моделi Бекстера спостерiгається здiйснення дру-
гого й четвертого типiв критичної поведiнки, причому
четвертий представлений трьома можливостями — iз
трьома рiзними критичними нахилами лiнiї фазової
рiвноваги. Причина порушення гiпотези унiверсаль-
ности полягає в тому, що кожний iз зазначених типiв
(другий тип, четвертий тип з Kc = 0, четвертий тип
з Kc 6= {0,∞} i четвертий тип з Kc = ∞) пов’яза-
ний iз певним значенням або неперервним дiяпазоном
значень параметра взаємодiї µ. Цiкаво вiдзначити той
факт, що в кожнiй моделi за порушення однiєї гiпо-
тези iнша все ж виконується. При цьому частковими
випадками восьмивершинної моделi, у якiй не викону-
ється гiпотеза унiверсальности, є модель Лiба (µ = 0),
де виконується гiпотеза унiверсальности, але порушу-

ється гiпотеза подiбности, модель Iзинґа (µ =
π

2
) i

триспiнова модель (µ =
3π

4
), у яких виконуються оби-

двi гiпотези.
Триспiнова модель вiдповiдає четвертому типовi

критичної поведiнки, значення критичного показника
теплоємности повною мiрою вiдповiдає вимогам стiй-
кости критичного стану [2]. У моделi Поттса, залежно
вiд вимiрности спiну q, реалiзується другий або чет-
вертий тип поведiнки. У моделi Ешкiна–Теллера, як i
в моделi Бекстера, порушується гiпотеза унiверсаль-
носта й вiдповiдно справджуються другий i четвертий
типи критичної поведiнки.

Цiкаво вiдзначити, що аналiз експериментальних
даних для сеґнетоелектрикiв i феромагнетикiв ви-
явив, що в реальний кристалах також реалiзуються
другий i четвертий типи критичної поведiнки, а це
добре узгоджується з отриманими теоретичними ре-
зультатами.

Отже, на прикладi розглянутих моделей продемон-
стровано можливостi термодинамiчного методу до-
слiдження критичних станiв однокомпонентних рiв-
новажних систем, виявлено ґлобальнi причини пору-
шення гiпотез подiбности й унiверсальности, пов’яза-
нi з проявом багатоманiтности природи критичного
стану.
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CRITICAL PROPERTIES OF THE EXACTLY SOLVED STATISTICAL MODELS
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The critical properties of some two-dimensional exactly solvable models of statistical mechanics, such as
ferroelectric Lieb model, eight-vertex Baxter model, three spin model, hard square model, Potts model and Ashkin–
Teller model, have been considered. The behaviour of the whole set of stability chacteristics for these models in
the vicinity of the critical point has been examined. The types of critical behaviour have been determined. The
violation of the scaling law hypothesis in Lieb model and hard square model as well as the violation of universality
hypothesis in Baxter model and Ashkin–Teller model is explained.
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