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У наближеннi прямокутних потенцiялiв та ефективних мас розроблено теорiю квазiстацi-
онарного спектра та часiв життя електрона, дiрки та екситона у простiй вiдкритiй сферичнiй
напiвпровiдниковiй наносистемi. На прикладi наносистеми HgS/CdS/HgS розраховано та про-
аналiзовано особливостi енерґетичних спектрiв у широкому дiяпазонi енерґiй та вiдповiдних
часiв життя екситонiв. Показано, що коли розмiри наносистеми не перевищують двох-трьох
десяткiв постiйних гратки, то залежнiсть вiд радiуса квантової точки низькоенерґетичної час-
тини екситонного спектра й вiдповiдних часiв життя подiбна до електронного, а високоенерґе-
тичнi екситоннi стани з рiзними значеннями головного квантового числа електрона (ne) мають
тенденцiю до “квазiвиродження” часiв життя.
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I. ВСТУП

Фiзичнi явища в закритих наногетеросистемах (КТ,
КД, КЯ) вивчають уже тривалий час, i тому теорiя
спектрiв квазiчастинок i їх взаємодiї в таких системах
досить добре розвинута [1, 2]. Стосовно теорiї квазi-
частинок у вiдкритих наносистемах, то вона перебу-
ває на початковiй стадiї [3], хоча такi системи є цi-
кавiшими, бо в них квазiчастинки мають додатковий
канал релаксацiї енерґiї через можливiсть проникнен-
ня з квантової ями крiзь потенцiяльний бар’єр на без-
межну вiдстань, що, своєю чергою, дає змогу вплива-
ти на час життя у квазiстацiонарних станах. Отже,
пiдбором геометричних розмiрiв наносистем можна
регулювати тривалiсть переходу збуджених систем в
основний стан, а оскiльки часи життя у квазiстацi-
онарних станах можуть сягати пiкосекунд, фемтосе-
кунд i менше, то такi системи є природною базою для
безiнерцiйних електронних приладiв нового поколiн-
ня. Це викликає безсумнiвний практичний iнтерес.

Вiдкритi наносистеми не менш цiкавi й з теоре-
тичного погляду. Адже для них iснують принципо-
вi, не розв’язанi досi проблеми. Зокрема, наскiльки
нам вiдомо, не розв’язувалася задача про перенорму-
вання електронного й екситонного спектрiв взаємодi-
єю цих квазiчастинок з фононами у вiдкритих систе-
мах. Математичний апарат (наприклад, метод фун-
кцiй Ґрiна), добре розроблений для систем зi стацiо-
нарними станами [1], вимагає обережної модифiкацiї
для систем iз квазiстацiонарними станами, оскiльки в
цьому разi енерґiї невзаємодiючих квазiчастинок уже
є не дiйсними, а комплексними, з iстотно вiдмiнною
вiд нуля уявною частиною.

Теорiя електрон– i екситон–фононної взаємодiї в за-
критих наносистемах [4] показала, що в них є iстот-
ним фактором мiжрiвнева (мiжзонна) взаємодiя че-
рез фонони, а тому така ж ситуацiя є очiкуваною i для
вiдкритих систем. Звiдси виникає необхiднiсть знати
спектр i хвильовi функцiї всiх станiв або хоча б до-

статню їх кiлькiсть для невзаємодiючих iз коливною
пiдсистемою електронiв, дiрок, екситонiв.

Метою цiєї роботи є отримання та аналiз спект-
ра, часiв життя та хвильових функцiй екситонiв у
найпростiшiй вiдкритiй сферичнiй наногетеросисте-
мi з тим, щоб на прикладi конкретної наносистеми
(HgS/CdS/HgS) вивчити їхню поведiнку, з одного бо-
ку, i потiм використати як базу для побудови теорiї
взаємодiї з фононами — з другого. Теорiю спектрiв i
часiв життя електронiв i дiрок у дослiджуванiй на-
носистемi розвивали в роботi [1], тому, зосереджуючи
головну увагу на екситоннiй задачi, доведеться част-
ково використати результати попереднiх праць.

II. ГАМIЛЬТОНIЯН, СПЕКТР, ЧАСИ ЖИТТЯ
ТА ХВИЛЬОВI ФУНКЦIЇ ЕКСИТОНА

В НАНОГЕТЕРОСИСТЕМI

Будемо шукати розв’язок задачi про спектр екси-
тонiв у вiдкритiй сферичнiй наногетеросистемi, що
складається з ядра-ями (0) та шару-бар’єра (1), якi
вмiщенi в зовнiшнє середовище (2).

Уважаємо вiдомими потенцiяльнi енерґiї електро-
на, дiрки та ефективнi маси цих квазiчастинок таки-
ми, що залежать лише вiд вiдстанi вiд центра нано-
системи

Ue,h(r) =

 0 r < r0, r > r1

Ve,h r0 ≤ r ≤ r1

(1)

me,h(r) =


m0

e,h r < r0, r > r1

m1
e,h r0 ≤ r ≤ r1

.

Енерґiю взаємодiї електрона й дiрки мiж собою ви-
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значаємо кулонiвським потенцiялом

Uex(re, rh) = − e2

ε(re, rh)|re − rh|
, (2)

у якому дiелектрична проникливiсть ε(re, rh) є склад-
ною функцiєю координат обох квазiчастинок, оскiль-
ки проникливiсть наносистеми залежить вiд вiдстанi
вiд її центра

ε(r) =


ε0 r < r0

ε1 r0 ≤ r ≤ r1

ε0 r > r1

, (3)

де ε0 — дiелектричнi проникливостi ядра й зовнiш-
нього середовища, а ε1 — матерiялу-бар’єра.

Щоб знайти спектр, часи життя та хвильовi функцiї
екситона як системи взаємодiючих мiж собою елек-
трона й дiрки, потрiбно розв’язати повне рiвняння
Шрединґера

i~
dΨ(re, rh)

dt
= H(re, rh)Ψ(re, rh) (4)

з гамiльтонiяном

H = H0 + Uex, (5)

де

H0(re, rh) =
∑

i=e,h

(
−~2

2
∇i

1
mi(ri)

∇i + Ui(ri)
)

(6)

— гамiльтонiян невзаємодiючих електрона й дiрки в
наносистемi, а гамiльтонiян взаємодiї електрона й дiр-
ки задано (2).

Зрозумiло, що через складнiсть гамiльтонiяна така
задача не має точного розв’язку, тому для його зна-
ходження наближеним методом можна використати

S-матричний пiдхiд при розв’язуваннi стацiонарного
рiвняння Шрединґера. У такому разi задачу можна
переформулювати так.

Якщо розмiри ядра наносистеми (r0) зiставлюванi
з розмiрами екситона (aex) так, що при цьому енерґiя
кулонiвської взаємодiї є малою порiвняно з рiзницею
енерґiй мiж сусiднiми екситонними станами, то мож-
на застосувати теорiю збурень на основi таких мiр-
кувань. Досвiд розв’язування задач про спектр ква-
зiстацiонарних станiв вiдкритих наносистем показує,
що енерґiї резонансних квазiстацiонарних станiв iз
великою точнiстю (� 1%) збiгаються з величинами
енерґiй тих же квазiчастинок у закритих системах з
тим же потенцiяльним бар’єром безмежної товщини.
У зв’язку з цим можна вважати, що коли екситон збу-
джений у дiлянцi ядра-ями, то вiд моменту збудження
до виходу екситона за межi наносистеми, тобто за час
життя, його енерґiя у квазiстацiонарному станi може
бути розрахована як

Enlm
n′l′m′ = Ego + Ee

nlm + Eh
n′l′m′ + Enlm

n′l′m′ , (7)

де Eg0 — енерґiя забороненої зони напiвпровiдниково-
го кристала-ядра, Ee,h

nlm — вiдповiднi енерґiї електрона
й дiрки, розрахованi для цiєї ж системи в моделi без
урахування взаємодiї цих квазiчастинок мiж собою,
тобто такi, що визначаються розв’язками стацiонар-
ного рiвняння Шрединґера

[
−~2

2
∇s

1
mi(ri)

∇s + Us(ri)
]
Ψi

nlm(ri)

= Ei
nlmΨi

nlm(ri). (8)

Рiвняння (8) розв’язанi точно методом S-матрицi
у працi [1], де показано, що хвильовi функцiї є
сферично-симетричними

Ψi
nlm(r, θ, ϕ) = Ri

nl(ri)Ylm(θ, ϕ). (9)

Тут Y nlm(θ, ϕ) — сферичнi функцiї,

Rs
nl(ri) =



Ri
0(ri) = kA

i(0)
l [h−l (kri) + h+

l (kri)] 0 ≤ ri < r0

Ri
1(ri) = KA

i(1)
l [h−l (Kri)− Si

lh
+
l (Kri)] r0 ≤ ri < r1

Ri
2(ri) = k√

2π
[h−l (kri)− Slh

+
l (kri)] r1 ≤ ri < ∞

(10)

— радiяльнi функцiї, у якi входять функцiї Ханкеля h±l (Kr), де
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K
2
i =

2mi

~2 (E − Ui) =

 k2 i = 0, 2

−χ2 i = 1
. (11)

Коефiцiєнти A
i(0)
l , A

i(1)
l та вирази Sl-матрицi одно-

значно знаходимо з граничних умов

R
(i)
l (Kiri) = R

(i+1)
l (Ki+1ri)

1
mi

dR
(i)
l (Kir)

dr

∣∣∣∣∣r=ri
= 1

mi+1

dR
(i+1)
l (Ki+1r)

dr

∣∣∣∣∣r=ri

, (12)

а полюси Sl-матриць визначають енерґетичний
спектр резонансних станiв E

(i)
nlm i часи життя τ

(i)
nlm.

Енерґiю електрон–дiркової взаємодiї Enlm
n′l′m′ у ниж-

нiй частинi спектра можна розрахувати за теорiєю
збурень, але при цьому неможливо користуватися без-
посередньо радiяльними хвильовими функцiями (10),
оскiльки вони не локалiзованi в дiлянцi квантової точ-
ки, а поширюються до безмежности. У зв’язку з цим
та беручи до уваги, що протягом часу життя ексито-
на спектри i хвильовi функцiї його електрона i дiр-
ки близькi до тих, що виникають у закритiй системi,
розрахунок Enlm

n′l′m′ можна здiйснювати на екситонних
хвильових функцiях, якi визначаються так:

Ψnml
n′l′m′(re, rh) = Ψ̃e

nlm(re)Ψ̃h
n′l′m′(rh) =

= R̃nl(re)R̃n′l′(rh)Ylm(θe, ϕe)Yl′m′(θh, ϕh),
(13)

де

R̃nl(r) = lim
∆1→∞

Rnl(r). (14)

Отже, енерґiю взаємодiї мiж електроном i дiркою те-
пер можна знайти у виглядi

Enlm
n′l′m′ = −

∫∫
e2 d3red

3rh

ε(re, rh)|re − rh|
(15)

× |Ψnlm(re)|2|Ψn′l′m′(rh)|2.

Скориставшись тим, що справедливий розклад [5, 6]

1
|re − rh|

=
∞∑

l1=0

4π

2l1 + 1
Φl1(re, rh) (16)

×
l1∑

m1=−l1

Y ∗l1m1
(θe, ϕe)Yl1m1(θh, ϕh),

де

Φl1(re, rh) =


1
rh

(
re

rh

)l1
, re ≤ rh

1
re

(
rh

re

)l1
, rh ≤ re

, (17)

та враховуючи, що у станах, якi вiдповiдають ниж-
нiй частинi спектрiв електрона й дiрки, обидвi ква-
зiчастинки, в основному, за час свого перебування в
наносистемi знаходяться в матерiялi–ямi, покладемо
ε(re, rh) ' ε0 i зведемо (15) до зручного для обчислень
вигляду

Enlm
n′l′m′ = −4πe2

ε0

∞∑
l1=0

∞∫
0

∞∫
0

r2
er2

hdredrh

2l1 + 1
Φ(re, rh)|Rnl(re)|2|Rn′l′(rh)|2

l1∑
m1=−l1

(
Y ∗l1m1

)l′m′

l′m′ (Yl1m1)
lm
lm. (18)

Тут (Yl1m1)
lm
lm — частковий випадок вiдомих iнтеґра-

лiв вiд добутку трьох сферичних функцiй [5].
У цьому ж наближеннi слабо взаємодiючих елект-

ронiв i дiрок час життя екситона знаходимо з мiрку-
вань, що пiвширина енерґетичної смуги є адитивною
величиною, а тому

(
τnlm
n′l′m′

)−1
= τ−1

nlm + τ−1
n′l′m′ . (19)

Наведенi аналiтичнi результати дають розв’язок за-
дачi про нижню частину спектра, часiв життя та хви-
льових функцiй екситонiв у простiй вiдкритiй сфе-
ричнiй наносистемi, але лише при умовi сумiрности
радiуса екситона з величиною радiуса квантової точ-

ки. У протилежному разi потрiбно розглядати iнший
граничний випадок, а саме, що екситон є однiєю квазi-
частинкою з масою, яке дорiвнює сумi мас електрона
й дiрки у вiдповiдних середовищах, а тому для нього
справедливою є теорiя, розвинута для окремої квазi-
частинки у простiй наносистемi [2].

III. АНАЛIЗ СПЕКТРА Й ЧАСIВ ЖИТТЯ
ЕКСИТОНА У ВIДКРИТIЙ НАНОСИСТЕМI

HgS/CdS/HgS

Розрахунок спектра й часiв життя екситонiв вико-
нано згiдно з наведеною теорiєю для вiдкритої сфе-
ричної наногетеросистеми HgS/CdS/HgS, параметри
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якої [1] добре задовольняють умови застосовности
розвинутої теорiї. Докладний аналiз залежности елек-
тронного й дiркового спектрiв цiєї наносистеми вiд її
геометричних розмiрiв для кiлькох початкових зна-
чень квантових чисел n i l здiйснено в цитованiй пра-

цi. Тому тут ми обмежимося лише аналiзом власти-
востей Ee,h

nl i τe,h
nl уже в достатньо широкому спектрi

значень n i l, якi охоплять головнi особливостi цих ве-
личин, а потiм детально зупинимось на геометричних
залежностях екситонного спектра й часiв життя.
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Рис. 1. Залежнiсть Ee
nl та lg τe

nl вiд квантових чисел (n, l) при ∆ = 4, 8aCdS, r0 = 30aHgS. • — пiдбар’єрнi, · —
надбар’єрнi стани.

На рис. 1 наведено результати розрахунку елект-
ронного спектра та часу життя при двох значеннях
товщини шару-бар’єра в широких iнтервалах значень
квантових чисел n i l. З рис. 1 добре видно основнi
властивостi Ee

nl, τe
nl. Вони такi.

Зi збiльшенням величини обох квантових чисел n, l
енерґiї електронiв (дiрок) у квазiстацiонарних станах
зростають, а часи життя зменшуються незалежно вiд
розмiрiв ям i бар’єрiв. При цьому залежнiсть енерґiй
обох квазiчастинок плавна, слабоквадратична (май-
же лiнiйна) як у пiдбар’єрнiй, так i в надбар’єрнiй
дiлянках енерґiй. У пiдбар’єрнiй дiлянцi спектр не-
чутливий до товщини бар’єра, а в надбар’єрнiй — вiн
змiщується в дiлянку менших енерґiй зi збiльшенням
товщини бар’єра.

З рис. 1 видно цiкавi особливостi в залежностях
енерґiй та часiв життя вiд обох квантових чисел (n,
l). Так в околi енерґiй порядку висоти потенцiяльного
бар’єра залежнiсть Ee

nl вiд nl є плавною, а в залеж-
ностi lg τe

nl спостерiгаємо тим бiльший перепад, чим
бiльша товщина бар’єра й величина ефективної маси
квазiчастинки. Отже, вiдзначивши дiлянку переходу
в залежностi τnl вiд l при фiксованому значеннi n i ви-
значивши вiдповiдне значення Enl, можна отримати
оцiнку величини енерґiї потенцiяльного бар’єра, якщо

вона невiдома.
На рис. 2 показано розраховану залежнiсть енер-

ґiї взаємодiї екситонних електрона й дiрки (Enele
nhlh

) вiд
квантових чисел у кiлькох станах. Як видно, ця за-
лежнiсть є не простою, бо зi змiною le, lh при фiксо-
ваних значеннях ne,nh, величина Enele

nhlh
може як збiль-

шуватися, так i зменшуватися, хоча сама величина
Enele

nhlh
при цьому суттєво не змiнюється (перебуває в

межах 5–8 меВ).
На рис. 3–4 наведено розрахованi залежностi енер-

ґiй екситонних станiв Enele
nhlh

та часiв життя τnele
nhlh

вiд
розмiрiв ядра (r0) при фiксованих значеннях товщини
(∆) шару-бар’єра. Для того, щоб виявити особливостi
Enele

nhlh
i τnele

nhlh
при малих i великих значеннях кванто-

вих чисел (а вони рiзнi), наведено по два рисунки, з
яких цi особливостi добре видно.

Зi всiх цих рисункiв видно, що незалежно вiд вели-
чин ne,h i le,h в дiлянцi високих значень екситонних
енерґiй спостерiгаємо антикросинґ, а в дiлянцi малих
енерґiй — плавне зменшення енерґiй зi збiльшенням
радiуса (r0) КЯ. Цей антикросинґ є проявом елек-
тронного чи дiркового аналога, причини якого були
докладно аналiзованi в працях [5, 6] (це прояви наяв-
них у наносистемi двох складових: ядра-ями i шару-
бар’єра).
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Рис. 2. Залежнiсть енерґiї взаємодiї екситонних електрона й дiрки вiд квантових чисел у кiлькох станах.

0 5 10 15 20 25

1

2

3

4

5

6

0 5 10 15 20 25

0

1

2

3

4

5

6

5

4

3

2
1

5

4

3
2
1

1

1  E10

r, aHgS

n e0 ne e

ne e

2

2

 E11

0 5 10 15 20 25

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0 5 10 15 20 25

0,00

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

r, aHgS

n e2
τ

0 5 10 15 20 25

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0 5 10 15 20 25

0,00

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0,06

r, aHgS

n e1
τ

0 5 10 15 20 25

1

2

3

4

5

6

0 5 10 15 20 25

0

1

2

3

4

5

6

r, aHgS
0 5 10 15 20 25

1

2

3

4

5

6

0 5 10 15 20 25

0

1

2

3

4

5

6

r, aHgS

n e2

0 5 10 15 20 25

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0 5 10 15 20 25

0,00

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

1

ne e

ne eτ10

n e0

r, aHgS

τ

54321

5432

2

1

τ11

2

1

Рис. 3. Залежнiсть Enele
10 , Enele

11 та τnele
10 , τnele

11 вiд r0 при ∆ = 6aCdS i l = 0, 1, 2.

347



М. В. ТКАЧ, Ю. О. СЕТI, Р. Б. ФАРТУШИНСЬКИЙ

0 5 10 15 20 25

1

2

3

4

5

6

0 5 10 15 20 25

0

1

2

3

4

5

65

4

3
2
1

5

4

3
2
1

 E40

r, aHgS

n e0

1
1

2

2 ne e

ne e

 E41

0 5 10 15 20 25

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0 5 10 15 20 25

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5
τ

    21
4111

    21
4111

    12
4011

4011

r, aHgS

n e1

0 5 10 15 20 25

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0 5 10 15 20 25

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

τ

    32
    22
4112

4112

    22
4012

4012

r, aHgS

n e2

0 5 10 15 20 25

1

2

3

4

5

6

0 5 10 15 20 25

0

1

2

3

4

5

6

r, aHgS

n e2

0 5 10 15 20 25

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0 5 10 15 20 25

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

ne eτ40

    30
    20
4110

    20
4110

    30
    20
4010

    20
4010

r, aHgS

ne eτ41

2

1

2

1

n e0
τ

0 5 10 15 20 25

1

2

3

4

5

6

0 5 10 15 20 25

0

1

2

3

4

5

6

r, aHgS

n e1

Рис. 4. Залежнiсть Enele
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41 вiд r0 при ∆ = 6aCdS i l = 0, 1, 2.

Залежностi часiв життя вiд r0 суттєво вiдрiзняєть-
ся у двох випадках, коли або ne, або nh малi (рис. 3),
коли обоє з цих чисел досить великi (рис. 4). Хоча в
околi антикросинґiв кривi τnele

nhlh
завжди мають макси-

муми, але якщо при малих значеннях одного iз кван-
тових чисел (ne чи nh) пiки на кривих не збiгаються
(рис. 3), то при великих значеннях ne чи nh спостерi-
гаємо ефект поступового збiгу часiв життя у станах з

меншими числами ne зi станами з бiльшими значення-
ми ne при однакових l зi збiльшенням r0 (рис. 4). От-
же, при достатньо великих значеннях квантового чис-
ла nh часи життя екситонiв у дiлянках антикросинґу
збiгаються, тобто виникає своєрiдний ефект “квазiви-
родження часiв життя” для рiзних ne при фiксованих
значеннях le.
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ELECTRON, HOLE AND EXCITON SPECTRA AND WAVE FUNCTIONS
IN SINGLE OPENED SPHERICAL NANOHETEROSYSTEM

M. V. Tkach, Ju. O. Seti, R. B. Fartushynsky
Chernivtsi National University, Department for Theoretical Physics,

2 Kotsiubynsky St., Chernivtsi, UA–58012, Ukraine
e-mail: theorphys@chnu.cv.ua

The theory of electron, hole and exciton quasistationary spectra and lifetimes is established in the framework
of rectangular potential wells and effective mass approximation for a single spherical semiconductor nanosystem.
For the nanosystem HgS/CdS/HgS there have been performed the calculations and analysis of the peculiarities of
energy spectra in the wide range of energies and respective lifetimes of excitons. It is shown that when the sizes
of the nanosystem are not bigger than twenty–thirty lattice constants, a dependence of the low energy part of
exciton spectra and lifetimes on the radius of quantum dot is similar for the different quantum numbers of the
electron (ne) having a tendency to the “quasidegeneration” of lifetimes.
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