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Запропоновано модель для опису переносу заряду у квазiодновимiрних структурах з вод-
невими зв’язками. Модель ураховує протон–електронну взаємодiю, яка описує змiну заря-
ду йонiв, що формують водневий зв’язок при змiщеннi протона на зв’язку, i скорельований
протон–електронний перенос. У наближеннi молекулярного поля (МП) розраховано зонний
електронний спектр моделi; знайдено середнє число електронiв на вузлi залежно вiд значення
хемiчного потенцiялу µ. Розраховано частоту тунелювання протона на зв’язку, перенормовану
за рахунок взаємодiї протона з середнiм полем електронної пiдсистеми. Установлено, що сис-
тема з водневими зв’язками може перебувати в трьох режимах iз рiзною шириною електронної
зони й суттєво рiзним значенням ефективної частоти тунелювання протона Ωeff . Отримано
частотну залежнiсть дiйсної частини провiдности. При фiксованому значеннi хемiчного потен-
цiялу µ = const установлено можливiсть, залежно вiд значення µ, переходiв мiж однорiдними
фазами з рiзними електронними концентрацiями n. При заданому середньому значеннi n вiд-
бувається розшарування системи на фази з рiзною шириною електронної зони, рiзними n i
Ωeff , а також рiзними електронними провiдностями.
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I. ВСТУП

Дослiдженню явища транспорту в системах з вод-
невими зв’язками останнiм часом придiляється особ-
ливо велика увага. Це й розвиток експериментальних
дослiджень, i пошук та вивчення фiзичних механiз-
мiв такого транспорту, аналiз особливостей термоди-
намiки та енерґетичного спектра цих систем. Якщо
ранiше явище транспорту пов’язували з перемiщен-
ням протонiв уздовж водневих зв’язкiв чи перескока-
ми мiж зв’язками, то останнiм часом як експеримен-
тально [1–8], так i на основi квантово-хемiчних розра-
хункiв [9] установлено значну кореляцiю мiж перемi-
щенням протонiв i змiною електронних станiв систе-
ми. Це дає змогу зробити висновок про наявнiсть коо-
перативного протон–електронного транспорту (ПЕТ)
[1, 7]. У попереднiй нашiй працi [10] запропоновано
псевдоспiн–електронну модель для опису переносу за-
ряду на окремому комплексi з водневим зв’язком. Мо-
дель ураховує як скорельований протон–електронний
перенос, так i протон–електронну взаємодiю, яка опи-
сує зсув електронних рiвнiв йонiв, що формують вод-
невий зв’язок, зокрема йонiв кисню, при змiщеннi
протона на зв’язку. Отримано енерґетичний спектр
моделi. Показано, що основний енерґетичний стан мо-
делi змiнюється залежно вiд спiввiдношення мiж па-

раметрами тунелювання протона на зв’язку Ω, елек-
тронного переносу t, константи протон–електронної
взаємодiї g i визначається також розташуванням хе-
мiчного потенцiялу µ в умовах, коли iснує термостат
електронiв, сформований оточенням, iз яким комп-
лекс є в рiвновазi. Установлено, що для певних µ iс-
нують критичнi значення Ω, при яких змiнюється се-
реднє число електронiв на комплексi, що впливає на
його зарядовий стан. Для дослiдження динамiки мо-
делi розрахували комплексну динамiчну провiднiсть.
Дiйсна частина провiдности σ(ω) має вигляд сукуп-
ности певного числа δ-пiкiв, iнтенсивностi яких зале-
жать вiд температури й середнього числа електронiв
на зв’язку, а позицiї визначаються значеннями пара-
метрiв g, Ω, t. Для спрощеної псевдоспiн–електронної
моделi (t = 0) на частотнiй залежностi Reσ(ω) отри-
мано два пiки (максимуми). Один iз них пов’язаний iз
протонним тунелюванням на зв’язку, значення iншо-
го значною мiрою визначається константою g протон–
електронного зв’язку. Це ще одна можлива iнтерпре-
тацiя отриманих експериментально двох пiкiв провiд-
ности. Ранiше їх трактували як частоти тунелювання
протона на зв’язку й перескоки протона мiж зв’язка-
ми, що часто пов’язане з реорiєнтацiями йонних груп.
У цiй статтi запропонована модель поширюється на
квазiодновимiрнi структури, що мiстять ланцюжки з
водневими зв’язками.
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II. ГАМIЛЬТОНIЯН КВАЗIОДНОВИМIРНОЇ СТРУКТУРИ З ВОДНЕВИМИ ЗВ’ЯЗКАМИ.
НАБЛИЖЕННЯ МОЛЕКУЛЯРНОГО ПОЛЯ

Згiдно iз запропонованою ранiше моделлю [10], гамiльтонiян квазiодновимiрної структури, що мiстить лан-
цюжки з водневими зв’язками, матиме вигляд:

Heff =
∑

l

∑
i,σ

((ε− µ)niσ(l) + g(niσ(l)− ni+1,σ(l))Sz
i (l))

+
∑
l,l′

∑
i,j,σ

ti(l),j(l′)(a+
iσ(l)aj,σ(l′) + a+

j,σ(l′)aiσ(l))

+
∑

l

∑
i,σ

ΩS+
i (l)

(
− 1

2
sin 2ϕ0(niσ(l) + ni+1,σ(l)) (2.1)

+ cos2 ϕ0a
+
i+1,σ(l)aiσ(l) + sin2 ϕ0a

+
iσ(l)ai+1,σ(l)) + k.c.

)
−

∑
l,l′

∑
i,j

Ji(l),j(l′)S
z
i (l)Sz

j (l′).

Тут видiлено сумування вздовж ланцюжкiв, iндек-
си i, j; i сумування по ланцюжках, iндекс l. Опера-
тор псевдоспiна Ŝi описує стани протона у двомiнi-
мумному потенцiялi на водневому зв’язку. Домiну-
ючим вважається перенос уздовж водневих зв’язкiв
t = ti(l),i+1(l).

sin 2ϕ0 = − t

∆t
; ∆t =

√
∆2

0 + t2, (2.2)

де ∆0 — зсув електронного рiвня йонiв, що формують
водневий зв’язок при змiщеннi протона iз середини
зв’язку в одне з рiвноважних положень; niσ — опера-
тор електронної заселености i-го вузла ланцюжка, σ
— спiн електрона, µ — хемiчний потенцiял електронiв.

Другий доданок у гамiльтонiянi (2.1) з параметром
g описує протон–електронну взаємодiю. Подiбний до-

данок gSz
∑
niσ використовують при описi локально

ангармонiчних явищ у високотемпературних надпро-
вiдниках (ВТНП). Вiн характеризує взаємодiю елек-
тронiв провiдности з пiдсистемою т. зв. апексних йо-
нiв кисню, що можуть мати два положення рiвнова-
ги [11]. У ВТНП ця взаємодiя є одновузловою, ос-
кiльки апексний кисень змiщується перпендикуляр-
но до надпровiдних площин, у нашому випадку вона
зачiпає сусiднi вузли ланцюжкової структури, провiд-
нiсть якої дослiджується.

Третiй доданок у гамiльтонiянi (2.1) (параметр t)
описує електронний перенос. Четвертий описує ско-
рельований протон–електронний перенос, п’ятий —
протон–протонну взаємодiю.

У наближеннi молекулярного поля (МП) гамiльто-
нiян (2.1) запишемо так:

HMF =
∑

l

∑
i,σ

(ε− 2Ωα sin 2ϕ0 − µ)niσ(l)

+ gη
∑

l

∑
i,σ

(niσ(l)− ni+1,σ(l))

+
∑
l,l′

∑
i,j,σ

ti(l),j(l′)
(
a+

iσ(l)aj,σ(l′) + a+
j,σ(l′)aiσ(l)

)
+ Ωα

∑
l

∑
i,σ

(
a+

i+1,σ(l)aiσ(l) + a+
iσ(l)ai+1,σ(l)

)
(2.3)

+ Ωeff
∑

l

∑
i

Sx
i (l)− 4NΩαA+ 2nNΩα sin 2ϕ0

− 2ηJ
∑

l

∑
i

Sz
i (l) + η2NJ.
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Тут уведенi позначення:

A =
1
2
〈a+

i+1,σaiσ + a+
iσai+1,σ〉, (2.4)

η = 〈Sz
i (l)〉,

α = 〈Sx
i (l)〉,

J =
∑
l′

∑
j

Ji(l),j(l′),

Ωeff = 4ΩA− 2nΩ sin 2ϕ0,

n — середня кiлькiсть електронiв на вузлi, N — кiль-
кiсть вузлiв у структурi.

Електронна частина гамiльтонiяна (2.3) дiягоналi-
зується переходом до q-представлення; для дiягоналi-
зацiї спiнової частини здiйснюємо канонiчне перетво-
рення:

Sx
i (l) = S̃x

i (l) cosψ + S̃z
i (l) sinψ,

Sz
i (l) = −S̃x

i (l) sinψ + S̃z
i (l) cosψ,

cosψ = 2ηJ/I, sinψ = Ωeff/I.

У результатi отримаємо

H̃ =
∑
q,σ

[ε(q)− µ]a+
q,σaq,σ − I

∑
l

∑
i

S̃z
i (l)

− 4NΩαA− 2nNΩαt/∆t + η2NJ. (2.5)

Тут

ε(q) = ε+ 2Ωαt/∆t + 2Ωα cos(qza) + 2tq, (2.6)

де a — стала ґратки

tq =
∑

i(l)−j(l′)

ti(l),j(l′) exp[iq(Ri(l) −Rj(l′))],

I =
√

(4AΩ + 2nΩt/∆t)2 + (2ηJ)2. (2.7)

III. ТЕРМОДИНАМIЧНI ВЛАСТИВОСТI
МОДЕЛI

У наближеннi молекулярного поля термодинамiч-
ний потенцiял моделi має вигляд:

Φ = −kT lnZ − 4NΩαA− 2nNΩαt/∆t +NJη2. (3.8)

Тут Z = ZeZsp, де Ze — статистична сума електронної
пiдсистеми, Zsp — псевдоспiнової (протонної),

Zsp = (2 cosh
(

1
2
βI

)
)N , (3.9)

Ze = 2
∏
q

(
1 + e−β[ε(q)−µ]

)
. (3.10)

У режимi µ = const рiвноважний стан системи ви-
значиться з умови мiнiмуму термодинамiчного по-
тенцiялу (∂Φ/∂æ)T,µ = 0, де æ = α, η,A. У режи-
мi n = const — з умови мiнiмуму вiльної енерґiї

(∂F/∂æ)T,µ = 0, де F = Φ + µN . Середня кiлькiсть
електронiв на вузлi n = 〈 1

N

∑
iσ

niσ〉 визначається так:

n = − 1
N

(
∂Φ
∂µ

)
T
. У будь-якому з режимiв записанi ви-

ще умови дають систему рiвнянь для визначення па-
раметрiв α, η,A i хемiчного потенцiялу. Для розв’язку
η = 0 отриману систему рiвнянь перепишемо так:

α = −1
2
I

|I|
th

(
|I|

2kT

)
, (3.11)

A =
1
N

∑
q

cos(qza)
1 + P (µ, α, q)

,

n =
2
N

∑
q

1
1 + P (µ, α, q)

,

η = 0.

Для I отримано такий вираз:

I =
4Ω
N

∑
q

cos(qza) + t/∆t

1 + P (µ, α, q)
, (3.12)

P (µ, α, q) = exp[(ε(q)− µ)/kT ]. (3.13)

З усiх можливих розв’язкiв системи рiвнянь (3.11)
слiд вибрати такi, що дають мiнiмальне значення Φ
чи F . На рис. 1 показано залежнiсть середньої кiль-
кости електронiв n i термодинамiчного потенцiялу Φ
вiд хемiчного потенцiялу. Жирним наведено розв’я-
зок, який забезпечує мiнiмальне значення термоди-
намiчного потенцiялу Φ. Числовi значення парамет-
рiв моделi ми встановили у статтi [10]. З одного боку,
на основi квантово-хемiчних розрахункiв ми отрима-
ли числовi значення характеристик водневого зв’язку,
такi, як висота потенцiяльного бар’єра для протона на
зв’язку, залежнiсть електронних заселеностей орбiта-
лей атомiв, що формують водневий зв’язок, вiд поло-
ження протона та iншi. З другого боку, для цих ве-
личин на основi гамiльтонiяна спрощеної псевдоспiн–
електронної моделi [10] отримано вирази, що мiстять
параметри моделi. У цiй працi використано такий на-
бiр параметрiв: ∆0 = 0.06 eV, g = 0.02 eV, t = 0.05 eV,
Ω = 0.1 eV. Розрахунки також проводили при значен-
нях параметра Ω = 0.12 eV i Ω = 0.01 eV. У таких
випадках значення параметрiв наведено на рисунках.
Як видно з рис. 1, для квазiодновимiрних систем є фа-
зовi переходи зi змiною кiлькости електронiв на вузлi.
При температурах T ≤ 50 K реалiзуються два такi пе-
реходи.

Залежнiсть країв електронної зони вiд хемiчного
потенцiялу µ показано на рис. 2. Значення парамет-
рiв для (a) такi, що приводять до виродження зони в
рiвень при певних значеннях µ.

Залежнiсть ефективної частоти тунелювання про-
тона Ωeff вiд хемiчного потенцiялу показано на рис. 3.
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Рис. 1. Залежнiсть середньої кiлькости електронiв n i термодинамiчного потенцiялу Φ вiд хемiчного потенцiялу µ.
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Рис. 2. Залежнiсть країв електронної зони вiд хемiчного потенцiялу µ. Тонкою лiнiєю показано значення µ.
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Рис. 3. Залежнiсть ефективної частоти тунелювання протона Ωeff вiд хемiчного потенцiялу µ.
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Отриманi результати (рис. 1, 2, 3) вказують на те,
що квазiодновимiрна система з водневими зв’язками
може перебувати в трьох режимах. При цьому маємо
рiзну ширину електронної зони й суттєво рiзнi зна-
чення ефективної частоти тунелювання протона.

При µ = const в точцi фазового переходу спiвiсну-
ють фази з електронними концентрацiями n1 i n2, мiж
якими вiдбувається стрибок при фазовому переходi.
При n = const для n1 < n < n2 наявне розшарування
системи на згаданi вище фази. Нестабiльнiсть щодо
фазового розшарування пiдтверджується поведiнкою
хемiчного потенцiялу як функцiї n (наявнiсть дiля-
нок з ∂µ

∂n < 0). Для Ω = 0.12 eV маємо n1 = 0.412,
n2 = 0.941, для Ω = 0.1 eV n1 = 0.572, n2 = 1.184.

Залежностi країв електронної зони й ефективної
частоти тунелювання протона Ωeff вiд середньої кiль-
кости електронiв на вузлi n показано вiдповiдно на
рисунках 4 i 5.

Рис. 4. Залежнiсть країв електронної зони вiд середньої
кiлькости електронiв n; наведено також значення хемiчно-
го потенцiялу µ; t = 0.05 eV, Ω = 0.12 eV, T = 300 K.

Рис. 5. Залежнiсть ефективної частоти тунелюван-
ня протона Ωeff вiд середньої кiлькости електронiв n;
t = 0.05 eV, Ω = 0.12 eV, T = 300 K.

При малих значеннях Ω дiлянка [n1, n2] звужуєть-
ся i при певному значеннi Ω0 зникає. Зокрема для
Ω = 0.01 eV (при T = 300 К) залежнiсть n = n(µ)
є плавною i можливостi фазових переходiв немає. Ре-
зультати розрахункiв характеристик системи для та-
кого випадку показанi на рисунках 6 i 7.

Рис. 6. Залежнiсть країв електронної зони вiд середньої
кiлькости електронiв n; наведено також значення хемiчно-
го потенцiялу µ; t = 0.05 eV, Ω = 0.01 eV, T = 300 K.

Рис. 7. Залежнiсть ефективної частоти тунелюван-
ня протона Ωeff вiд середньої кiлькости електронiв n;
t = 0.05 eV, Ω = 0.01 eV, T = 300 K.

Слiд зауважити, що отримана картина фазових пе-
реходiв i розшарувань на рiзнi фази стосується сис-
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тем iз водневими зв’язками з частково заповненою
електронною зоною. Можливо, до таких об’єктiв на-
лежать галогенозв’язанi металевi комплекси [1], еле-
ментом структури яких є сiтка водневих зв’язкiв, що
з’єднує ланцюжки галогенозв’язаних атомiв металу.
Проте залишається вiдкритим питання, чи електрон-
на провiднiсть можлива лише в ланцюжках, чи вона є
i в сiтцi водневих зв’язкiв. Стосовно кристалiв з вод-
невими зв’язками типу KDP, то це добрi дiелектрики,
i на отриманих графiках вони попадають або в крайнє
лiве (n = 0), або в крайнє праве (n = 2) положення, i
переходiв, отриманих для промiжних n, в цих систе-
мах спостерiгати не будемо.

IV. ДИНАМIЧНА ПРОВIДНIСТЬ
ЛАНЦЮЖКОВОЇ СТРУКТУРИ
З ВОДНЕВИМИ ЗВ’ЯЗКАМИ

Розраховували динамiчну провiднiсть ланцюжка з
водневими зв’язками згiдно з формулою Кубо [12]

σ(ω, T ) =
1
Na

∞∫
0

dt exp[i(ω + iε)t] (4.14)

×
β∫

0

dλ〈ĵ(t− i~λ)ĵ(0)〉,

де ĵ — оператор густини струму,

ĵ(0) =
i

~
[Ĥ, d̂], (4.15)

d̂ — оператор дипольного моменту системи,

d̂ = (−e)
∑

l

∑
i

Ri(l)ni(l) + zeff
H δ

∑
l

∑
i

Sz
i (l),

що включає електронну й псевдоспiнову (йонну) скла-
довi. Тут δ — вiдстань мiж рiвноважними положення-
ми протона на зв’язку, δ ≈ 0.40 Å. Згiдно з квантово-
хемiчними розрахунками, ефективний заряд водню
zeff
H дорiвнює zeff

H ≈ 0.25e

j(t) = e
i
~ Htj(0)e−

i
~ Ht. (4.16)

У наближеннi молекулярного поля оператор густи-
ни струму роздiляється на суму електронного i про-
тонного (псевдоспiнового) доданкiв

ĵ = ĵe + ĵsp. (4.17)

Для цих складових на основi рiвняння (4.15) отрима-
но такi вирази:

ĵe(0) = −2e
~

∑
q

∂ε(q)
∂qz

a+
q aq (4.18)

=
4e
~

∑
q

(Ωα+ t) sin(aqz)a+
q aq,

ĵsp(0) =
i

2
δ

~
Izeff

H

∑
l

∑
i

(S−i (l)− S+
i (l)). (4.19)

Розрахунок кореляцiйних функцiй у виразi (4.14) з
використанням теореми Вiка дає такi вирази для ре-
альної частини провiдности:

σ = σe + σsp, (4.20)

де електронний доданок має такий вигляд:

σe(ω) =
16πe2

Na~2
(Ωα+ t)2β

∑
q

eβ(ε(q)−µ) sin2(qza)
(1 + eβ(ε(q)−µ))2

δ(ω).

(4.21)
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Рис. 8. Залежнiсть електронної складової провiдности вiд хемiчного потенцiялу.
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Отже, у наближеннi молекулярного поля отримує-
мо лише зонну, статичну електронну провiднiсть. Для
опису частотної залежности динамiчної провiдности
необхiдно вийти за межi наближення середнього по-
ля, урахувати явнi механiзми розсiяння.

Для протонної провiдности маємо:

σsp(ω) =
π

a

(
δ

2~
zeff
H

)2

|I|1− e−β|I|

1 + e−β|I| (4.22)

× (δ(ω − |I|/~) + δ(ω + |I|/~)) .

Отримано один пiк (максимум) у частотнiй залеж-
ностi σsp(ω) на перенормованiй частотi тунелювання
протона Ωeff .

На рис. 8 , 9 i 10 зображено залежнiсть електронної
складової провiдности σe вiд хемiчного потенцiялу й
вiд електронної заселености вiдповiдно (σe подано у
вiдносних одиницях).

Рис. 9. Залежнiсть електронної складової провiднос-
ти вiд середньої кiлькости електронiв n; t = 0.05 eV,
Ω = 0.12 eV, T = 300 K.

Як видно з рисункiв 4, 5 i 9, для n = const в промiж-
ку n1 < n < n2 (Ω = 0.12 eV) вiдбувається розшару-
вання системи на фази з рiзною шириною електронної
зони рiзними n i Ωeff , а також рiзними електронними
провiдностями.

Рис. 10. Залежнiсть електронної складової провiднос-
ти вiд середньої кiлькости електронiв n; t = 0.05 eV,
Ω = 0.01 eV, T = 300 K.

V. ВИСНОВКИ

Запропоновано псевдоспiн–електронну модель для
опису скорельованого протон–електронного переносу
заряду у квазiодновимiрних системах iз водневими
зв’язками.

Установлено, що система з водневими зв’язками мо-
же перебувати в трьох режимах з рiзною шириною
електронної зони й суттєво рiзним значенням ефек-
тивної частоти тунелювання протона Ωeff .

Отримано частотну залежнiсть дiйсної частини
провiдности. У наближеннi молекулярного поля її
електронна складова є лише зонною, статичною, тодi
як протонна складова має пiк на частотi протонного
тунелювання Ωeff .

При фiксованому значеннi хемiчного потенцiялу
µ = const установлено можливiсть, залежно вiд зна-
чення µ, переходiв першого роду мiж однорiдними
фазами з рiзними електронними концентрацiями n.
При заданому середньому значеннi n вiдбувається
розшарування системи на фази з рiзною шириною
електронної зони, рiзними n i Ωeff , а також рiзними
електронними провiдностями.

Робота виконана за часткової пiдтримки фонду
ДФФД Мiнiстерства науки i освiти України, проєкт
№ 02.07/266.
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DYNAMICS OF CHARGE TRANSFER IN QUASI-ONE-DIMENSIONAL
HYDROGEN-BONDED STRUCTURES

I. V. Stasyuk1, R. Ya. Stetsiv1, R. Ya. Yurechko2

1Institute for Condensed Matter Physics, National Academy of Sciences of Ukraine,
1, Svientsitskii St., Lviv, UA–79011, Ukraine
2National University “Lvivska Politekhnika”,
12, Bandera St., Lviv, UA–79013, Ukraine

The model for the description of the charge transfer in quasi-one-dimensional hydrogen-bonded structures
is proposed. The model includes the proton–electron interaction that indicates the charge changes of the ions
forming the hydrogen bond, which are caused by proton shifts on the bond, and the cooperative proton–electron
transfer. The band electron spectrum is calculated in the mean field approximation (MFA). The mean number of
electrons on site depending on the value of the chemical potential µ is obtained. The proton tunnelling frequency,
renormalized by the interaction of the proton with the mean field of the electron subsystem is calculated. It is
established that the hydrogen-bonded system can be found in three regimes with different width of electron band
and essentially different values of the effective proton tunnelling frequency Ωeff . The frequency dependence of
the real part of conductivity is obtained. The possibility of the phase transitions like the transformation between
uniform phases with different electron concentration n is established depending on the value of the chemical
potential µ. The separation of the system into the phases with different width of the electron band, different n

and Ωeff as well as different electron conductivity at the given average electron concentration is obtained.
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