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На основi методу вiдокремлення змiнних визначено елiптичний iнтеґрал руху в плоскiй
задачi двох кулонiвських центрiв (Z1eZ2)2 . Асимптотичними методами проаналiзовано дис-
кретний спектр задачi (Z1eZ2)2 в межi об’єднаного атома (R � 1). Отримано асимптотичнi
розклади для квантового дефекту та енерґетичних термiв системи (Z1eZ2)2 при малих мiж-
центрових вiдстанях R з точнiстю до членiв O

`
R6

´
. Вивчено питання про вплив фактора

розмiрности на енерґетичний спектр молекулярного йона водню H+
2 .
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I. ВСТУП

Поведiнка воднеподiбного атома (e, Z1) поверхне-
вого шару в полi сусiднього заряду Z2 характери-
зується гамiльтонiяном (в атомнiй системi одиниць,
e = ~ = m = 1)

Ĥ = −∆r
2
− Z1

r1
− Z2

r2

плоскої задачi двох кулонiвських центрiв (скорочено
задача (Z1eZ2)2 ); тут r1, r2, r — двовимiрнi радiус-
вектори електрона, якi вiдраховуються вiд ядер i се-
редини мiж’ядерної вiдстанi R вiдповiдно, а ∆r - дво-
вимiрний оператор Лапласа за декартовими коорди-
натами x, y електрона: r = (x, y). Зауважимо, що у
вибранiй системi одиниць одиницею довжини буде ра-
дiус Бора. Унiкальна властивiсть задачi (Z1eZ2)2 —
можливiсть роздiлення змiнних в елiптичних коорди-
натах — дає змогу звести її до розв’язку двох звичай-
них диференцiяльних рiвнянь класу Гойна [1–3].

Якщо заряд одного iз центрiв покласти рiвним ну-
левi, тодi плоска система (Z1eZ2)2 переходить у дво-
вимiрний воднеподiбний атом. Це значно спрощує
задачу. Ґрунтовно проаналiзовано двовимiрний атом
водню в полярнiй, параболiчнiй i елiптичнiй системах
координат у працях [4–6]. Прихована симетрiя та мiж-
базиснi розклади в названiй двовимiрнiй моделi роз-
глянуто пiзнiше в статтi [7].

Двовимiрна задача (Z1eZ2)2 є зручним об’єктом
для дослiдження багатьох питань, якi виникають при
вивченнi поверхневих явищ у конденсованих середо-
вищах, а також деяких дефектiв у твердих тiлах [8].
Не виключається також можливiсть того, що до цi-
єї задачi може привести вiдокремлення змiнних у
рiвняннi Шрединґера, яке описує фiзичнi системи в

просторах довiльної розмiрности (див., наприклад,
[9]). Iз порiвняння енерґетичних спектрiв та густи-
ни розподiлу ймовiрностей дво- та тривимiрного йона
молекули водню H+

2 легко встановити роль фактора
розмiрности для двоцентрових систем та його вплив
на фiзичнi спостережуванi закономiрностi.

Але не зважаючи на зрозумiлий iнтерес до цiєї за-
дачi, її досi, наскiльки вiдомо авторам, майже не ви-
вчали [10]. Не iснують i, найiмовiрнiше, не можуть iс-
нувати загальнi методи аналiтичного розв’язку задачi
(Z1eZ2)2 при довiльних значеннях параметрiв Z1, Z2,
R та квантових чисел — на такий висновок наштовху-
ють результати вивчення [1] власних функцiй краєвої
задачi, яка породжена диференцiяльними рiвняння-
ми класу Гойна. Визнання цього факту приводить до
розумiння важливости асимптотичних розкладiв роз-
в’язкiв двовимiрної задачi при великих (R � 1) та
малих (R � 1) мiжцентрових вiдстанях.

Ця праця присвячена аналiзовi асимптотичними
методами дискретного спектра плоскої задачi двох
кулонiвських центрiв у межi об’єднаного атома (R �
1). Цi методи базуються на тих або iнших варiян-
тах теорiї збурень (див. [1,11]) та систематичному ви-
користаннi властивостей симетрiї двовимiрної моделi
(Z1eZ2)2. Усi характернi технiчнi прийоми та алґори-
тми побудови асимптотичних розв’язкiв в околi особ-
ливих точок будуть продемонстрованi на прикладi до-
волi специфiчних для цiєї моделi явищ типу примежо-
вого шару (див., напр., [12], роз. 1.3). Зазначенi особ-
ливостi обґрунтовуються дуже складною поведiнкою
хвильової функцiї поблизу кожного з ядер.

Праця побудована так. У роздiлi II подано потрiб-
ну для подальшого розгляду iнформацiю про елiптич-
ну систему координат. Також методом вiдокремлення
змiнних знайдено елiптичний iнтеґрал руху. В роз-
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дiлi III отримано асимптотичнi формули для влас-
них значень константи вiдокремлення кутового рiв-
няння (2.4) при R → 0 з точнiстю до членiв порядку
O
(
p6
)
. Процедура побудови асимптотичних розкла-

дiв розв’язкiв радiяльного рiвняння (2.3) при малих
R викладена в четвертому роздiлi. Поблизу кожної
особливої точки (ξ = 1 та ξ = ∞) побудовано асимп-
тотичний розклад розв’язку, який задовольняє радiя-
льне рiвняння з точнiстю до малих членiв. У V роздiлi
отримано асимптотичнi розклади для квантового де-
фекту та енерґетичних термiв системи (Z1eZ2)2 при
малих R з точнiстю до членiв O

(
R6
)
. Обчислення на-

ступних членiв розкладiв досить громiздкi та немож-
ливi без використання системи символьних обчислень
Maple [13] або її аналогiв. Розклади за степеням мало-
го розмiрного параметра R надають знайденим фор-
мулам для енерґiї системи (Z1eZ2)2 вельми наочний
вигляд та дозволяють отримати кiлькiсне пояснення
деяких важливих фiзичних ефектiв [1,11]; iз деякими
з них ми ознайомимося в останньому роздiлi.

II. ФОРМУЛЮВАННЯ ЗАДАЧI

Двовимiрна задача двох кулонiвських центрiв у
квантовiй механiцi полягає у визначеннi власних хви-
льових функцiй та власних значень гамiльтонiяна Ĥ
електрона в полi двох нерухомих ядер Z1 та Z2, якi
перебувають у площинi електронного руху xy на вiд-
станi R один вiд одного. У безрозмiрних змiнних рiв-
няння Шрединґера задачi (Z1eZ2)2 має вигляд

ĤΨ(r;R) ≡
(
−1

2
∆r −

Z1

r1
− Z2

r2

)
Ψ(r;R)

= EΨ(r;R). (2.1)

Надалi будемо вважати, що двовимiрний вектор r за-
даний у плоскiй елiптичнiй системi координат (u, ν)
з початком у центрi вiдрiзка R та фокусами на його
кiнцях:

coshu = (r1 + r2)/R, cos ν = (r1 − r2)/R.

Iз цих спiввiдношень випливає, що координатнi лiнiї
u = const та ν = const становлять собою двi сiм’ї
елiпсоїдiв та гiпербол зi спiльними фокусами в точ-
ках (−R/2, 0) i (R/2, 0).

Елiптичнi координати є найзагальнiшими ортого-
нальними координатами на площинi. Вони включа-
ють розмiрний параметр R, при прямуваннi якого до
нуля (R → 0) або до нескiнченности (R → ∞) елiп-
тичнi координати вироджуються в полярнi та пара-
болiчнi [6].

Прямокутнi координати електрона (x, y) пов’язанi
з елiптичними координатами (u, ν) формулами:

x =
R

2
coshu cos ν, y =

R

2
sinhu sin ν, (2.2)

0 ≤ u < ∞, 0 ≤ ν < 2π.

Часто, замiсть координат u, ν, за допомогою триго-
нометричних пiдстановок уводять змiннi ξ, η

ξ = cosh u, 1 ≤ ξ < ∞, η = cos ν, −1 ≤ η ≤ 1.

Елiптичнi координати є природним iнструментом
вивчення плоскої задачi двох кулонiвських центрiв.
Пiдстановка Ψ(r;R) = Π(u)Ξ(ν) зводить рiвняння в
частинних похiдних (2.1) до двох звичайних диферен-
цiяльних рiвнянь

[
d2

du2
+ 2pα coshu− p2

(
cosh2 u− 1

)
− λ

]
Π(p, α;u) = 0, (2.3)[

d2

dν2
+ 2pβ cos ν − p2

(
1− cos2 ν

)
+ λ

]
Ξ(p, β; ν) = 0, (2.4)

у яких λ — константа вiдокремлення в елiптичних координатах, а

p = (R/2)(−2E)1/2, α = (Z2 + Z1)(−2E)−1/2,

β = (Z2 − Z1)(−2E)−1/2. (2.5)

Можливiсть вiдокремлення змiнних у двовимiрнiй задачi (Z1eZ2)2 в елiптичних координатах зумовлена iс-
нуванням додаткового елiптичного iнтеґрала руху Λ̂. Покажемо це, побудувавши iнтеґрал Λ̂ за допомогою
наведених вище звичайних диференцiяльних рiвнянь (2.3), (2.4). Виключивши з них енерґетичний параметр
p2, отримаємо вираз для оператора Λ̂ у диференцiяльнiй формi:

Λ̂ =
1

cosh2 u− cos2 ν

[
sin2 ν

∂2

∂u2
− sinh2 u

∂2

∂ν2
+ 2pα coshu sin2 ν − 2pβ cos ν sinh2 u

]
. (2.6)
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Власним значенням цього оператора є константа вi-
докремлення λ, а власними функцiями — розв’язки
рiвняння (2.1). Оператор Λ̂ комутує з гамiльтонiяном
Ĥ задачi (Z1eZ2)2 , тому оператори Ĥ та Λ̂ можуть
бути дiягоналiзованi одночасно. Це представлення й
вiдповiдає вiдокремленню змiнних в елiптичних коор-
динатах.

Для рiвнянь (2.3), (2.4) зручно розглянути крайо-
вi задачi з умовами обмежености функцiй Π(p, α;u),
Ξ(p, β; ν) на кiнцях вiдповiдних промiжкiв, уважаю-
чи p, α, β – незалежними параметрами, а λu(p, α),
λν(p, β) – спектральними параметрами. Власнi функ-
цiї таких задач будемо називати вiдповiдно радiяль-
ними та кутовими кулонiвськими елiптичними фун-
кцiями (РКЕФ, ККЕФ). Пара одновимiрних крайо-
вих задач для РКЕФ i ККЕФ еквiвалентна початко-
вiй задачi (2.1) при умовi рiвности власних значень
λu(p, α) = λν(p, β) = λ iз урахуванням зв’язку p, α, β
з параметрами E, Z1, Z2, R.

Для побудови асимптотичних розкладiв задачi
(Z1eZ2)2 при малих мiжцентрових вiдстанях R нам
потрiбнi такi розклади РКЕФ Π(p, α;u) i ККЕФ
Ξ(p, β; ν) за малим параметром p:

Π(p, α;u), p → 0, (2.7)
Ξ(p, β; ν), p → 0. (2.8)

Розклади (2.8) можна побудувати за допомогою зви-
чайної теорiї збурень за малим параметром p (див.,
наприклад, [11]). Складнiшим виявляється асимпто-
тичний аналiз радiяльного рiвняння (2.3). Ускладнен-
ня пов’язане з наявнiстю в рiвняннi (2.3) двох рiзних
масштабiв вiдстаней (один з яких — масштаб приме-
жового шару). Наявнiсть двох масштабiв указує на
складну структуру розкладiв енерґiї та константи вi-
докремлення за малим параметром p. Кiнцевi резуль-
тати (див. роздiл V) мiстять члени двох рiзних типiв:
звичайнi степеневi ряди за R та логарифмiчнi члени,
якi вказують, що енерґiя не є аналiтичною функцiєю
R. Ситуацiя подiбна до тiєї, що характерна для тра-
дицiйної тривимiрної задачi Z1eZ2 [14].

Нашi дослiдження радiяльного рiвняння (2.3) базу-
ються на працi [14], у якiй уперше вивчено асимптоти-
ки кулонiвських сфероїдальних функцiй при малому
скейлiнґовому параметрi p. Систематичне застосуван-
ня цiєї технiки до граничних задач для рiвнянь класу
Гойна див. у працi [15] та монографiї [1].

III. АСИМПТОТИЧНI РОЗКЛАДИ ККЕФ
I КОНСТАНТИ ВIДОКРЕМЛЕННЯ

Рiвняння (2.4) належить до класу звичайних дифе-
ренцiяльних рiвнянь iз перiодичними коефiцiєнтами.
За допомогою пiдстановки

Ξ(p, β; ν) = e−p cos νW (p, β; ν) (3.9)

i замiни змiнних ν = 2ζ воно зводиться до рiвняння
Айнса [16]

[
d2

dζ2
+ 4p sin(2ζ)

d

dζ
+ 4p(1 + 2β) cos(2ζ) + 4λν

]
×W (p, β; ν) = 0. (3.10)

У загальному випадку фiзично допустимi розв’язки
рiвняння (3.10) можна розкласти у тригонометричнi
ряди

W
(+)
l (ν) =

∞∑
n=0

an cos(2nζ), (l ≥ 0), (3.11)

W
(−)
l (ν) =

∞∑
n=0

bn sin[(2n + 2)ζ], (l ≥ 1). (3.12)

Функцiї W
(+)
l (ν) та W

(−)
l (ν) у цих розкладах є вiдпо-

вiдно парними або непарними щодо замiни ν → −ν.
Пiдставляючи розклади (3.11) у рiвняння (3.10),

пiсля деяких елементарних перетворень отримуємо
тричленнi рекурентнi спiввiдношення мiж коефiцiєн-
тами an:

2λ
(+)
νl a0 + p(2β − 1)a1 = 0,

2p(2β + 1)a0 + 2
(
λ

(+)
νl − 1

)
a1 + p(2β − 3)a2 = 0, (3.13)

p(2β + 2n− 1)an−1 + 2
(
λ

(+)
νl − n2

)
an

+p(2β − 2n− 1)an+1 = 0, (n ≥ 2).

Скiнченнi у всiх точках фiзичної дiлянки (2.2) та
перiодичнi з перiодом 2π розв’язки W

(±)
l (ν) рiвняння

(3.10) iснують тiльки при певних значеннях констант
вiдокремлення λν = λ

(±)
νl (p, β). Асимптотичнi розкла-

ди для коефiцiєнтiв an, bn та власних значень λ
(±)
νl в

наближеннi об’єднаного атома (p → 0) можна побу-
дувати за допомогою варiянта теорiї збурень, викла-
деного в працi [14]. Процедура побудови коефiцiєнтiв
an розкладу (3.11) базується на формальному рядi

an = p|n−l|
∞∑

j=0

[an]2j p2j , al = 1. (3.14)

Аналогiчнi розклади за степенями малого параметра
p будемо використовувати i для власних значень кон-
станти вiдокремлення:

λ
(+)
νl =

∞∑
j=0

[
λ

(+)
νl

]
2j

p2j . (3.15)

Пiдставляючи розклади (3.14), (3.15) у (3.13) та при-
рiвнюючи до нуля коефiцiєнти при однакових степе-
нях p, ми отримуємо систему рiвнянь щодо коефiцiєн-
тiв [an]2j ,

[
λ

(+)
νl

]
2j

. Розв’язання цiєї системи зводиться

до рекурентної алґебраїчної процедури, яка дає змогу
визначити як коефiцiєнти [an]2j розкладу (3.14), так i

коефiцiєнти
[
λ

(+)
νl

]
2j

розкладу (3.15) власних значень

λ
(+)
νl за малим параметром p. Наведемо тут лише час-

тину отриманих результатiв:

3



Д. БОНДАР, В. ЛАЗУР, М. ГНАТIЧ

λ
(+)
ν0 = −1

2
(
4β2 − 1

)
p2 +

1
32
(
4β2 − 1

) (
28β2 + 1

)
p4 + O

(
p6
)
, (3.16)

λ
(+)
ν1 = 1 +

(
5
3
β2 +

1
4

)
p2 +

(
−763

216
β4 +

121
144

β2 − 1
128

)
p4 + O

(
p6
)
, (3.17)

λ
(+)
ν2 = 4 +

(
2
15

β2 +
1
2

)
p2 +

(
433

13500
β4 − 31

360
β2 +

5
192

)
p4 + O

(
p6
)
, (3.18)

λ
(+)
νl = l2 +

4β2 + 4l2 − 1
2(4l2 − 1)

p2 +
(320l2 + 112)β4 − 24(4l2 − 1)2β2 + (4l2 − 1)3

32(l2 − 1)(4l2 − 1)3
p4 + O

(
p6
)
, (l ≥ 3). (3.19)

Асимптотичнi розклади для λ
(−)
νl (p, β) при p → 0

можна отримати аналогiчно, як i для парних власних
значень константи вiдокремлення λ

(+)
νl (p, β). А саме,

пiдставляючи розклади (3.12) у рiвняння (3.10), ми
приходимо до рекурентних спiввiдношень мiж коефi-
цiєнтами bn:

2
(
λ

(−)
νl − 1

)
b0 + p(2β − 3)b1 = 0,

p(2β + 2n + 1)bn−1 + 2
(
λ

(−)
νl − [n + 1]2

)
bn

+p(2β − 2n− 3)bn+1 = 0, (n ≥ 1). (3.20)

Коефiцiєнти розкладу bn та власнi значення λ
(−)
νl шу-

каємо, як i вище, у виглядi формальних рядiв за сте-
пенями p2:

bn = p|n−l+1|
∞∑

j=0

[bn]2j p2j , bl−1 = 1,

λ
(−)
νl =

∞∑
j=0

[
λ

(−)
νl

]
2j

p2j , (l ≥ 1). (3.21)

Таким же способом отримуємо для власних значень
константи вiдокремлення λ

(−)
νl асимптотичнi розкла-

ди

λ
(−)
ν1 = 1 +

(
−1

3
β2 +

3
4

)
p2 +

(
5

216
β4 − 7

144
β2 − 1

128

)
p4 + O

(
p6
)
, (3.22)

λ
(−)
ν2 = 4 +

(
2
15

β2 +
1
2

)
p2 +

(
− 317

13500
β4 +

19
360

β2 − 1
192

)
p4 + O

(
p6
)
, (3.23)

λ
(−)
νl = l2 +

4β2 + 4l2 − 1
2(4l2 − 1)

p2 +
(320l2 + 112)β4 − 24(4l2 − 1)2β2 + (4l2 − 1)3

32(l2 − 1)(4l2 − 1)3
p4 + O

(
p6
)
, (l ≥ 3). (3.24)

Порiвняння формул (3.24) та (3.19) показує, що
асимптотичнi розклади для λ

(+)
νl та λ

(−)
νl при l ≥ 3

збiгаються з точнiстю до членiв O
(
p2l
)
.

Усi знайденi вище асимптотичнi формули значно
спрощуються при однакових центрах, коли Z1 = Z2

та β дорiвнює нулевi.
При певних значеннях параметрiв функцiї

Ξ(±)
l (p, β; ν) виражаються через вiдомi спецiяльнi

функцiї. У симетричному випадку Z1 = Z2 во-
ни виражаються через перiодичнi функцiї Матьє
cel(ν, q), sel(ν, q) [17, 18]

Ξ(+)
l (p, 0; ν) = cel

(
ν,−p2

4

)
,

Ξ(−)
l (p, 0; ν) = sel

(
ν,−p2

4

)
; (3.25)

якщо Z2 = 0 — через кутову хвильову функцiю дво-
вимiрного воднеподiбного атома в елiптичнiй системi
координат [6]; коли p = 0 — через тригонометрич-

нi функцiї cos(lϕ) i sin(lϕ) вiдповiдно (ϕ — полярний
кут).

IV. АСИМПТОТИЧНI РОЗКЛАДИ
РОЗВ’ЯЗКIВ РАДIЯЛЬНОГО РIВНЯННЯ

Увiвши нову змiнну ξ = coshu, перетворимо радiя-
льне рiвняння (2.3) до алґебраїчного вигляду

L(α, ξ)Π(p, α; ξ) ≡
[(

ξ2 − 1
) d2

dξ2
+ ξ

d

dξ
− p2

(
ξ2 − 1

)
+ 2p αξ − λu] Π(p, α; ξ) = 0. (4.26)

Це рiвняння є конфлюентним рiвнянням Гойна [1–3].
Функцiя Π(p, α; ξ) задовольняє граничнi умови

|Π(p, α; 1)| < ∞, Π(p, α; ξ)
ξ→∞−→ 0. (4.27)

4
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Схема побудови асимптотичних розкладiв розв’яз-
кiв рiвняння (4.26) за малим скейлiнґовим парамет-
ром p в околi особливих точок ξ = 1 i ξ →∞ включає
в себе такi кроки:

• використання двох рiзних масштабiв (один iз
котрих — масштаб примежового шару);

• зображення диференцiяльного оператора у ви-
глядi суми L = L0 + pL1 та обчислення розв’яз-
кiв рiвняння L0Π(ξ) = −pL1Π(ξ) за допомогою
теорiї збурень за малим параметром p;

• зшивання розв’язкiв, побудованих у двох дiлян-
ках змiни ξ, на їх перетинi.

На фiнальному кроцi методом послiдовних набли-
жень розв’язуємо дисперсiйне рiвняння на власнi зна-
чення енерґiї.

При скiнченних значеннях ξ та малих p � 1 рiвнян-
ня (4.26) можна розглядати як збурене рiвняння для
полiномiв Чебишова. Це означає, що при прямуваннi
p до нуля обмежений в особливiй точцi ξ = 1 розв’я-
зок радiяльного рiвняння (4.26) прямує до многочле-
на Чебишова першого роду Tn(ξ) [18]. Це наштовхує
на думки записати розв’язок Π<(ξ) ≡ Π<(p, α; ξ) рiв-
няння (4.26), обмежений в особливiй точцi ξ = 1, як
нескiнченну суму такого вигляду:

Π<(ξ) = e−pξ
∞∑

n=−∞
dnTτ+n(ξ), (4.28)

dn = p|n|
∞∑

j=0

[dn]2j p2j , d0 ≡ 1.

Видiлення експоненцiйного множника в (4.28) вiдо-
бражає асимптотичну поведiнку розв’язку рiвняння
(4.26) при ξ → ∞. Включення в розклади (4.28) до-
даткового параметра τ приводить до нових явищ, якi
впливають на вигляд розкладiв для λu. Ми опишемо
їх нижче.

Пiдставляючи розклади (4.28) у рiвняння (4.26) i
використовуючи диференцiяльне рiвняння та реку-
рентнi формули для многочленiв Чебишова першого
роду Tn(ξ), отримаємо тричленну рекурентну систему
рiвнянь для коефiцiєнтiв dn:

p
(
n + τ − α− 1

2

)
dn−1 +

(
λu − (τ + n)2

)
dn

−p
(
n + τ + α + 1

2

)
dn+1 = 0. (4.29)

Iз (4.29) та симетрiйних властивостей функцiї Π<(ξ)
щодо замiни τ → −τ випливає, що в асимптотичному
розкладi λu(p) за малим параметром p будуть наявнi
тiльки парнi степенi τ . Асимптотичний розклад для
константи вiдокремлення λu у термiнах τ можна от-
римати, використовуючи рекурентну процедуру, опи-
сану в попередньому роздiлi. Три першi члени цього
розкладу визначаємо виразом

λu(p) = τ2 +
4α2 + 4τ2 − 1

2(4τ2 − 1)
p2

+
(320τ2 + 112)α4 − 24(4τ2 − 1)2α2 + (4τ2 − 1)3

32(τ2 − 1)(4τ2 − 1)3
p4

+O
(
p6
)
. (4.30)

Iз iнварiянтности розв’язку Π<(ξ) та розкладу для
константи вiдокремлення (4.30) щодо замiни τ → −τ
випливає, що коефiцiєнти dn(τ) задовольняють таке
спiввiдношення симетрiї:

dn(−τ) = d−n(τ). (4.31)

У дiлянцi великих ξ
(
ξ = O

(
p−1
))

використаймо
новий масштаб для незалежної змiнної

x = p(ξ + 1) (4.32)

i введiмо нову функцiю Π̃(x), означивши її рiвнiстю

Π̃(x) = (ξ + 1)−
1
2 Π(ξ). (4.33)

Пiдстановка (4.33) у (4.26) дає таке рiвняння для
Π̃(x):[

d

dx
x2 d

dx
− x2 + 2αx− τ2 +

1
4

]
Π̃(x)

+
p

x− 2p

[
x

d

dx
+
(
τ2 − λu

) x

p
+ 2αx− 2τ2 +

1
2

]
Π̃(x)

≡ T̂ Π̃(x) + pQ̂Π̃(x) = 0. (4.34)

При малих p оператор pQ̂ є збуренням до операто-
ра T̂ , i тому нам потрiбнi розв’язки наступного гра-
ничного рiвняння T̂R(x) = 0. Два лiнiйно незалеж-
нi розв’язки Rτ (x) та R−τ (x) допомiжного рiвняння
T̂R(x) = 0 виражаються через реґулярний у нулi роз-
в’язок F (a; c;x) конфлюентного гiпергеометричного
рiвняння:

Rτ (x) = e−xxτ− 1
2 F
(
−α + τ + 1

2 ; 2τ + 1; 2x
)
. (4.35)

Величина τ визначає характер розгалуження розв’яз-
кiв рiвняння (4.26) при обходi точки ξ = ∞ i на-
зивається показником характеристичної експоненти
[19]. Тобто iснують два лiнiйно незалежнi розв’язки
Π(1)

τ (p, α;x) i Π(1)
−τ (p, α;x) рiвняння (4.34), якi при об-

ходi точки x = ∞ задовольняють умови

Π(1)
τ

(
e2πix

)
= e2πiτΠ(1)

τ (x),

Π(1)
−τ

(
e2πix

)
= e−2πiτΠ(1)

−τ (x).

Згiдно зi згаданою симетрiєю τ → −τ , розв’язок радi-
яльного рiвняння Π>(ξ), який є аналiтичним продов-
женням Π<(ξ) у дiлянку великих ξ, можна зобразити
у виглядi лiнiйної комбiнацiї

Π>(ξ) = g(τ)Π(1)
τ (x) + g(−τ)Π(1)

−τ (x), (4.36)

Π(1)
τ (x) =

√
ξ + 1

∞∑
n=−∞

hn(τ)Rτ+n(x),

hn(τ) = p|n|
∞∑

j=0

[hn]2j p2j , h0(τ) ≡ 1.

5
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Константи g(τ) та g(−τ) будуть знайденi пiзнiше шля-
хом зшивання розв’язкiв Π<(ξ) та Π>(ξ) в дiлянцi пе-
рекриття.

Пiдстановка розкладу (4.36) у рiвняння (4.34) пiсля
використання рекурентних спiввiдношень для функ-
цiї Rτ+n(x) [14] приводить до тричленного рекурент-
ного спiввiдношення мiж коефiцiєнтами hn(τ):

p

(
τ + n− 1

2

)2 − α2

(2τ + 2n− 1)(τ + n)
hn−1 +

[
(τ + n)2 − λu

]
hn

−p(τ + n + 1)(2τ + 2n + 1)hn+1 = 0. (4.37)

Iз аналiзу тричленних рекурентних систем (4.37) та
(4.29) випливає, що коефiцiєнти dn(τ) та hn(τ) пов’я-
занi спiввiдношенням

hn(τ) = dn(τ)(−2)n Γ(2τ + 1)Γ
(
τ + α + n + 1

2

)
Γ(2τ + 2n + 1)Γ

(
τ + α + 1

2

) . (4.38)

Останню рiвнiсть легко перевiрити й безпосеред-
ньою пiдстановкою (4.38) у рекурентнi спiввiдношен-
ня (4.37).

Побудованi розв’язки Π<(ξ) та Π>(ξ) нам необхiдно
зшити в дiлянцi перекриття

ξ = O (1/
√

p) , (4.39)

де справедливi обидва розклади (4.28), (4.36). Наш
перший крок при зшиваннi полягає в розщепленнi ви-
разу для повної асимптотичної поведiнки розв’язку
Π<(ξ) при ξ →∞. Iз цiєю метою перетворимо розклад
(4.28) у дiлянцi зшивання (4.39) так, щоб вiн мав фор-
му, подiбну до (4.36). Шукану форму для Π<(ξ) отри-
муємо iз (4.28) за допомогою формули (див. [18, т. 2])

Tn(ξ) = F

(
−n, n;

1
2
;
1− ξ

2

)
та спiввiдношення зв’язку 2.10(3) ( [18, т. 1]) для
локальних розв’язкiв гiпергеометричного рiвняння.
У результатi вказаних перетворень отримаємо пред-
ставлення для Π<(ξ)

Π<(ξ) = Π(2)
τ (ξ) + Π(2)

−τ (ξ) (4.40)

у термiнах гiпергеометричної функцiї F (a, b; c; z):

Π(2)
τ (ξ) = e−pξ

∞∑
n=−∞

dn(τ)22τ+2n−1

(
ξ + 1

2

)τ+n

×F

(
−τ − n,

1
2
− τ − n; 1− 2τ − 2n;

2
ξ + 1

)
.

Важливо, що кожний член лiнiйної комбiнацiї (4.40)
також є розв’язком радiяльного рiвняння.

Унаслiдок розв’язок Π<(ξ) радiяльного рiвняння
(4.26), обмежений у точцi ξ = 1, ми можемо розкласти
в ряд за степенями малого параметра p з коефiцiєн-
тами, якi залежать вiд ξ + 1. Зауважимо, що зв’язок
(4.38) сумiсний iз указаною вище симетрiєю побудо-
ваних розв’язкiв Π<(ξ) i Π>(ξ).

Проаналiзуймо поведiнку розв’язкiв рiвняння
(4.26), коли ξ описує на комплекснiй ξ-площинi за-
мкнутий контур γ навколо особливої точки ξ = +1
i обхiд здiйснюється проти годинникової стрiлки:
ξ + 1 → e2πi(ξ + 1), x → e2πix. Iз формул (4.36)
та (4.40) випливає, що в результатi обходу вздовж
контуру γ отримаємо

Π(1)
τ (x) → e2πiτΠ(1)

τ (x), Π(1)
−τ (x) → e−2πiτΠ(1)

−τ (x),

Π(2)
τ (ξ) → e2πiτΠ(2)

τ (ξ), Π(2)
−τ (ξ) → e−2πiτΠ(2)

−τ (ξ). (4.41)

Довiльнi три з функцiй Π(1)
τ (x), Π(1)

−τ (x), Π(2)
τ (ξ) та

Π(2)
−τ (ξ) пов’язанi мiж собою лiнiйними такими спiв-

вiдношеннями:

Π(1)
τ (x) = AΠ(2)

τ (ξ) + BΠ(2)
−τ (ξ) (4.42)

зi сталими коефiцiєнтами A, B. Тодi, виконавши об-
хiд уздовж контуру γ, який приводить до перетворен-
ня (4.41), ми отримуємо, замiсть (4.42), спiввiдношен-
ня Π(1)

τ (x) = AΠ(2)
τ (ξ) + Be−4πiτΠ(2)

−τ (ξ). Порiвнюючи
цю рiвнiсть з рiвнiстю (4.42), неважко зрозумiти, що
B = 0. Тодi в термiнах, прийнятих у цьому роздi-
лi позначень (4.36), умова зшивання розв’язкiв Π<(ξ)
та Π>(ξ) набирає вигляду

Π(2)
τ (ξ) = g(τ)Π(1)

τ (x), Π(2)
−τ (ξ) = g(−τ)Π(1)

−τ (x). (4.43)

Формули (4.43) – точнi, а не асимптотичнi. Замiнюю-
чи в (4.43) функцiї F

(
a, b; c; 2

ξ+1

)
, F (a′; c′; 2x) гiпер-

геометричними рядами Ґауса й Куммера вiдповiдно
та прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях
ξ + 1, можна отримати розклади для g(τ) i g(−τ) за
малим параметром p. Ми наведемо тут лише пiдсум-
ковий результат для вiдношення:

g(−τ)
g(τ)

=
(p

2

)2τ
[
1− 8α2τ

(4τ2 − 1)2
p2 + O

(
p4
)]

. (4.44)

Коли α i τ приймають довiльнi значення, розв’язок
Π>(ξ) в межi x → ∞ становить собою лiнiйну ком-
бiнацiю експонент, одна з яких зростає, а друга спа-
дає зi зростанням x. Прирiвнюючи до нуля коефiцiєнт
при зростаючiй експонентi, ми отримуємо дисперсiйне
рiвняння, яке пов’язує параметри α, τ i p:

tanπ
(
α + 1

2

)
= tan(πτ)

1− ε

1 + ε
, (4.45)

де

ε = p2τ Γ(−2τ + 1)Γ
(
τ + α + 1

2

)
Γ(2τ + 1)Γ

(
−τ + α + 1

2

)
×
[
1− 8α2τ

(4τ2 − 1)2
p2 + O

(
p4
)]

. (4.46)
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V. АСИМПТОТИЧНI РОЗКЛАДИ ЕНЕРҐIЇ
I КВАНТОВОГО ДЕФЕКТУ

У попереднiх роздiлах ми розв’язували двi крає-
вi задачi окремо: для радiяльного (2.3) та кутового
(2.4) рiвнянь, причому власними значеннями в ку-
товому рiвняннi вважалися константи вiдокремлення
λ

(±)
νl , а p залишалося вiльним параметром. У радiя-

льному рiвняннi, замiсть λu, в ролi незалежного па-
раметра виступає показник характеристичної експо-

ненти τ . При p → 0 константа вiдокремлення λu ви-
ражається через τ за допомогою асимптотичного роз-
кладу (4.30), який можна отримати з (3.19) та (3.24)
формальною замiною l → τ , β → −α. Прирiвнюючи
вираз (4.30) для λu до власного значення λ

(+)
νl

(
λ

(−)
νl

)
кутового рiвняння (3.16)–(3.19) ((3.22)–(3.24)), можна
записати функцiю τ

(±)
l = τ

(±)
l (α, β, p) у виглядi асим-

птотичного ряду за степенями малого параметра p. У
часткових випадках, коли l = 0, l = 1 та l = 2, маємо

τ
(+)
0 = 2

√
2sαp +

√
2sα

8
(
56sα2 + 36α2 + 3

)
p3 + O

(
p5
)
, (5.47)

τ
(+)
1 = 1 +

(
−10

3
sα2 +

1
2
α2 − 1

8

)
p2 + O

(
p4
)
, (5.48)

τ
(−)
1 = 1 +

(
2
3
sα2 − 1

2
α2 +

1
8

)
p2 + O

(
p4
)
, (5.49)

τ
(+)
2 = 2− 2

15
sα2p2 +

([
418
3375

s2 − 31
450

s +
1

144

]
α4 +

[
31
360

s− 5
288

]
α2 +

1
256

)
p4 + O

(
p6
)
, (5.50)

τ
(−)
2 = 2− 2

15
sα2p2 +

([
− 332

3375
s2 +

19
450

s− 1
144

]
α4 +

[
− 19

360
s +

5
288

]
α2 − 1

256

)
p4 + O

(
p6
)
. (5.51)

Для всiх iнших значень l = 3, 4, . . . аналогiчно прихо-
димо до такого розкладу для показника характерис-
тичної експоненти:

τ
(±)
l = l + α2sAlp

2 (5.52)
+α2s

(
α2sBl + α2Cl + Dl

)
p4 + O

(
p6
)
, (l ≥ 3),

де введено позначення

s =
Z1Z2

(Z1 + Z2)2
, Al =

−4
(4l2 − 1) l

,

Bl =
4
(
12l4 + 17l2 − 2

)
(4l2 − 1)3 (l2 − 1) l3

, (5.53)

Cl =
−18

(4l2 − 1)2 (l2 − 1) l
, Dl =

3
2 (4l2 − 1) (l2 − 1) l

.

Iз виразiв (5.47)-(5.52) випливає, що нульовий член
розкладу τ

(±)
l (α, β, 0) = l, тобто показник характе-

ристичної експоненти в наближеннi об’єднаного ато-
ма, дорiвнює кутовому квантовому числу l.

Пiдставляючи тепер розклади (5.47) у дисперсiй-
не рiвняння (4.45) i розв’язуючи його методом послi-
довних наближень, отримуємо асимптотичнi розкла-
ди для енерґiї E

(+)
n0 у виглядi ряду, який мiстить ло-

гарифмiчнi члени:

E
(+)
n0 =

−2Z2

(2n− 1)2

[
1 +

8s

2n− 1

(
ln

ZR

2n− 1
+ Ψ(n) + 2γ

)
(ZR)2 + E4R4 + O

(
R5
)]

. (5.54)

Тут Z = Z1 + Z2 — заряд об’єднаного ядра; Ψ(n) – логарифмiчна похiдна гамма-функцiї:

Ψ(n + 1) =
d ln Γ(x + 1)

dx

∣∣∣∣
x=n

=
n∑

k=1

1
k
− γ,

а γ = 0.57722 . . . — стала Ейлера [17, 18]. Остаточна формула для коефiцiєнта E4 достатньо громiздка навiть
для основного стану (n = 1):

E4 = −2
3
Z4s

[(
−4π2s + 24sγ2 − 144sγ − 69s− 18

)
lnZR + s(24γ − 72) ln2 ZR

+ 8s ln3 ZR + s
(
8γ3 − 72γ2 − (4π2 + 69)γ − 56ζ(3)

)
− 18γ + 12

]
. (5.55)
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Тут ζ(n) =
∑∞

k=1
1

kn — дзета-функцiя Рiмана (ζ(3) = 1.202056903 . . .) [17, 18].
Аналогiчнi розклади для енерґiї E

(±)
nl при малих R можна вивести i для збуджених станiв системи (Z1eZ2)2

з кутовим квантовим числом l = 1 i l = 2:

E
(+)
n1 =

−2Z2

(2n− 1)2

[
1 +

2[10s(2n− 1)2 − 3n(n− 1)][5s(2n− 1)2 − 3n(n− 1)]
3(2n− 1)3[10s(2n− 1)2 − 9n(n− 1)]

(ZR)2 + O
(
R4
)]

, (5.56)

E
(−)
n1 =

−2Z2

(2n− 1)2

[
1− 2[s(2n− 1)2 − 3n(n− 1)][2s(2n− 1)2 − 9n(n− 1)]

3(2n− 1)3[2s(2n− 1)2 − 3n(n− 1)]
(ZR)2 + O

(
R4
)]

, (5.57)

E
(+)
n2 =

−2Z2

(2n− 1)2

[
1 +

2s(ZR)2

15(2n− 1)
− (2n− 1)(418n− 299)s− 465(n2 − n− 1)

6750(2n− 1)3
s(ZR)4

− (n2 − 1)(n− 2)n
540(2n− 1)5

(
ln

ZR

2n− 1
+ Ψ(n + 2)

)
s(ZR)6 + O

(
R6
)]

, (5.58)

E
(−)
n2 =

−2Z2

(2n− 1)2

[
1 +

2s(ZR)2

15(2n− 1)
+

n(n2 − 1)(n− 2)
18(2n− 1)5

(ZR)4 +
4(2n− 1)(83n− 19)s− 285(n2 − n− 1)

6750(2n− 1)3
s(ZR)4

− (n2 − 1)(n− 2)n
540(2n− 1)5

(
ln

ZR

2n− 1
+ Ψ(n + 2)

)
s(ZR)6 + O

(
R6
)]

, (5.59)

Для всiх iнших станiв системи (Z1eZ2)2 з l ≥ 3 пiсля доволi громiздких перетворень отримуємо

E
(±)
nl = − Z2

2
(
n− 1

2

)2
(

1− s

2
(
n− 1

2

)Al(ZR)2 +
s

32
(
n− 1

2

)3 (5.60)

×
[
s
(
n− 1

2

) (
6A2

l − 4
(
n− 1

2

)
Bl

)
− 4Dl − 4

(
n− 1

2

)2
Cl

]
(ZR)4 + O

(
R6
))

.

Енерґiя двовимiрної системи (Z1eZ2)2 виражається через квантовий дефект ∆(±)
nl згiдно з формулою

E
(±)
nl = − 2Z2(

2n + 2∆(±)
nl − 1

)2 . (5.61)

Звiдси та з розкладiв (5.54)-(5.60) для власних значень енерґiї E
(±)
nl можна також одержати асимптотичнi

представлення для квантового дефекту ∆(±)
nl . Для декiлькох перших значень l(= 0, 1, 2) маємо

∆(+)
n0 = −2

(
ln

ZR

2n− 1
+ Ψ(n) + 2γ

)
s(ZR)2 +D4R

4 + O
(
R5
)
, (5.62)

∆(+)
n1 = − [10s(2n− 1)2 − 3n(n− 1)][5s(2n− 1)2 − 3n(n− 1)]

6(2n− 1)2[10s(2n− 1)2 − 9n(n− 1)]
(ZR)2 + O

(
R4
)
, (5.63)

∆(−)
n1 =

[s(2n− 1)2 − 3n(n− 1)][2s(2n− 1)2 − 9n(n− 1)]
6(2n− 1)2[2s(2n− 1)2 − 3n(n− 1)]

(ZR)2 + O
(
R4
)
, (5.64)

∆(+)
n2 = − s

30
(ZR)2 +

[
209

27000
s− 31(n2 − n− 1)

1800(2n− 1)2

]
s(ZR)4

+
(n2 − 1)(n− 2)n
2160(2n− 1)4

(
ln

ZR

2n− 1
+ Ψ(n + 2)

)
s(ZR)6 + O

(
R6
)
, (5.65)

∆(−)
n2 = − s

30
(ZR)2 −

[
83

13500
s2 − 19(n2 − n− 1)

1800(2n− 1)2
s +

n(n2 − 1)(n− 2)
72(2n− 1)4

]
(ZR)4

+
(n2 − 1)(n− 2)n
2160(2n− 1)4

(
ln

ZR

2n− 1
+ Ψ(n + 2)

)
s(ZR)6 + O

(
R6
)
, (5.66)

а коефiцiєнт D4, у зв’язку з його громiздкiстю, подамо тiльки для основного стану (n = 1):
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D4 =
1
6
sZ4

[(
24sγ2 − 69s− 4sπ2 − 18

)
lnZR + 24sγ ln2 ZR

+ 8s ln3 ZR + γ
(
8sγ2 − 4sπ2 − 69s− 18

)
+ 12− 56sζ(3)

]
. (5.67)

Наведемо також два старшi члени розкладу ∆(±)
nl за степенями малої мiж’ядерної вiдстанi R для стану з l ≥ 3:

∆(±)
nl =

Al

4
s(ZR)2 +

s

16

(
sBl + Cl +

Dl(
n− 1

2

)2
)

(ZR)4 + O
(
R6
)
, (l ≥ 3). (5.68)

Розв’язуючи дисперсiйне рiвняння (4.45), ми бачи-
мо, що асимптотичнi розклади для енерґiї (5.60) та
квантового дефекту (5.68) при малих R мiстять тiль-
ки парнi степенi R аж до членiв порядку O

(
R2l
)
. На-

ступнi поправки, починаючи з доданка, пропорцiйно-
го R2l+2, пов’язанi з наявнiстю в рiвняннi (4.45) па-
раметра ε i включають логарифми. На вiдмiну вiд
тривимiрного випадку [14], цi додатковi поправки не
можна обчислити в загальному виглядi для довiльних
значень кутового квантового числа l. Вельми цiкавим
є сам факт появи логарифмiчних членiв, якi показу-
ють, що енерґiя не є аналiтичною функцiєю ZR.

VI. ЗВ’ЯЗОК ДВОВИМIРНОЇ ЗАДАЧI (Z1eZ2)2
З ТРИВИМIРНОЮ ЗАДАЧЕЮ Z1eZ2 ТА

КЛАСИФIКАЦIЯ ТЕРМIВ СИСТЕМИ (Z1eZ2)2

За своєю структурою асимптотична формула (5.60)
iдентична аналогiчнiй формулi (5.9) iз працi [14]1 для
термiв тривимiрної системи Z1eZ2. Перехiд вiд три-
вимiрного випадку до двовимiрного в розкладах для
квантового дефекту (5.8) та енерґiї (5.9) працi [14]
здiйснюємо за допомогою замiни

n → n− 1
2 , l → l − 1

2 , m → −1
2 . (6.69)

Порiвнюючи отриманi вирази для λ
(±)
νl (3.19), λu

(4.30) та τ
(±)
l (5.52) з аналогiчними асимптотичними

виразами для станiв iз сферичними квантовими чис-
лами n, l, m об’єднаного атома в тривимiрному випад-
ку [14], неважко переконатися, що вони збiгаються у
всiх порядках за параметром p, якщо в указаних фор-
мулах (5.1), (3.15) та (4.2) працi [14] виконати замiни
(6.69):

ν

∣∣∣∣∣ l → l − 1
2

m → −1
2

= τ
(±)
l − 1

2
,

λ
(η)
lm

∣∣∣∣∣ l → l − 1
2

m → −1
2

= λ
(±)
νl − 1

4
,

λ(ξ)

∣∣∣∣∣ν → τ − 1
2

m → −1
2

= λu(τ)− 1
4
.

Класифiкацiю станiв двовимiрної системи (Z1eZ2)2
в межi R → 0 природно проводити за головним кван-
товим числом n (n = 1, 2, 3, . . .), кутовим квантовим
числом l (0 ≤ l ≤ n − 1 для Ξ(+)

l i 1 ≤ l ≤ n − 1 для
Ξ(−)

l ) та квантовим числом Iν , яке є власним значен-
ням оператора Îν iнверсiї кутової координати елект-
рона:

ÎνΞ(p, β; ν) = Ξ(p, β;−ν) = IνΞ(p, β; ν). (6.70)

у цiй статтi кутовi функцiї Ξ, для яких Iν = +1 та
Iν = −1, позначенi через Ξ(+) та Ξ(−) вiдповiдно.

У симетричному випадку Z1 = Z2 виникає додатко-
ва класифiкацiя за квантовим числом, яке є власним
значенням оператора ŵ iнверсiї координат електрона
щодо прямої x = 0, що еквiвалентне замiнi ν → π − ν
у кутовому рiвняннi:

ŵΞ(±)
l (p, 0; ν) = Ξ(±)

l (p, 0;π − ν)

= w(±)Ξ(±)
l (p, 0; ν). (6.71)

Розв’язки Ξ(±)
l (p, 0; ν) подiляються на симетричнi

(w(±) = +1) та антисиметричнi (w(±) = −1) залеж-
но вiд значень числа l,

w(+) = (−1)l, w(−) = (−1)l+1. (6.72)

Операцiя ŵ вiдповiдає перестановцi зарядiв Z1 i Z2.

1У формулi (5.3) працi [14] допущена (на с. 2237) неточнiсть у виразi для коефiцiєнта Clm; наведемо тут виправлений
результат

Clm =
Alm

2l + 1

„
(2l + 1)3

8
A2

lm −
Alm

2
− 18m2(4m2 − 1)(2l + 1)

l2(l + 1)2(2l − 1)2(2l + 3)2

«
− Blm

2
.

9
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Двовимiрнi розв’язки Ψ(±)
nl (r;R) допускають додат-

кову класифiкацiю за власним значенням I оператора
iнверсiї Î координат електрона

ÎΨ(±)
nl (r;R) = Ψ(±)

nl (−r;R) = IΨ(±)
nl (r;R). (6.73)

Iнверсiя r → −r еквiвалентна замiнi ν → π + ν.
Величина I залежить тiльки вiд парности числа l:
I = (−1)l.

VII. ОБГОВОРЕННЯ РЕЗУЛЬТАТIВ

Елiптичний базис Ψ(±)
nl (ξ, ν;R)=Π(±)

nk (ξ;R)Ξ(±)
nl (ν;R)

є власною системою функцiй гамiльтонiяна Ĥ та до-
даткового елiптичного iнтеґрала руху Λ̂, отриманого
вiдокремленням змiнних. Власнi значення λ

(±)
νl опе-

ратора Λ̂ мають змiст констант вiдокремлення в елiп-
тичних координатах. Елiптичний базис розбивається
на два пiдбазиси Ψ(+)

nl i Ψ(−)
nl , перший з яких парний,

а другий непарний щодо замiни Îν : ν → −ν. Можли-
вiсть такого розбиття є наслiдком iнварiянтности опе-
раторiв Ĥ та Λ̂ щодо iнверсiї змiнної ν. Цiле додатне
число l нумерує в порядку зростання значення конс-
танти вiдокремлення λ

(±)
l i визначає кiлькiсть нулiв

кутової функцiї Ξ(±)
nl (ν;R); в парному за ν пiдбази-

сi 0 ≤ l ≤ n − 1, у непарному - 1 ≤ l ≤ n − 1. Цей
факт пояснює прийнятий у роздiлi III спосiб нумера-
цiї констант вiдокремлення та ККЕФ. Кiлькiсть нулiв
радiяльної елiптичної функцiї Π(±)

nk (ξ;R) визначаємо
виразом

k=

{
n− l− 1+ Ent

(
∆(±)

nl +l−τ
(±)
l

)
, Z1Z2 6=0,

n− l − 1, Z1Z2 =0,
(7.74)

де Ent (x) — цiла частина дiйсного числа x. Елiптич-
ний параметр R може змiнюватися в межах 0 ≤ R <
∞, i в нашiй задачi має динамiчний змiст, тобто вхо-
дить у вирази для спектра енерґiї.

R −E
(3D)
100 (R) −E

(2D)
10 (R)

0.05 1.9939765 7.722719226

0.15 1.95566 6.925890280

0.25 1.8978 7.523194845

0.35 1.8304 14.73385689

Таблиця 1. Енерґiя основного стану 2D H+
2 i 3D H+

2 .

n l m −E
(3D)
nlm −E

(2D)
nl

0 0.08000023088

5 4 3 0.07999991919 0.09876586759

4 0.07999967677

0 0.04081635371

7 6 3 0.04081633624 0.04733732055

6 0.04081628381

0 0.02000000295

10 9 5 0.02000000049 0.02216066883

9 0.01999999499

0 0.008888889133

15 14 7 0.008888888962 0.009512485436

14 0.008888888450

0 0.002222222226

30 29 15 0.002222222223 0.002298190179

29 0.002222222215

Таблиця 2. Порiвняння високозбуджених рiвнiв енерґiї
2D H+

2 i 3D H+
2 (R = 0.05).

Як iлюстрацiю отриманих асимптотичних формул
(5.54)—(5.60) застосуємо їх для розрахункiв елек-
тронних станiв найпростiших двоцентрових систем
(Z1eZ2)2 . У таблицi 1 порiвнюються значення енер-
ґiї основного стану двовимiрного (2D) i тривимiрного
(3D) йона молекули водню H+

2 , обчислених за фор-
мулою (5.54) та аналогiчною асимптотичною форму-
лою (5.6) для тривимiрної задачi [14]. Як видно з
таблицi, зi збiльшенням R рiзниця термiв ∆E(R) =
E

(3D)
100 (R) − E

(2D)
10 (R) швидко зростає i при R = 0.35

приблизно дорiвнює 12.90, що становить понад 700%
значення енерґiї тривимiрної системи H+

2 . У табли-
цi 2 порiвнюються результати асимптотичних розра-
хункiв енерґiї E

(2D)
nl та E

(3D)
nlm збуджених станiв двови-

мiрного та вiдповiдного тривимiрного молекулярного
йона H+

2 при мiж’ядернiй вiдстанi R = 0.05. Iз даних
цiєї таблицi випливає, що зi збiльшенням квантових
чисел n та l вплив фактора розмiрности на енерґе-
тичний спектр молекулярного йона водню H+

2 асимп-
тотично зменшується i для високозбуджених (рiдбер-
ґовських) станiв стає незначним.

Питання про вплив розмiрности на спектральнi ха-
рактеристики двоцентрових систем має не тiльки су-
то теоретичний iнтерес. Воно є цiкавим i у зв’язку з
описом поведiнки атомiв поверхневого шару в полях
сусiднiх зарядiв [8].

Повний аналiз плоскої задачi двох кулонiвських
центрiв повинен мiстити в собi цiлий комплекс до-
даткових питань. Зауважимо, наприклад, що ще не
вивчено асимптотичної поведiнки термiв двовимiрної
системи (Z1eZ2)2 при великих мiжцентрових вiдста-
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нях та поблизу межi неперервного спектра; перехiд
вiд об’єднаного атома до роз’єднаних, а також не-
перервний спектр задачi (Z1eZ2)2 . Цi питання ми
плануємо розглянути в наступних працях, а тут вiд-
значимо тiльки таке. Якщо в межi об’єднаного атома
(R � 1) кутове рiвняння (2.4) розв’язувалось досить
просто, а всi труднощi виникали в радiяльному рiв-
няннi (2.3), то в протилежному граничному випадку
роз’єднаних атомiв (R � 1) без ускладнень розв’язу-
ється радiяльне рiвняння, а кутове вимагає спецiяль-
ного розгляду.

Важливо також пiдкреслити, що в межi об’єднано-
го атома сформульована гранична задача для радiя-
льного рiвняння (2.3) характеризується явищем при-
межового шару. Через це в розкладах енерґiї (5.54)-
(5.60) за малим скейлiнґовим параметром з’являють-
ся неаналiтичнi за R логарифмiчнi члени. Якщо по-

рiвнювати ситуацiю з наближенням роз’єднаних ато-
мiв (див. [11]), то там також виникають неаналiтичнi
за R−1 члени в розкладi енерґiї за оберненими сте-
пенями R. В останньому випадку неаналiтичнi члени
добре вивченi (щонайменше у традицiйнiй тривимiр-
нiй задачi [11]), вiдома їхня фiзична природа та фi-
зичнi ефекти, до яких вони приводять (так звана об-
мiнна або резонансна взаємодiя станiв, локалiзованих
на рiзних ядрах). У цьому планi подальше вивчен-
ня неаналiтичности за R енерґiї двовимiрної системи
(Z1eZ2)2 в межi об’єднаного атома є особливо потрiб-
ним i перспективним.

Можна узагальнити отриманi результати на бага-
товимiрний випадок, коли змiннi в рiвняннi Шреди-
нґера вiдповiдної двоцентрової задачi роздiляються в
системах координат D-вимiрних (D ≥ 4) елiпсоїдiв та
гiперболоїдiв обертання.
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THE TWO DIMENSIONAL TWO COULOMB CENTERS PROBLEM
AT SMALL INTERCENTRE SEPARATION

D. Bondar1, V. Lazur1, M. Hnatič2

1Department of Theoretical Physics, Uzhgorod National University,
Voloshin Str. 54, 88 000 Uzhgorod, Ukraine

2Institute of Experimental Physics Slovak Academy of Sciences,
Watsonova 47, 043 53 Košice, Slovakia

An elliptic motion integral for the planar two Coulomb center problem (Z1eZ2)2 is obtained by the method
of separation of variables. Discrete spectrum of (Z1eZ2)2 problem is analyzed by asymptotic methods in the case
of united atom (R � 1). Asymptotic expansions for the energy terms and the quantum defect of the system
(Z1eZ2)2 are obtained to order O

`
R6

´
. Influence of the dimensional factor to the energy spectrum of hydrogen

molecular ion H+
2 is studied.
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