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З точнiстю до другого порядку за взаємодiєю дослiджено електромагнетне поле, що слабко
та повiльно взаємодiє з нерелятивiстською плазмою. Розгляд виконано на основi методу скоро-
ченого опису Боголюбова, який дав змогу побудувати зв’язану систему рiвнянь для середнього
поля та його бiнарних кореляцiй як нових незалежних змiнних. У рiвняннях Максвелла та вiд-
повiдних часових рiвняннях для кореляцiй поля запроваджено новi матерiяльнi коефiцiєнти,
якi описують речовину в термiнах тiльки просторової дисперсiї. Показано, що рiвняння для
кореляцiйних функцiй поля вiдповiдають гiпотезi Онзаґера. Одержанi результати зiставлено з
тими, що випливають iз наближення самоузгодженого поля, побудованого на основi кiнетич-
ного рiвняння Власова. Запропоновано процедуру перерахування ефектiв часової дисперсiї
стандартних матерiяльних коефiцiєнтiв теорiї самоузгодженого поля у просторову. Доведено
тотожнiсть обох пiдходiв в основному наближеннi за взаємодiєю. Установлено iснування хвиль
кореляцiй поля, якi не зводяться до хвиль квадратiв середнього поля.

Ключовi слова: метод скороченого опису, рiвняння для кореляцiйних моментiв, електро-
магнетне поле, поперечнi плазмовi хвилi.
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I. ВСТУП

Теорiя плазми й електродинамiка тяжiють до роз-
гляду швидких процесiв взаємодiї поля та середови-
ща порiвняно з процесами в середовищi. Тодi є суттє-
вою часова нелокальнiсть рiвнянь — часова диспер-
сiя. Коли ж, навпаки, основнi процеси в середовищi
є значно швидшими, нiж взаємодiя з електромагнет-
ним (ЕМ-) полем, можна вважати суттєвими для опи-
су стану системи в якийсь час тiльки значення змiн-
них, узятих у цей самий час. Отже, можна вважати
такi ЕМ процеси марковськими. Розгляньмо важли-
вий приклад такої системи — класичну плазму без
зiткнень та ЕМ-поле всерединi неї. Тут характерним
процесом середовища є вiльний рух iз тепловою швид-
кiстю vT =

√
3T/m, а за характерну частоту взаємо-

дiї слiд узяти плазмову частоту Ω =
√

4πe2n/m (n
— густина кiлькости частинок). Припустiмо, що поле
має характерне хвильове число k. Тодi характерною
частотою середовища буде частота Черенкова kvT , а
умовою марковости процесiв у системi — нерiвнiсть
kvT � Ω. Зрозумiло, що для використання газового
наближення потрiбно перевищення кiнетичної енерґiї
заряду над його енерґiєю в полi. Наше завдання по-
лягає в тому, щоб у зазначенiй ситуацiї побудувати
повнiстю мiкроскопiчну теорiю, спираючись на метод
скороченого опису (МСО) нерiвноважних станiв Бо-
голюбова [1,2] та квазiрелятивiстську квантову елект-
родинамiку в калiбровцi Гамiльтона ϕ(x) = 0. У такiй
калiбровцi не виникає потреби позбавлятися недина-
мiчної змiнної ϕ(x), а рiвняння Гамiльтона природ-
но вiдповiдають рiвнянням Максвелла. Водночас ми
розширимо iнформацiю про ЕМ-поле, запровадивши
як незалежнi змiннi кореляцiйнi моменти поля, що є

аналогiчними до широковiдомих змiнних Ґлаубера [3].
Так побудуємо теорiю, яку можна назвати флюктуа-
цiйною електродинамiкою.

II. ГАМIЛЬТОНОВА МЕХАНIКА ЗАДАЧI

Розгляньмо кiнетику ЕМ-поля у класичному рiвно-
важному середовищi iз заряджених частинок (плазмi,
термостатi), уважаючи процеси в системi низькоенер-
ґетичними. Це дає змогу обрати функцiю Гамiльтона
системи у стандартному виглядi [2]

Ĥ = Ĥ0 + Ĥint, Ĥ0 = Ĥs + Ĥb,

Ĥint = Ĥ1 + Ĥ2, (1)

де

Ĥs =
1
8π

∫
d3x

(
Ê2(x) + B̂2(x)

)
,

Ĥ1 = −1
c

∫
dx Ân (x) ĵn (x),

Ĥ2 =
1

2c2

∫
dx Â2 (x) χ̂ (x). (2)

Функцiю Гамiльтона термостата Ĥb слiд уважати кi-
нетичною енерґiєю частинок, взаємодiя мiж якими
вiдбувається через ЕМ-поле й описується внесками
(2). Вiдповiдно до сказаного у вступi вважаємо, що
внески в гамiльтонiян Ĥ1, Ĥ2 мають перший та дру-
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гий порядок малости. У пiдходi, який пропонуєть-
ся, немає рiзницi мiж класичним чи квантовим ро-
зумiнням пiдсистеми ЕМ-поля. Але для загальнос-
ти всi обчислення до усереднення проведемо у кван-
товiй картинi. У (2) входять оператори ЕМ-поля в
гамiльтоновiй калiбровцi: B̂ = rot Â, Ê = − ˆ̇A/c,
густина струму зарядiв ĵn (x) та допомiжний опера-
тор χ̂ (x) =

∑
a

e2
an̂a(x)/ma (n̂a (x), ma, ea — опера-

тор густини кiлькости частинок, маса й заряд час-
тинок a-ої компоненти термостата (ea = zae, e > 0);
ωk = ck). Поперечне ЕМ-поле будемо описувати на-
пруженiстю електричного й iндукцiєю магнетного по-
лiв En(x, t), Bn(x, t) та бiнарними флюктуацiями цих
полiв (Ex

nEx′

l )t, (Ex
nBx′

l )t, (Bx
nBx′

l )t, якi визначено
формулами

En (x, t) = Sp ρ (η (t)) Ên (x) ,

Bn (x, t) = Sp ρ (η (t)) B̂n (x) ,

(axbx′)t = Sp ρ (η (t))
{

â (x) , b̂ (x′)
}

− 2 Sp ρ (η (t)) â (x) Sp ρ (η (t)) b̂ (x′) . (3)

Тут â (x) , b̂ (x) — довiльнi локальнi оператори,
{â(x), b̂(x′)} = â(x)b̂(x′) + b̂(x′)â(x) — антикомутатор,
який запроваджено для врахування квантових влас-
тивостей. Усi наведенi змiннi позначаємо через ηa (t)
(a — номер змiнної) i називаємо параметрами скороче-
ного опису (ПСО) системи. Нiяких принципових уск-
ладнень для опису системи вищими кореляцiйними
моментами не iснує, але для наочности обмежимось
лише першими двома. Векторний потенцiял Ân(x, t)
як узагальнена координата ЕМ-поля й вiдповiдний
узагальнений iмпульс P̂n (x) = −Ên(x)/4πc комуту-
ють за правилом

[Ân(x), P̂l(x′)] = i~δ(x− x′)δnl. (4)

Зрозумiло, що у випадку класичного поля комутатор
квантовомеханiчних операторiв замiнюється дужка-
ми Пуассона. Для усереднення динамiчних змiнних

потрiбний статистичний оператор (СО) системи ρ (t),
що задовольняє рiвняння Лiувiлля

∂ρ(t)
∂t

= − i

~
[H, ρ (t)] ≡ Lρ (t) (5)

(Ĥ — оператор Гамiльтона, L — оператор Лiувiлля).
Вiн дає повний опис стану системи i визначає ПСО

ηa(t) = Sp ρ(t)η̂a. (6)

Запишiмо рiвняння руху для ПСО на основi рiвнян-
ня Лiувiлля (5). Для цього нам простiше використати
шрединґерiвськi рiвняння руху для операторiв ЕМ-
поля, якi мають вигляд [1]

ˆ̇E = c rot B̂− 4πĴ, ˆ̇B = −c rot Ê, (7)

де подовжений оператор струму Ĵn (x) визначаєтся
формулою

Ĵn (x) ≡ ĵn (x)− 1
c
Ân (x) χ̂ (x) . (8)

Використовуючи означення (6), приходимо до вiд-
повiдних часових рiвнянь для ПСО

Ė = c rotB− 4πJ, Ḃ = −c rotE, (9)

де позначено

Jn (x, t) = Sp ρ(t)Ĵn (x) . (10)

Рiвняння Максвелла (9) фактично є рiвняннями Га-
мiльтона для узагальненої координати An(x, t) та вiд-
повiдного узагальненого iмпульсу Pn(x, t). Рiвняння
для кореляцiйних моментiв будуються на основi (7)
множенням на вiдповiдну кiлькiсть операторiв, усе-
редненням та центруванням. Наведемо результат для
других центральних моментiв

∂t(Ex
nEx′

l )t = c rotn(BxEx′

l )t + c rot′l(E
x
nBx′)t − 4π

{
(Jx

nEx′

l )t + (Ex
nJx′

l )t
}

,

∂t(Ex
nBx′

l )t = c rotn(BxBx′

l )t − c rot′l(E
x
nEx′)t − 4π(Jx

nBx′

l )t,

∂t(Bx
nEx′

l )t = −c rotn(ExEx′

l )t + c rot′l(B
x
nBx′)t − 4π(Bx

nJx′

l )t,

∂t(Bx
nBx′

l )t = −c rotn(ExBx′

l )t − c rot′l(B
x
nEx′)t. (11)

13



О. Й. СОКОЛОВСЬКИЙ, А. А. СТУПКА

Щоб наповнити змiстом рiвняння (9) та (11), по-
трiбнi матерiяльнi рiвняння, якi виражають середнiй
струм та кореляцiйнi функцiї поля зi струмом через
ПСО. Для цього необхiдно знайти конкретний вираз
для ρ (t), що стандартно буде проведено на основi
МСО.

III. СТАТИСТИЧНА МЕХАНIКА ЗАДАЧI

A. Метод скороченого опису

Згiдно з iдеєю Боголюбова, за наявности в систе-
мi декiлькох характерних часiв її еволюцiя проходить
через вiдповiднi етапи. На цих етапах для опису сис-
теми можна застосовувати вiдносно вузький набiр па-
раметрiв ηa (t). Припустiмо, що цей скорочений опис
є при t ≥ 0. Тодi, згiдно з функцiональною гiпотезою
Боголюбова, СО системи (розв’язок рiвняння (5)) має
структуру

ρ (t) = ρ (η (t)) . (12)

ПСО ηa (t) задовольняють рiвняння вигляду

η̇a (t) = La (η (t)) , La (η) ≡ − Sp ρ (η)Lη̂a, (13)

якi аналогiчнi рiвнянням (9) та (11). СО системи ρ(η)
треба шукати зi спiввiдношень

∑
a

∂ρ (η)
∂ηa

La (η) = Lρ (η), Sp ρ (η) η̂a = ηa, (14)

перше з яких є рiвнянням Лiувiлля (5) на етапi ско-
роченого опису, а друге — означенням ПСО.

Як показав Боголюбов, рiвняння (14) не визнача-
ють однозначно ρ (η). Їх треба доповнити граничною
умовою, у якiй йдеться про еволюцiю системи в май-
бутнє. Як граничну умову оберемо функцiональну гi-
потезу, записану для довiльного початкового стану ρ0

i взяту в нульовому наближеннi за взаємодiєю. Ура-
хуємо, що в довiльному початковому станi ρ0 систе-
ма має статистичний оператор ρ (η (t)) пiсля перебi-
гу деякого часу τ0. Тому в нульовому наближеннi за
взаємодiєю, тобто для еволюцiї з основним внеском в
оператор Гамiльтона Ĥ0, з (1)маємо

etL0ρ0−−−−−→
t�τ0

etL0ρ(0)
(
η(0) (0)

)
= ρ(0)

(
η(0) (t)

)
(15)

(оператор Лiувiлля L0 вiдповiдає гамiльтонiяновi Ĥ0).
Тут ρ(0) (η) є розв’язком рiвняння Лiувiлля з гамiль-
тонiяном H0 та дає нульове iз взаємодiї наближення
до ρ (η), а η

(0)
a (t) задовольняє рiвняння

η̇(0)
a (t) = L(0)

a

(
η(0) (t)

)
, (16)

L(0)
a (η) ≡ − Sp ρ(0) (η)L0η̂a,

яке випливає з (13). Зрозумiло, що η
(0)
a (t) в (15) зале-

жить вiд ρ0. Розгляньмо далi модель Пелетмiнського–
Яценка [1], у якiй оператори ПСО задовольняють
умову

L0η̂a = −i
∑

a

cabη̂b, (17)

де cab — числовi коефiцiєнти. Тодi (16), очевидно, дає

η(0)
a (t) =

∑
b

eitc
ab η

(0)
b (0). (18)

Початкову умову η
(0)
a (0) можна знайти з (15), помно-

жуючи його на η̂a i беручи слiд Sp вiд обох частин
цiєї формули

η(0)
a (0) = Sp ρ0η̂a. (19)

Отже, спiввiдношення (15) можна записати у виглядi

etL0ρ0−−−−−→
t�τ0

etL0ρ(0) (Sp ρ0η̂)

= ρ(0)
(
eitc Sp ρ0η̂

)
, (20)

у якi входить СО, що задовольняє рiвняння

∑
a,b

∂ρ(0)(η)
∂ηa

icabηb = Lρ(0)(η),

Sp ρ(0) (η) η̂a = ηa. (21)

Спiввiдношення (20) i є функцiональною гiпотезою,
узятою в нульовому наближеннi теорiї збурень для
довiльного початкового стану ρ0. Iдучи за [1], будемо
називати це спiввiдношення ергодичним. Еволюцiя в
(20) з оператором Лiувiлля L0, у який не входить вза-
ємодiя, не може довести систему до рiвноваги, тому
СО ρ(0) є квазiрiвноважним.

З (20) можна отримати граничну умову для рiвнян-
ня (14) для ρ (η), замiнивши в нiй ρ0 на ρ (η) та η на
e−itcη

lim
τ→+∞

eτL0ρ
(
e−iτcη

)
= ρ(0) (η) . (22)

Записуючи тепер це спiввiдношення в iнтеґральнiй
формi та враховуючи рiвняння Лiувiлля (14), звичай-
ним шляхом [1] отримаємо таке iнтеґральне рiвняння
для СО ρ (η) :
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ρ (η) = ρ(0) (η) +

∞∫
0

dτeτL0

×

Lintρ (η)−
∑

f

∂ρ (η)
∂ηa

L̃a (η)


η→e−iτcη

, (23)

де позначено

L̃a (η) = −Sp ρ (η)Lintη̂a (24)

(оператор Лiувiлля Lint вiдповiдає Ĥint). Це рiвнян-
ня розв’язується в теорiї збурень за взаємодiєю, його
вперше отримали Пелетмiнський та Яценко (див. [1]).

B. Конкретизацiя для ЕМ-поля

Використовуючи операторнi рiвняння Максвелла
для вiльного поля, легко перевiрити, що оператори
ПСО η̂a

Ên (x) , B̂n (x) ,
{

Ên (x) , Êl (x′)
}

,{
Ên (x) , B̂l (x′)

}
,

{
B̂n (x) , B̂l (x′)

}
задовольняють умову (17), тобто зазначений ско-
рочений опис можна розглянути в межах моделi
Пелетмiнського–Яценка. СО нульового наближення
ρ(0) (η) з урахуванням (21) можна записати у виглядi

ρ(0) (η) = ρq (η) w, Sps ρq (η) η̂a = ηa;

w = e
F−Hb

T , Spw = 1, (25)

де w — рiвноважний СО термостата, Sps — слiд у
просторi станiв поля, а ρq (η) — квазiрiвноважний СО

вiльного ЕМ-поля. Вираз для ρ(0) (η) (25) знаходимо
вiдповiдно до принципу просторового ослаблення ко-
реляцiй. Справдi, формула (22) має вигляд гранич-
ної умови повного ослаблення кореляцiй Боголюбова
i враховує, що пiдсистема заряджених частинок пе-
ребуває в рiвновазi, утворюючи термостат [2]. Це по-
яснюється тим, що вiльна еволюцiя з оператором Га-
мiльтона Ĥ0 руйнує кореляцiї мiж пiдсистемою ЕМ-
поля й середовищем. Зауважимо також, що при роз-
рахунку правих частин La (η) рiвнянь для ПСО до
необхiдного нам у цiй працi другого порядку тео-
рiї збурень за взаємодiєю конкретний вираз для СО
ρq (η) не потрiбен, оскiльки достатньо використову-
вати другу формулу з (25)). Водночас вiдповiдно до
загального результату, доведеного в [1] для моделi
Пелетмiнського–Яценка,

ρq(η) = eΩ(η)−
P

a Za(η)η̂a , Sp ρq(η) = 1, (26)

де функцiї Za(η) визначаються другою формулою.
Зрозумiло, що для обчислення середнього струму в

(10) потрiбний розв’язок iнтеґрального рiвняння (23).
Обчислення з урахуванням (2) та (25) дають з точнiс-
тю до внескiв першого порядку малости включно

ρ (η) = ρq (η)w +
i

c~

0∫
−∞

dτ

×
∫

dx
[
Ân (x, τ) ĵn (x, τ) , ρq (η) w

]
, (27)

де запроваджено такi оператори в картинi взаємодiї:

ĵn (x, τ) ≡ e−τL0 ĵn (x) , Ân(x, τ) = e−τL0Ân (x) . (28)

У (27) прийнято до уваги, що струм у рiвновазi вiд-
сутнiй Spb wĵn (x) = 0 (Spb — слiд у просторi станiв
термостата). Розгляньмо комутатор з (27)

0∫
−∞

dτ

∫
dx

[
Ân (x, τ) ĵn (x, τ) , ρq (η) w

]

=

0∫
−∞

dτ

∫
dx

([
Ân (x, τ) , ρq (η)

]
ĵn (x, τ)w + ρq (η) Ân (x, τ)

[
ĵn (x, τ) , w

])
. (29)

Другий у (29) комутатор зi СО Ґiббса дає похiдну через запровадження iнтеґрування [1]

[
ĵn (x, τ) , w (H0)

]
=

0∫
−1

dλwλ
[
ĵn (x, τ) , lnw

]
w1−λ = −i~β

0∫
−1

dλ wλ dĵn (x, τ)
dτ

w1−λ, (30)
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(β = T−1). Тодi, iнтеґруючи частинами та враховуючи, що з умови (20) нижня межа зникає, замiсть (27) маємо

ρ (η) = ρq (η) w +
i

c~

0∫
−∞

dτ

∫
dx

[
Ân (x, τ) , ρq (η)

]
ĵn (x, τ) w

+ β

0∫
−∞

dτ

∫
dx

0∫
−1

dλρq (η) Ên (x, τ) ĵn (x, τ, λ) w+ +
β

c

∫
dx

0∫
−1

dλρq (η) Ân (x) ĵn (x, λ) w, (31)

(Â (λ) ≡ wλÂw−λ).
Далi обмежимось випадком класичного середовища. Обчислення середнього струму (10) за допомогою (31)

дає

Jn (x) ≡ β

0∫
−∞

dτ

∫
dx′Inm (x− x′, τ) Sps ρq (η) Êm (x′, τ) +

β

c

∫
dx′Inm (x− x′, 0) Am (x′)− 1

c
An (x) χ,

де запроваджено кореляцiйну функцiю струмiв

Inl (x, t) = Spb wĵn (0) ĵl (x, t) . (32)

Легко переконатися, що для максвеллiвської плазми
фур’є-образ цiєї функцiї (32) є таким:

Inm (k, t) =
∑

a

e2
a

∫
d3υυnυmf0

a (υ) eitkv, (33)

де

f0
a = na

( ma

2πT

)3/2

e−
maυ2

2T .

Звiдси видно, що

βInm (x, t = 0) = δ (x− x′) δnmχ,

i матерiяльне рiвняння для струму набирає вигляду

Jn (x) = β

0∫
−∞

dτ

×
∫

dx′Inm (x− x′, τ) Sps ρq (η) Êm (x′, τ). (34)

Використовуючи рiвняння Максвелла для вiльного ЕМ-поля, прийдемо до таких мiкроскопiчних виразiв для
полiв у зображеннi взаємодiї:

Ân(x, t) = e−tL0Ân(x) =
∫

dx′
(
µnl(x− x′, t)Âl(x′) + νnl(x− x′, t)Êl(x′)

)
,

µnl(k, t) = k̃nk̃l + δ̃nl cos ωkt, νnl(k, t) = −k̃nk̃lct− δ̃nl
sinωkt

k
;

Êl(x, t) = e−tL0Êl(x) =
∫

dx′
(
λlm(x− x′, t)B̂m(x′) + µlm(x− x′, t)Êm(x′)

)
,

λnl(k, t) = iεnlmk̃m sinωkt, (k̃n ≡ kn/k, δ̃nl ≡ δnl − k̃nk̃l, ωk = ck). (35)

У цих позначеннях справедливi такi вирази для комутаторiв полiв:

[Ân(x, τ), Êl(x′)] = 4πi~cµnl(x− x′, τ), [Ân(x, τ), B̂l(x′)] = 4πi~cλnl(x− x′, τ), (36)
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а середнiй струм (34) з указанням часової залежности величин стає таким:

Jn (x, t) =
∫

dx′ {Mnm (x− x′) Em (x′, t) + Nnm (x− x′)Bm (x′, t)}. (37)

Тут запроваджено новi матерiяльнi коефiцiєнти

Mln (x) = β

0∫
−∞

dτ

∫
dx′µlm(x− x′, τ)Imn (x− x′, τ),

(38)

Nln (x) = β

0∫
−∞

dτ

∫
dx′λlm(x− x′, τ)Imn (x− x′, τ),

якi визначають ЕМ-властивостi середовища з ураху-
ванням просторової дисперсiї. Структуру таких за-
лежних вiд хвильового вектора тензорiв зручно опи-
сувати, подiляючи їх з урахуванням позначень (35) на

поздовжню, поперечну та антисиметричну частини за
прикладом

Amn(k) = k̃nk̃mAl
k + δ̃nmAtr

k + iεmlnk̃lA
a
k,

Al
k = k̃nk̃mAmn(k), Atr =

1
2
δ̃nmAmn(k),

Aa
k = − i

2
εnlmk̃lAmn(k). (39)

Усереднення рiвнянь для центральних моментiв
(11) дає i внески, незалежнi вiд ПСО, що виника-
тимуть з другого доданка у СО (31) при врахуваннi
формул (36). Пiсля вiдповiдної симетризацiї моменти
струм–поле набувають вигляду

(Bx
nJx′

l ) =
∫

dx′{Mlm(x′ − x′′)(Bx
nEx′′

m )t + Nlm(x′ − x′′)(Bx
nBx′′

m )t}+ Snl(x− x′),

(Jx
nBx′

l ) =
∫

dx′{Mlm(x− x′′)(Ex′′

n Bx′

m)t + Nlm(x− x′′)(Bx′′

m Bx′

l )t}+ Snl(x− x′),

(Ex
nJx′

l ) =
∫

dx′{Mlm(x′ − x′′)(Ex
nEx′′

m )t + Nlm(x′ − x′′)(Ex
nBx′′

m )t}+ Tnl(x− x′),

(Jx
nEx′

l ) =
∫

dx′{Mlm(x− x′′)(Ex′′

n Ex′

m )t + Nlm(x− x′′)(Bx′′

m Ex′

l )t}+ Tnl(x− x′). (40)

Формули (40) мiстять у собi функцiї
Snl(x, t), Tnl(x, t), якi з використанням (36), (38) мож-
на звести до вигляду

Snl(k) = −8πTNnl(k), Tnl(k) = −8πTMnl(k). (41)

Рiвняння (37), (40) є матерiяльними рiвняннями ви-
кладеної теорiї. З них видно, що отримана система
часових рiвнянь (9), (11) у розглянутому наближеннi
є лiнiйною. Отже, ми одержали систему рiвнянь лi-
нiйної флюктуацiйної електродинамiки.

IV. ПОРIВНЯННЯ РОЗВИНУТОЇ ТЕОРIЇ
З НАБЛИЖЕННЯМ САМОУЗГОДЖЕНОГО

ПОЛЯ

A. Малi параметри та провiднiсть плазми
в теорiї Власова

Порiвняймо отриманi результати з теорiєю кла-
сичної плазми Власова [4], яка вiдповiдає набли-
женню самоузгодженого поля в динамiцi системи. У
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цiй теорiї середовище описується кiнетичним рiвнян-
ням Власова для одночастинкових функцiй розподiлу
(ФР) зарядiв та рiвняннями Максвелла для ЕМ-поля.
У наближеннi самоузгодженого поля безпосереднi ко-
реляцiї мiж пiдсистемами не враховуються, але є їх
взаємний вплив через силу Лоренца в кiнетичному
рiвняннi та електричний струм у рiвняннях Максвел-
ла. Iнакше кажучи, ця система рiвнянь не описує сис-
теми так повно, як це ми зробили на основi МСО.

Малим параметром теорiї Власова вважається так
званий плазмовий параметр e2n1/3/T � 1, що вказує
на малiсть енерґiї кулонiвської взаємодiї порiвняно з
енерґiєю теплового руху. В термiнах радiуса Дебая rD

ця умова еквiвалентна нерiвностi

nr3
D � 1,

(
rD =

√
T/4πe2n

)
, (42)

що вiдповiдає великiй кiлькостi частинок у дiлянцi
з розмiром rD. Окрiм цього, частота зiткнень Ω =√

4πe2n/m (плазмова частота) вважається малою по-
рiвняно з частотою, характерною для вiльного руху
в ЕМ-полi з хвильовим числом k, тобто Ω � kvT . Ця
умова дозволяє нехтувати iнтеґралом зiткнень у кiне-
тичному рiвняннi i може бути записана через радiус
Дебая rD у формi

krD � 1. (43)

Бiля рiвноваги матерiяльне рiвняння теорiї само-
узгодженого поля, аналогiчне нашому рiвнянню (37),
має вигляд

Jn (k, t) =

∞∫
−∞

σnl (k, t′) El (k, t− t′)dt′, (44)

де провiднiсть з урахуванням частотної дисперсiї да-
ється формулою [4]

σnl (k, t) = −i
∑

a

e2
a

ma

∞∫
−∞

dω (45)

×
∫

d3υ
∂f0

a

∂υl

υn

ω − kυ + i 0
e−iωt = βInl(k, t)θ(t),

(див. також (32)).
Зауважимо, що нерiвнiсть (43) є не тiльки умо-

вою застосування рiвняння Власова, але й умовою
справедливости його розв’язку, який привiв до ре-
зультату (44), (45). Для доведення цього треба пе-

рейти в кiнетичному рiвняннi Власова та вiдповiд-
них рiвняннях Максвелла (9) до безрозмiрних вели-
чин. Фiзично зрозумiло, що одночастинкову ФР f по-
трiбно вимiрювати густиною середовища n. Харак-
терним значенням швидкости υn слiд уважати теп-
лову υT =

√
3T/m. Поля En, Bn, якi мають одна-

ковий порядок, оцiнимо з умови Ĥb ∼ Ĥs, що дає
En, Bn ∼

√
Tn (Hb ∼ nV T, Hs ∼ V E2). За вiдсут-

ности зiткнень адекватною характерною довжиною в
кiнетичному рiвняннi є довжина хвилi поля. Тому для
просторових та часових похiдних вiд ФР треба вико-
ристовувати оцiнки ∇f ∼ kn, ḟ ∼ kυT n. У рiвнян-
нях Максвелла (9) характерною частотою є kc, i тому
Ėn ∼ kcEn, rotB ∼ kBn, J ∼ enυT . Ураховуючи ска-
зане, отримаємо таке кiнетичне рiвняння та рiвняння
Максвелла в термiнах безрозмiрних величин:

∂fa

∂t
+ υn

∂fa

∂xn
+ µ ea (En + β[υ,B])

∂fa

∂pn
= 0,

rotB =
∂E

∂t
+ 4πµβJ

(µ = Ω/kυT = (rDk)−1 � 1). (46)

Тут запроваджено позначення для малого параметра
µ, пов’язаного з оцiнкою (43), а також для параметра
β = υT /c � 1, малiсть якого необхiдна для нереляти-
вiстського розгляду. Входження в цi рiвняння малих
параметрiв пiдтверджує адекватнiсть теорiї збурень,
яка привела до формул (44), (45).

B. Перерахування часової дисперсiї в просторову

Для порiвняння теорiї самоузгодженого поля з на-
шими результатами слiд урахувати наявнiсть мало-
го параметра, що дав змогу розв’язувати iнтеґраль-
не рiвняння (23) для СО теорiї ρ(η) в теорiї збу-
рень. Указана теорiя збурень, вiдповiдно до оцiнок
попереднього роздiлу, ґрунтується на тому, що Lb ∼
kυT , Ls ∼ kc, Lint ∼ Ω. Це означає, що малим па-
раметром теорiї є параметр µ, визначений в (46), ос-
кiльки Ω/kυT = µ, Ω/kc = βµ. Використаймо цей
параметр, щоб перерахувати часову дисперсiйну за-
лежнiсть у виразi для струму (44) у просторову та
порiвняти нашi матерiяльнi коефiцiєнти (38) з (45).
Зауважимо, що характерний час змiни провiдности в
(44) у нашому випадку (kυT )−1 є значно бiльшим за
характерний час змiни поля (kc)−1, i тому ми не мо-
жемо просто нехтувати t′ в El(k, t− t′).

З урахуванням сказаного обчислимо поле El(k, t −
t′) так:

En(k, t− t′) = Sp ρ(η(t− t′))Ên(k) = Sp e−t′Lρ(η(t))Ên(k) = Sp ρ(η(t))et′LÊn(k) ' Sp ρq(η(t))et′L0Ên(k) (47)

= Sp ρq(η(t))Ên(k,−t′) = Sp ρq(η(t)){µnl(k,−t′)Êl(k) + λnl(k,−t′)B̂l(k)} = µnl(k,−t′)El(k, t) + λnl(k,−t′)Bl(k, t)
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(див. формули (35)). Окрiм використання формули
ρ(η) ' ρq(η), тут ще було знехтувано в експонентi ви-
разом t′Lint ∼ (kυT )−1Ω = µ � 1 порiвняно з внеском
t′L0 ∼ 1, тобто вiдкинуто зайвi степенi µ.

Отже, з урахуванням (48) струм (44) можна запи-
сати у виглядi (37), запровадивши матерiяльнi коефi-
цiєнти Mln(k), Nln(k) у наближеннi самоузгодженого
поля

M sc
ln (k) =

∞∫
−∞

dτ µlm (k, τ)σmn (k, τ) ,

N sc
ln (k) = −

∞∫
−∞

dτ λlm (k, τ)σmn (k, τ) . (48)

Цi коефiцiєнти iдентичнi введеним у (38), що випли-
ває з останньої рiвности у (45).

C. Кореляцiї струм–поле в теорiї Власова

Можна, застосовуючи пiдхiд, що ґрунтується на на-
ближеннi самоузгодженого поля, отримати результа-
ти типу (40) для кореляцiйних функцiй струм–поле.

Зауважимо, що кiнетичне рiвняння Власова розгля-
дається разом з вiдповiдними рiвняннями Максвел-
ла, якi є динамiчними рiвняннями для ЕМ-поля. Кi-
нетичне рiвняння Власова є наближеним результатом
пiдходу, у якому початковi значення координат та iм-
пульсiв зарядiв вважаються випадковими. Для певної
узгоджености цього пiдходу слiд уважати випадкови-
ми й початковi значення ЕМ-поля. Указана невизна-
ченiсть завжди є джерелом iмовiрнiсного пiдходу в
статистичнiй фiзицi. Отже, спостережуванi значення
кореляцiй можна одержати за допомогою рiвняння
Власова з додатковим усередненням по реалiзацiях
початкових значень поля, тобто вважається справед-
ливою формула

Asc(t) = Sp ρ(η(t))Â. (49)

Тут риска позначає вказане додаткове усереднення,
а Asc(t) є значенням у теорiї самоузгодженого поля
фiзичної величини, якiй вiдповiдає оператор Â.

Шлях отримання середнього струму залишається
незмiнним i веде до формули (44), яка не мiняє вигля-
ду пiсля додаткового усереднення. Вираз для кореля-
цiй струм-поле одержуємо множенням (44) на поле з
додатковим усередненням. Це веде до формул

(Jk
nEx′

l )t =

∞∫
−∞

dt′σnm(k, t′){Em(k, t− t′)El(x′, t)− Em(k, t− t′)El(x′, t)
eq
},

(Jk
nBx′

l )t =

∞∫
−∞

dt′σnm(k, t′){Em(k, t− t′)Bl(x′, t)− Em(k, t− t′)Bl(x′, t)
eq
}, (50)

де вiднiмання рiвноважного значення середнього пов’язано з тим, що в (44) йдеться про вiдхилення вiд рiвнова-
ги. Зрозумiло, що в такому виглядi теорiя не мiстить засобiв для визначення рiвноважних величин. Подальшим
кроком є врахування формул (48), (48), а також спiввiдношення (49), що, вочевидь, дає (40) з такими вiльними
членами:

Ssc
nl(k) = −M sc

nm(k)(BmEl)
eq
k −N sc

nm(k)(BmBl)
eq
k ,

T sc
nl(k) = −M sc

nm(k)(EmEl)
eq
k −N sc

nm(k)(EmBl)
eq
k . (51)

Тут через (EmEl)
eq
k позначено фур’є-компоненти

рiвноважної кореляцiйної функцiї (Ex−x′

m E0
l )eq =

(Ex
mEx′

l )eq. Легко перевiрити, що формули (41), (51)
збiгаються. Для цього достатньо використати вирази
для рiвноважних кореляцiйних функцiй полiв, отри-
манi в останньому роздiлi (див. вирази (69), (71)), а
також те, що функцiї M sc

nl(k) та N sc
nl(k) збiгаються вiд-

повiдно з функцiями Mnl(k) та Nnl(k).

V. ОБЧИСЛЕННЯ ЗАПРОВАДЖЕНИХ
МАТЕРIЯЛЬНИХ КОЕФIЦIЄНТIВ

У МАКСВЕЛЛIСЬКОМУ ВИПАДКУ

У розвинутiй на основi МСО теорiї застосовано ма-
терiяльнi коефiцiєнти (38) Mnl(k), Nnl(k), якi опису-
ють плазму тiльки в термiнах просторової дисперсiї.
Зрозумiло, що можна ввести звичайним шляхом [4] i
в цьому випадку узагальненi провiднiсть σ′nl(k, ω) та
дiелектричну проникнiсть ε′nl(k, ω) формулами

σ′nm(k, ω) = Mnm(k) + εlmpkp
c

ω
Nnl(k),

ε′nm (k, ω) = 1 +
4πi

ω
σ′nm (k, ω) . (52)
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Це запроваджує iншi форми матерiяльного рiвняння
(37) для струму та електричної iндукцiї

Jn(k, ω) = σ′nl(k, ω)El(k, ω),

Dn(k, ω) = ε′nl(k, ω)El(k, ω). (53)

У цих термiнах рiвняння Максвелла (9) набувають
звичайного вигляду

Ḋ = c rotB, Ḃ = −c rot E. (54)

Пiсля фур’є-перетворення та роздiлення вiдповiдно
до (39) дiелектричної проникности отримаємо дис-
персiйнi рiвняння для поздовжнiх та поперечних ЕМ-
хвиль.

ε′l(k, ω) = 0, ε′tr(k, ω)− k2c2

ω2
= 0. (55)

Обчислiмо матерiяльнi коефiцiєнти (38), викорис-
товуючи вiдразу k-представлення та поздовжнi, по-
перечнi й антисиметричнi частини тензорiв (39). Вiд-
повiдно до (35), (39) поздовжнiй внесок в Mln(k) оче-
видно зникає

M l
k = β

0∫
−∞

dτI l(k, τ) (56)

=
∑

a

πβe2
a

k2

∫
d3υf0

a (υ)(υk)2δ(υk) = 0.

Аналогiчно отримаємо такi вирази для поперечного
внеску в Mln(k) та антисиметричного внеску в Nln(k):

M tr
k = β

0∫
−∞

dτItr(k, τ) cos ωkτ

= −
∑

a

nae2
a

maωk
Im J+

(
c

υTa

)
, (57)

Na
k = −β

0∫
−∞

dτItr(k, τ) sin ωkτ

=
∑

a

nae2
a

maωk
ReJ+

(
c

υTa

)
, (58)

Тут запроваджено функцiю

∫
d3υf0

a (υ)
[υ,k]2

kc− kυ + i 0
=

2 na

maωkβ
J+

(
c

υTa

)
, (59)

дослiджену, наприклад, в [4]. У нерелятивiстському
наближеннi, яке ми розглядаємо, υTa/c � 1, i тому
J+(c/υTa) ' 1. Отже, використання повного виразу
(59) є перевищенням точности й остаточно маємо

M tr
k ' 0, M l

k = 0; Na '
∑

a

Ω2
a

4πkc

(Ωa =
√

4πe2
ana/ma). (60)

VI. РОЗВ’ЯЗКИ ОТРИМАНИХ РIВНЯНЬ
ДЛЯ ПОЛЯ ТА КОРЕЛЯЦIЙ

A. Електромагнетнi хвилi

Систему рiвнянь Максвелла (9) з матерiяльним
рiвнянням (37) роздiляємо на поздовжню та по-
перечну частини (39) та розв’язуємо через фур’є-
перетворення. Для поздовжнього поля маємо [2]

Bl
nk = 0, −iωEl

nk = −4πM l
kEl

nk, (61)

звiдки знаходимо закон дисперсiї поздовжнiх хвиль

ωl(k) = −4πiM l
k. (62)

Рiвняння Максвелла для поперечного поля дають

− iωBtr
nk = −icεnmlkmEtr

lk,

− iωEtr
nk = ciεnmlkmBtr

lk (63)

− 4π
(
M tr

k Etr
nk + Na

k iεnmlk̃mBtr
lk

)
,

звiдки знаходимо закон дисперсiї поперечних ЕМ-
хвиль

ωtr(k) = −i2πM tr
k

±
√

c2k2 + 4πckNa
k − (2πM tr

k )2. (64)

Використовуючи дисперсiйнi рiвняння в термiнах
проникности (55), отримаємо теж (62), (64). З ура-
хуванням виразiв (60) для матерiяльних коефiцiєнтiв
маємо

ωl(k) = 0, (65)
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тобто поздовжнi ЕМ-хвилi у вивченому випадку (43)
малих довжин хвиль λ � rD вiдсутнi. Як вiдомо [4],
цей факт є наслiдком зворотного ефекту Черенкова
— iнтенсивного поглинання хвиль на малих частотах.
Аналогiчно для поперечних ЕМ-хвиль у вивченому
наближеннi маємо

ωtr(k) ' ±
√

c2k2 + Ω2 (Ω2 ≡
∑

a

Ω2
a), (66)

що вiдповiдає хвилям без згасання.
Розв’язувати системи (9) та (11) зручнiше, якщо

запровадити, замiсть аксiяльного вектора B, поляр-
ний [5]

Z = rotB, (67)

що прибере з розгляду тензор Левi–Чiвiти i полег-
шить записи поперечних частин рiвнянь. Наприклад
(63), матиме вигляд

−iωZtr
nk = −ck2Etr

lk,

−iωEtr
nk = cZtr

nk − 4π{M tr
k Etr

nk + Na
kZtr

nk/k}. (68)

B. Розв’язки системи рiвнянь для кореляцiйних
функцiй

Розгляньмо два найцiкавiшi частковi розв’язки
рiвнянь (11). Спочатку знайдемо рiвноважнi коре-
ляцiї ЕМ-поля. При цьому часовi похiднi в (11)

обертаються на нулi, а кореляцiї залежать ли-
ше вiд рiзницi координат. Через iзотропiю просто-
ру система лiнiйних рiвнянь (11) роздiляється на
поздовжню та поперечну щодо єдиного хвильово-
го вектора k, тому зручно використовувати фур’є-
представлення. У зв’язку з формулою (51) запрова-
джено такi позначення для рiвноважних кореляцiй-
них функцiй: (EnEl)

eq
k , (EnBl)

eq
k , (BnEl)

eq
k , (BnBl)

eq
k .

Тепер зручно використовувати їхнi поздовжнi та по-
перечнi частини, серед яких вiдмiннi вiд нуля тiльки
(EE)lk, (EE)trk , (EB)trk = (BE)trk , (BB)trk (div B = 0).
При розглядi задачi в термiнах поля Z (67) вiдмiн-
ними вiд нуля будуть додатково функцiї (EZ)trk =
(ZE)trk , (ZZ)trk .

Поздовжня частина у трьох останнiх рiвняннях з
(11) вiдсутня, а з першого, зважаючи на (40), (41),
маємо

0 = M l
k (EE)lk − 8πTM l

k.

Отже, поздовжнi частини кореляторiв поля даються
формулами

(EE)lk = 8πT, (EB)lk = 0,

(BE)lk = 0, (BB)lk = 0. (69)

Система рiвнянь для поперечних частин кореляторiв
у термiнах поля Z з (67), яка випливає з (11), (40),
(41), має вигляд

0 = −ck2(EZ)trk − ck2(ZE)trk , 0 = c(EZ)ak,

0 = −ck2(EE)trk + c (ZZ)trk − 4π{Mk(ZE)trk + Na
k (ZZ)trk /k − 8πkTNa},

0 = c (ZE)trk + c (EZ)trk − 4π{Mk(EE)trk + Na
k (ZE)trk /k + Mk(EE)trk + Nk(EZ)trk − 8πTM tr

k }. (70)

Звiдси вiдразу знаходимо

(EE)trk = 8πT, (EB)trk = 0, (BE)trk = 0, (BB)trk = 8πT, (71)

де враховано, що вiдповiдно до (67) (ZZ)trk = k2(BB)trk , (ZE)ak = k(BE)trk . Одержанi вирази (69), (71) для
рiвноважних кореляцiй поля збiгаються з результатами, якi дає класична теорiя.

Розгляньмо тепер часовi рiвняння (11) для вiдхилень кореляцiй вiд їхнiх рiвноважних значень, позначаючи
їх кутовими дужками. Через їхню лiнiйнiсть це дає

−iω〈ZZ〉ωkk′

nl = c {−k2〈EZ〉ωkk′

nl − k′2〈ZE〉ωkk′

nl },

−iω〈ZE〉ωkk′

nl = −ck2
1〈EE〉ωkk′

nl + c〈ZZ〉ωkk′

nl − 4π{Mk′〈ZE〉ωkk′

nl + Nk′〈ZZ〉ωkk′

nl },
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−iω〈EZ〉ωkk′

nl = c 〈ZZ〉ωkk′

nl − ck′2〈EE〉ωkk′

nl − 4π{Mk〈EZ〉ωkk′

nl + Nk〈ZZ〉ωkk′

nl },

−iω〈EE〉ωkk′

nl = c〈ZE〉ωkk′

nl + c〈EZ〉ωkk′

nl

−4π{Mk〈EE〉ωkk′

nl + Nk〈ZE〉ωkk′

nl + Mk′〈EE〉ωkk′

nl + Nk′〈EZ〉ωkk′

nl }. (72)

Структура рiвнянь (72) узгоджується з принципом
Онзаґера, тобто цi рiвняння вiдповiдають формаль-
ному перемноженню рiвнянь (68) у потрiбному поряд-
ку. Iнакше кажучи, якщо зробити замiну 〈EE〉kk′

nl →
Ek

nEk′

l i т. д., отримаємо тотожнiсть. Тодi сказане
означає, що дисперсiйнi залежностi для хвиль коре-
ляцiй ЕМ-поля мають вигляд

ω(k, k′) = ωα,α′(k) + ωα′(k′) (α, α′ = l, tr). (73)

Слiд зазначити, що цей розв’язок принципово шир-
ший, нiж просто добуток середнiх значень напруже-
ностей ЕМ-поля. Це найлiпше можна бачити в од-
норiдному та iзотропному станах поля. Тодi середнi
напруженостi ЕМ-поля вiдсутнi, але часова залеж-
нiсть кореляцiй залишиться. Розгляньмо поперечнi
кореляцiйнi функцiї, що мають структуру 〈EE〉trnl =
(δnl − k̃nk̃l)〈EE〉tr i т. д. Тодi, згiдно з (73), хвилi ко-
реляцiй матимуть гiлки з частотами 2 ωtr(k) та 0. От-
же, в цьому випадку спостерiгаємо явище хвильової
залежности парних кореляцiй ЕМ-поля.

VII. ВИСНОВКИ

Наведений розгляд ЕМ-поля, що слабко та повiль-
но взаємодiє iз плазмою, повнiстю описує нереляти-
вiстськi ЕМ-процеси з точнiстю до другого порядку
за взаємодiєю. Як ПСО обрано, поряд iз стандартни-
ми напруженостями, кореляцiйнi моменти ЕМ-поля,
що дало змогу суттєво розширити отриману iнфор-
мацiю про систему. Iз використанням потужного су-

часного методу статистичної фiзики — МСО — отри-
мано часовi рiвняння для ПСО. Показано, що МСО
правильно враховує кореляцiї середовища з полем та
дає змогу розглядати будь-якi кореляцiйнi моменти
як новi незалежнi змiннi. Доведено, що результати за-
стосування МСО до опису ЕМ-поля та його кореляцiй
узгоджуються з результатами наближення самоузго-
дженого поля, якщо систему з кiнетичного рiвняння
Власова та рiвнянь Максвелла доповнити уявленням
про випадковiсть початкових значень ЕМ-поля. При
цьому запропоновано пiдхiд до перерахування ефек-
тiв часової дисперсiї в ефекти просторової дисперсiї,
який ґрунтується на використаннi малого параметра
задачi. У рiвняннях Максвелла запроваджено новi кi-
нетичнi коефiцiєнти при напруженостi електричного
та iндукцiї магнетного полiв, що просто пов’язанi зi
стандартною провiднiстю. Продемонстровано, що рiв-
няння для кореляцiйних моментiв поля вiдповiдають
гiпотезi Онзаґера. Отримано вiдомi частоти попереч-
них хвиль ЕМ-поля, якi для максвеллiвської плазми
не згасають. Показано, що для малих довжин хвиль
(менше дебаївського радiуса) поздовжнiх хвиль не iс-
нує, що пояснюється ефектом черенковського погли-
нання. Отримано рiвноважний розв’язок для других
кореляцiйних моментiв, який вiдповiдає значенням,
що дає пряме обчислення рiвноважних середнiх. Для
кореляторiв поля знайдено розв’язки, що аналогiчнi
до плоских хвиль у рiвняннях Максвелла, але мають
два хвильовi вектори. Вiдкрито можливiсть iснування
поперечних хвиль центральних кореляцiйних момен-
тiв однорiдного та iзотропного поля, що не зводяться
до хвиль квадратiв напруженостей.

Ця робота виконана при пiдтримцi Державно-
го фонду фундаментальних дослiджень України
(проєкт № 2.7/418).
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LINEAR FLUCTUATION ELECTRODYNAMICS

A. Sokolovsky, A. Stupka
Dnipropetrov’k National University,

13 Naukova St., Dnipropetrovs’k, UA–49050, Ukraine

Electromagnetic field, which interacts weakly and slowly with non-relativistic plasma, has been investigated
with an accuracy up to the second order in interaction. The investigation was performed on the basis of the
Bogoliubov reduced description method that allowed to build a connected system of equations for average field
and its binary correlations as new independent variables. In the Maxwell equations and in the corresponding
equations for correlations of the field new material coefficients were introduced, which describe the medium only
in the terms of spatial dispersion. It was shown that equations for correlations satisfy the Onsager principle. The
obtained results are compared with results of self-consistent field approximation built on the basis of the Vlasov
equation. A procedure of recalculation of frequency dispersion effects in standard material coefficients of the self-
consistent field theory into spatial dispersion was proposed. An equivalence of the both approaches was proved in
the leading approximation. Existence of correlation waves, which are not reduced to waves of square average field,
was established.
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