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Для стоксових хвиль на поверхнi шару iдеальної рiдини система нелiнiйного рiвняння Шре-
динґера (НРШ) для обвiдної першої гармонiки й рiвняння для нульової гармонiки розширена
з урахуванням повної лiнiйної дисперсiї в обох рiвняннях. Без традицiйного припущення про
рух середньої течiї з груповою швидкiстю на частотi швидкого заповнення виведено рiвняння
четвертого ступеня для частоти збурення й дослiджено модуляцiйну нестiйкiсть (МН) роз-
глянутих хвиль. Продемонстровано взаємодiю дисперсiйних гiлок, що вiдповiдають чотирьом
кореням цього рiвняння, i виникнення смуг МН, якi не описуються НРШ. З аналiзу отриманих
виразiв випливає, що знайдена Бенджаменом i Фейром, а також Уiземом i потiм Хасiмото i
Оно межа kh = 1.363, де h — глибина рiдини, а k — хвильове число, для переходу мiж станами
модуляцiйно стiйкої та нестiйкої рiдини є такою тiльки в окремому випадку малих амплiтуди
незбуреної хвилi та хвильових чисел хвилi збурення.
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При поширеннi iмпульсу швидко осцилюючих
хвиль по поверхнi iдеальної рiдини амплiтуда A
першої гармонiки обвiдної вiльної поверхнi η =
1

2
A exp(i(kx − ωt)) + c.c. i амплiтуда Ψ нульової гар-

монiки потенцiялу швидкости рiдини в апроксимацiї
O(ε3) задовольняють систему рiвнянь [1–3]
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де ε — малий параметр, що характеризує малiсть i
повiльнiсть змiни амплiтуд A i Ψ. Тут позначено
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gkσ — частота несучої хвилi i g — прискорення

сили тяжiння.
Система (1)–(2) є моделлю взаємодiї довгих i ко-

ротких хвиль у рiзних фiзичних задачах [4], а її спро-
щений варiянт розв’язаний методом оберненої задачi
розсiювання [5]. У гiдродинамiцi її ще називають сис-
темою НРШ з рiвнянням для середньої течiї, систе-
мою Беннi i Роскеса [2], системою Девi i Стюартсона.

Першою особливiстю цiєї працi є вiдмова вiд поши-
реного припущення, що потенцiял нульової гармонi-
ки залежить вiд x i t тiльки в комбiнацiї x − cgt, де
cg = ∂ω

∂k
— групова швидкiсть на частотi першої гар-

монiки A. Це припущення особливо поширене пiд час
отримання НРШ iз системи (1)–(2). Деякi автори по-
в’язують його з переходом у систему координат, що
рухається зi швидкiстю cg , iншi арґументують iнду-
куючою дiєю третього члена в (2), що дiйсно змiнює-
ться в часi зi швидкiстю cg. (Вiдповiдна лiтература з
отримання НРШ для стоксових хвиль методом бага-
тьох масштабiв з рiзними узагальненнями, включаю-
чи НРШ вищого порядку, наведена в [3]). Це припу-
щення зроблено побiжно в [6–7] i прямо в [1] — робо-
тах, де принципово рiзними методами, але в близьких
наближеннях слабкої нелiнiйности й малих хвильових
чисел збурення показано, що обвiдна пакета швидко
осцилюючих хвиль на поверхнi шару iдеальної рiдини
є нестiйкою до малого поздовжнього збурення, якщо
добуток хвильового числа швидких осцилляцiй k на
глибину рiдини h бiльший, нiж 1.363.

Про необґрунтованiсть згаданого припущення йде-
ться в [8–10]. У [11] показано, що виниклi пiд час замi-
ни ξ = x−cgt додатковi доданки необхiдно враховува-
ти в наступному наближеннi по ε, одержуючи НРШ
четвертого порядку.

24



ПРО МОДУЛЯЦIЙНУ НЕСТIЙКIСТЬ СТОКСОВИХ ХВИЛЬ . . .

Вiдмова вiд згаданого припущення призводить до
неможливости замiни ∂Ψ

∂t
= −cg ∂Ψ

∂x
, а тому до немож-

ливости замикання системи (1)–(2) у НРШ, що ста-
вить пiд сумнiв справедливiсть межi kh=1.363, тому
що саме пiд час застосування такої замiни (напри-
клад, у [1]) , (2) iнтеґрується, похiдна ∂Ψ

∂x
з (2) пiдстав-

лялася в (1), яке пiсля цього переходило у звичайне
НРШ
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Оскiльки q змiнює знак iз додатного на вiд’ємний при
kh=1.363 i тому що НРШ має солiтоннi розв’язки за
нульових граничних умов, коли pq > 0, а p < 0 для
всiх kh, НРШ (4) не може мати солiтонних розв’язкiв,
якщо kh < 1.363. Те, що стоксова гармонiчна хвиля
стiйка при kh < 1, 363 (i отже, при збуреннi не може
перебудуватись у солiтон), випливає також з виразу
для iнкремента МН, отриманого в [1] на основi (4),

=Ω = κ(2pqA2

0 − κ
2p2)

1

2 , (6)

i залежного вiд знака pq.
Вiдмову вiд припущення, що потенцiял нульової

гармонiки залежить вiд x i t у комбiнацiї x−cgt, вико-
ристано в працi автора [12]. У нiй додатково зроблено
узагальнення системи (1)–(2) шляхом урахування в
нiй усiх лiнiйних членiв. Таке включення природно
мiститься в рiвняннях Захарова [13–14], а для систе-
ми (1)–(2) використовувалось у [15] для окремого ви-
падку нескiнченно глибокої рiдини, причому нехтую-
чи похiдною за часом в (2). Урахування всiх лiнiйних
членiв в (1)–(2) поряд з вiдмовою вiд зв’язку x i t у
комбiнацiї x − cgt пiд час опису МН стоксових хвиль
для шару рiдини є основною метою цiєї статтi.

Для першого рiвняння системи (1)–(2) врахування
всiх лiнiйних членiв проведено шляхом замiни друго-
го i третього доданкiв на нескiнченну суму
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∂4ω

∂k4

∂4A

∂x4
+ . . . .

Для включення всiх лiнiйних членiв поруч з додан-
ком c2

0

∂2
Ψ

∂x2 у другому рiвняннi системи (1)–(2) будемо
виходити з того, що рiвняння (2) пiд час отриман-
ня (1)–(2) методом багатьох масштабiв [3] є так зва-
ною умовою узгодженности. Згiдно з альтернативою
Фредгольма в апроксимацiї O(ε3) його можна записа-
ти у виглядi [8]
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причому важливо, що з продовженням асимптотичної
процедури нарощуются тiльки нелiнiйнi члени, тоб-
то повний облiк лiнiйних членiв (2) мiститься в дру-
гому доданку (7). Тут Φ — весь потенцiял нульової

гармонiки, тодi як Ψ — потенцiял нульової гармонi-
ки лише першого порядку асимптотичної процедури
методу багатьох масштабiв [3]:

Φ = Ψ + εΨ + ε2
∂2Ψ

∂x2
(z + h)

2
.

Пiсля переходу до нової залежної змiнної Φ замiсть Ψ
розширена система (1)–(2) є такою:
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Вона має однорiдий за x розв’язок, що описує незбу-
рену хвилю Стокса

A = A0 e
iα t, Φ = 0,

де

α = q̃A2

0
,

i амплiтуда A0 не залежить вiд координат i часу. Вве-
демо збурення (a — комплексне, ϕ — дiйсне)

A = (A0 + ε a) eiα t, Φ = ε ϕ.

Система (8)–(9), лiнеаризована за ε, має вигляд
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Подамо розв’язок лiнiйної системи iнтеґро-
диференцiяльних рiвнянь (10) так:

a = a0 e
iθ + b0e

−iθ, θ = κx− Ωt,

φ =
(
ψ1e

i θ + ψ2e
−iθ
) coshκ(z + h)

coshκh
.

Пiдставляючи це в (10), одержимо систему алґеб-
раїчних рiвнянь
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0
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Виключаючи ψ1 i ψ2, одержуємо

[Ω − ω(k + κ) + ω(k) + q(Ω))A2

0
]a0 + q(Ω))A2

0
b0 = 0,

[Ω + ω(k − κ) − ω(k) − q(Ω))A2

0
]b0 − q(Ω))A2

0
a0 = 0,
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де

q(Ω) = q̃ +
kκ − µΩ

ω2(κ) − Ω2
νκ. (11)

Прирiвнювання детермiнанта до нуля дає шукане рiв-
няння для частоти збурення Ω:

(Ω − δ)2 = ∆2 − 2q(Ω)A2

0
∆, (12)

де

∆ =
1

2
[ω(k + κ) + ω(k − κ)] − ω(k),

δ =
1

2
[ω(k + κ) − ω(k − κ)] .

За врахування тiльки перших двох членiв лiнiйної
дисперсiї на несучiй частотi в (1) i першого члена лi-
нiйної дисперсiї довгих хвиль у (2)

δ → cgκ, ∆ → pκ2, ω(κ) → c0κ. (13)

Рiвняння (12) можна записати так:

[(Ω − (δ − ∆)][(Ω − (δ + ∆)][ω(κ) − Ω][ω(κ) + Ω]

= −2
(
q̃(ω2(κ) − Ω2) + (kκ − µΩ)νκ

)
A2

0 ∆, (14)

що демонструє взаємодiю дисперсiйних гiлок, якi вiд-
повiдають чотирьом кореням характеристичного рiв-
няння (12). За малої нелiнiйности в правiй частинi
(14) цi чотири коренi вiдповiдають гiлкам 1, 2, 3, 4 на
рис. 1, 2.

З огляду на (11) маємо

Ω4 − 2 δΩ3− (15)

−
(
∆2 − 2 q̃A2

0∆ + ω2(κ) − δ2
)
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ω2(κ) − 2 k κ

2ν A2

0∆ = 0.

Зробимо безрозмiрними параметри задачi

Ω̂ =
Ω

ω
, ∆̂ =

∆

ω
, δ̂ =

δ

ω
, ω̂(κ̂) =

ω(κ)

ω
,

κ̂ =
κ

k
, Â0 = k0A0.

Результат числового роз’язку нормованого рiвнян-
ня (15) показаний на рис. 1, 2. Урахованi в цiй роботi
два новi фактори приводять до таких особливостей
на рис. 1, 2:

1) вiдмова вiд припущення, що потенцiял нульової
гармонiки залежить вiд x i t у комбiнацiї x − cgt, де
cg = ∂ω

∂k
— групова швидкiсть на несучiй частотi, ве-

де до появи третього й четвертого множникiв у (14)
iз законом дисперсiї, характерним для довгих хвиль i
отже, (14) описує взаємодiю не тiльки 1 i 2 хвиль (за
малих κ — нестабiльнiсть Бенджамена-Фейра), але
й, наприклад, гiлки 1 i 3 — ще однiєї нестiйкости. У
зв’язку з цим вiдзначимо, що рiвняння, подiбне (12)
для характеристичної швидкости Ω/κ, отримано ме-
тодом усередненого лаґранжiяна [7, Eq. (56)].
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Рис. 1. <bΩ, =bΩ для kh = 10 i kh = 2, якщо bA0 = 0, 2.
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Для спрощення аналiзу розв’язкiв рiвняння четвер-
того порядку за Ω у припущеннi малих A0 другий
член рiвняння (56) у [7] був знехтуваний, а в третiй
пiдставлене спiввiдношення Ω/κ = cg. Отримане та-
ким шляхом квадратне рiвняння має розв’язок, уявна
частина якого може iснувати тiльки за малих хвильо-
вих векторiв збурення κ, якщо kh > 1.363 i не iснує
для жодних κ, якщо kh < 1.363. Отже, аналiз пове-
дiнки розв’язкiв характеристичного рiвняння, прове-
дений у [7], стосується тiльки нескiнченно малих A0

i κ i не може бути застосований до пояснення появи
МН у мiсцi перетину гiлок коренiв 1 i 3;

2) урахування додаткових членiв лiнiйної дисперсiї
в рiвняннi для обвiдної першої гармонiки i в рiвняннi
для нульової гармонiки приводить до правильної кри-
визни чотирьох кривих замiсть їх асимптотичної пове-
дiнки (13), показаної на рис. 1,2 пунктиром. Зокрема,
такий хiд кривих приводить до ще одного перетину
коренiв 1 i 2, що не передбачається НPШ i вiдповiдає
пiд час повного врахування дисперсiї в лiнiйному ви-
падку далеким краям вiсiмки Фiлiпса. Рiвняння чет-
вертого порядку (узагальнене на тривимiрний випа-
док i з урахуванням поверхневого натягу) отримано
варiяцiйним методом у [16], але без урахування всiєї
лiнiйної дисперсiї. У такий спосiб його не можна за-
стосувати для пояснення смуги МН у тому мiсцi, де
вдруге перетинаються кривi 1 i 2 (а їхнi асимптоти,
показанi пунктиром, перетинаються тiльки за малих
κ, тобто описують тiльки МН Бенджамена–Фейра).

Рiвняння четвертого порядку для Ω отримано в [17]
з рiвнянь Захарова в ε3 апроксимацiї, але при одер-
жаннi критерiю МН було зведено в припущеннi малих
A0 до рiвняння другого порядку для малої величини
вiдхилення Ω вiд кривої ∆ = 0, що не дає змоги опи-
сати середню смугу МН на рис. 1.

Таким чином, особливiсть цiєї працi в тiм, що ха-
рактеристичне рiвняння четвертого порядку, близьке
до отриманого гамiльтонiвським методом у [17], виве-
дено з узагальненої тут системи НРШ iз середньою
течiєю, а числовий розв’язок цього рiвняння виявляє
нову смугу МН (середня смуга на рис. 1, 2).

Для знаходження kh i κ̂, за яких рiвняння (15) має
уявну частину, вiдмiнну вiд нуля, вираз для частоти
збурення Ω̂ = <Ω̂ + i=Ω̂ пiдставлено в (15). Пiсля по-
дiлу на дiйсну й уявну частину отриманий результат
системи двох нелiнiйних алґебраїчних рiвнянь, що ви-
йшла, i є шуканим рiвнянням для (=Ω̂)2. Утримуючи
в ньому доданки зi ступенями не вище, нiж Â2

0
(тому

що теорiя є слабко нелiнiйна), можна одержати (=Ω̂)2

i першу поправку за Â2
0
. Обмежимося тiльки основ-

ним доданком (поправка наведена в [12]):

(=Ω̂)2 = −
(

∆̂2 − 2∆̂

(
Q̃+

2σ2N2

ω̂2(κ̂) − δ̂ 2

))
, (16)

Табуляцiя виразу для ∆̂ залежно вiд kh i κ виявляє,
що вiн може бути обох знакiв, на вiдмiну вiд ураху-
вання тiльки перших членiв лiнiйної дисперсiї, коли
∆̂ → P κ̂

2 i P < 0 для всiх kh.
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Рис. 2. <bΩ, =bΩ для kh = 1, 363 i kh = 1, якщо bA0 = 0, 2.
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Ю. В. СЕДЛЕЦЬКИЙ

ВИСНОВОК

При вiдмовi вiд припущення про рух середньої течiї
зi швидкiстю поширення cg першої гармонiки i пов-
ному врахуваннi лiнiйної дисперсiї отримано рiвнян-
ня четвертого порядку для залежности частоти збу-

рювальної хвилi вiд її хвильового числа κ. Чисель-
ний аналiз уявної частини чотирьох коренiв цього рiв-
няння свiдчить (рис. 2), що, крiм МН Бенджамена–
Фейра, при малих κ̂ iснує ще одна смуга МН при
κ̂ ' 1. Ця МН не зникає при kh < 1.363 напротивагу
МН Бенджамена–Фейра.
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ON MODULATION INSTABILITY OF STOKES WAVES WITHIN THE EXTENDED SET

OF NLSE WITH THE MEAN FLOW EQUATION

Yu. Sedletsky
Institute of Physics, National Academy of Sciences of Ukraine,

46, Nauky Ave., Kyiv, 03028, Ukraine

e-mail: sedlets@iop.kiev.ua

For Stokes waves on the surface of ideal fluid layer, the set of non-linear Schrödinger equation (NLSE) for the
by-pass first harmonics and equation for the zeroth harmonics is extended with full linear dispersion taken into
account in both equations. Without traditional assumption about the motion of middle flow with the group velocity
on the frequency of rapid filling, the 4-order equation for the perturbation frequency is derived and modulation
instability (MI) of the waves under consideration is studied. The interaction is demonstrated for disperse branches
corresponding to four roots of this equation. The appearence of MI bands remaining described within NLSE is
also shown. It follows from the analysis of the obtained expressions that the limit kh = 1.363 (h is the fluid depth,
k is the wave number) found by Benjamin, Feir, Whitham, Hasimoto and Ono for the transition between stable
and instable fluid is such only in a particular case of small amplitude of unperturbed wave and wave numbers of
the perturbing wave.
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