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У наближеннi ефективної маси дослiджено спектр електрона в елiптичному квантовому
дротi (ЕКД) та елiптичнiй напiвпровiдниковiй нанотрубцi (ЕНН). Отримано точний енерґе-
тичний спектр електрона в ЕКД i ЕНН GaAs з непроникними стiнками та наближенi розв’язки
рiвняння Шрединґера при скiнченнiй висотi потенцiяльного бар’єра в ЕКД GaAs/AlxGa1−xAs.
Показано, що елiптичнiсть квантового дроту й нанотрубки знiмає виродження енерґетично-
го спектра квазiчастинок. Залежнiсть енерґiй парних та непарних станiв вiд спiввiдношення
пiвосей елiпса має немонотонний характер. У граничному випадку виродження елiптичних
квантових дротiв та нанотрубок у круговi, енерґетичний спектр квазiчастинок збiгається з
вiдповiдними спектрами в цилiндричних наносистемах.
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I. ВСТУП

Теоретичнi дослiдження енерґетичного спектра
квазiчастинок у наносистемах, що виконуються в ме-
жах наближення ефективних мас, зводяться до роз-
в’язання рiвняння Шрединґера з потенцiялом роз-
мiрного квантування, форма якого визначається гео-
метрiєю наносистеми. У найпростiших випадках для
сферичних квантових точок та цилiндричних кван-
тових дротiв у моделi прямокутного потенцiялу iс-
нують точнi енерґетичний спектр i хвильовi функ-
цiї квазiчастинок. На основi аналiтичних виразiв для
хвильових функцiй квазiчастинок у напiвпровiднико-
вих наногетероситемах будують наближенi розв’язки
складнiших задач [1]. Геометрична форма нанодротiв
та нанотрубок, що отримуються в реальних експери-
ментальних умовах, не завжди є цилiндричною [2–
5], це значно ускладнює їх теоретичне дослiдження.
Особливий iнтерес серед них останнiм часом викли-
кають елiптичнi наносистеми. Наприклад, у роботi [2]
вирощено елiптичнi напiвпровiдниковi нанодроти, про
що свiдчить зображення їх поперечного перерiзу. У
працi [6] вивчено умови стабiльности елiптичних на-
нодротiв, отриманих у результатi одновiсної деформа-
цiї. Результати дослiджень елiптичних наноструктур
можуть бути корисними для опису фiзичних явищ,
що виникають у цилiндричних квантових дротах ви-
рощених з анiзотропних напiвпровiдникових матерiя-
лiв. Автори статтi [7] показали, що задача розмiрного
квантування квазiчастинки з анiзотропною ефектив-
ною масою в цилiндричнiй квантовiй ямi зводиться
до задачi для квазiчастинки з iзотропною ефектив-
ною масою в елiптичнiй потенцiяльнiй ямi.

Велике зацiкавлення дослiдникiв напiвпровiднико-
вими нанотрубками, про що свiдчить поява великої
кiлькости експериментальних i теоретичних праць,

викликана можливiстю створення на їх основi кван-
тових транзисторiв i високоефективних свiтловипро-
мiнювачiв. Розробленi технологiї вирощування напiв-
провiдникових нанотрубок дають змогу отримувати
нанотрубки з рiзною геометрiєю поперечного перерi-
зу [3,8]. Розрахунок спектрiв розмiрного квантуван-
ня квазiчастинок у цилiндричних напiвпровiдникових
нанотрубках можна виконувати згiдно з загальною
теорiєю, побудованою для складних квантових дро-
тiв [1]. Теорiї спектрiв розмiрного квантування носiїв
заряду в елiптичних нанотрубках на сьогоднi не iснує,
хоча такi наносистеми можна вирощувати методом
селективного епiтаксiйного росту [3] або отримувати
внаслiдок деформацiї з вiдповiдних цилiндричних на-
нотрубок.

Отже, задача розрахунку спектра розмiрного кван-
тування квазiчастинок в елiптичних наносистемах є
актуальною. Про це також свiдчать недавнi теоре-
тичнi дослiдження рiзних авторiв [9–11]. Для елiп-
тичної потенцiяльної ями з безмежно високими стiн-
ками й довiльною величиною ексцентриситету iсну-
ють точнi розв’язки рiвняння Шрединґера як для 3-
вимiрного (елiптична квантова точка) [9], так i для
2-вимiрного (елiптичний квантовий дрiт) [10] випад-
кiв, що отримуються в результатi числових розрахун-
кiв. Коли ексцентриситет елiпса достатньо малий, то
можна застосувати теорiю збурень граничних умов
[12] або варiяцiйний метод iз варiяцiйним параметром
у гамiльтонiянi [11]. Для спектра розмiрного кванту-
вання в елiптичнiй квантовiй точцi в першому поряд-
ку теорiї збурень отримуємо простий аналiтичний ви-
раз для поправок, що враховують деформацiю сфе-
ричної безмежно глибокої потенцiяльної ями [12]. Для
2-вимiрного випадку розрахунок подiбних поправок є
не простiшим, нiж знаходження точного розв’язку за-
дачi.
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Якщо напiвпровiдникова елiптична наногетеросис-
тема описується потенцiяльною ямою скiнченної гли-
бини i квазiчастинка характеризується рiзними зна-
ченнями ефективної маси всерединi й зовнi наносис-
теми, то розрахунок спектрiв розмiрного квантування
квазiчастинок значно ускладнюється. Першi спроби
таких розрахункiв виконували для елiптичних кван-
тових точок HgS/CdS варiяцiйним методом [11]. Цей
метод можна також застосувати i для квантових дро-
тiв з малою анiзотропiєю. У роботi [10] автори спробу-
вали на основi функцiй Матьє побудувати точнi роз-
в’язки рiвняння Шрединґера для квантового дроту зi
скiнченною висотою потенцiяльного бар’єра на елiп-
тичнiй межi. Але, як справедливо зазначено в працi
[13], такi розв’язки будуть точними лише для безмеж-
но глибокої квантової ями чи виродження елiпса в ко-
ло. У роботi [13] отримано енерґетичний спектр елек-
трона в ЕКД як результат числового розв’язування
диференцiяльного рiвняння методом сiток i наведе-
но його залежнiсть вiд спiввiдношення пiвосей (a/b).
На жаль, у працi не зiставлено цей спектр iз резуль-
татами статтi [10], що дало б змогу оцiнити точнiсть
розв’язкiв [10] i визначити сферу їх можливого засто-
сування.

У цiй роботi дослiджено енерґетичний спектр елек-
тронiв в ЕКД i ЕНН, щоб простежити еволюцiю
цього спектра залежно вiд геометричних параметрiв
дослiджуваних наносистем. Оскiльки для створення
свiтловипромiнювальних напiвпровiдникових прила-
дiв найлiпшим матерiялом є прямозонний GaAs, то
саме параметри цього матерiялу використанi в чис-
лових розрахунках.

II. ГАМIЛЬТОНIЯН СИСТЕМИ
ТА РОЗВ’ЯЗОК РIВНЯННЯ ШРЕДИНҐЕРА

Розгляньмо елiптичний квантовий дрiт GaAs (сере-
довище 0), помiщений у напiвпровiдникову чи дiелек-
тричну матрицю (середовище 1). Систему координат
виберiмо так, що вiсь Oz спрямована вздовж дроту.
Потенцiяльна енерґiя i ефективна маса електрона в
декартових координатах матимуть вигляд

µ(x, y) =

{

µ0, x2/a2 + y2/b2 ≤ 1,
µ1, x2/a2 + y2/b2 > 1 ,

(1)

U(x, y) =

{

0, x2/a2 + y2/b2 ≤ 1,
V, x2/a2 + y2/b2 > 1 ,

(2)

де a i b — пiвосi елiпса.
У напрямку вздовж квантового дроту електрон ру-

хається вiльно. Внаслiдок тунельного ефекту хвильо-
ва функцiя квазiчастинки проникає в середовище 1 i
доля енерґiї, що зумовлена поздовжнiм рухом елект-
рона, має вигляд Ez = ~

2k2
z/2µ∗, де µ∗— усереднена

ефективна маса, яка у випадку безмежних потенцiя-
льних бар’єрiв збiгається з µ0.

Енерґiю, зумовлену поперечним рухом електрона,
знаходимо з розв’язку рiвняння Шрединґера, яке у

загальному випадку координатно залежної маси має
вигляд

− ~
2

2
∇ 1

µ(x, y)
∇Ψ (x, y) (3)

+ U(x, y)Ψ (x, y) = EΨ (x, y) .

Пiдставляючи (1) i (2) в рiвняння (3), отримаємо
для кожного середовища такi рiвняння:

∇2Ψ(i) (x, y) + k2
i Ψ(i) (x, y) = 0, (i = 0, 1), (4)

де k2
i = 2µi(E − Vi)/~

2, V0 = 0.
Ураховуючи те, що ця наногетеросистема має елiп-

тичну симетрiю, рiвняння (2.4) зручно розв’язувати в
елiптичних координатах (ξ, η, z), якi мають зв’язок
iз декартовими, за такими спiввiдношеннями:

x = f cosh ξ cos η, 0 ≤ ξ < ∞

y = f sinh ξ sin η, 0 ≤ η < 2π

z = z, −∞ < z < +∞



















, (5)

де f =
√

a2 − b2 — фокусна вiдстань, ξ виконує роль
радiяльної координати, а η — кутової. Радiяльна коор-
дината ξ визначається спiввiдношенням пiвосей елiп-
са (tanh ξ = b/a).

Перейшовши в рiвняннях (2.4) вiд декартових ко-
ординат до елiптичних, отримаємо

[

∂2

∂ξ2
+

∂2

∂η2
+

f2k2
i

2
(cosh 2ξ − cos 2η)

]

Ψ(i)(ξ, η) = 0,

(i = 0, 1) (6)

Як показано в працi [13], змiннi в рiвняннi (6) у
загальному випадку роздiлити неможливо, оскiльки
неможливо забезпечити неперервнiсть хвильової фун-
кцiї на елiптичнiй межi подiлу середовищ. Тому хви-
льову функцiю Ψ(ξ, η) треба записувати так:

Ψ(i)(ξ, η) =
∑

m

CmR(i)
m (ξ)θ(i)

m (η), (7)

де R
(i)
m (ξ)— радiяльна i θ

(i)
m (η)— кутова частини, якi

задовольняють рiвняння

∂2θ(i)
m (η)/∂η2 + (c − 2qi cos 2η)θ(i)

m (η) = 0, (8)

∂2R(i)
m (ξ)/∂ξ2 − (c − 2qi cosh 2ξ)R(i)

m (ξ) = 0, (9)

де qi = f2k2
i /4, c — константа роздiлення.

Лише у випадку непроникних стiнок на межi кван-
тового дроту хвильова функцiя допускає роздiлення
змiнних i такi квантовi стани квазiчастинки характе-
ризується певним значенням квантового числа m

Ψm(ξ, η) = Rm(ξ)θm(η). (10)
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Рiвняння (8) i (9) є характеристичними рiвняннями
для функцiй Матьє. Їх розв’язками є парна та непар-
на функцiї Матьє першого i другого роду. Оскiльки
умови перiодичностi можуть задовольняти лише пар-
на cem(q, η) та непарна sem(q, η) функцiї Матьє пер-
шого роду, то кутова частина хвильової функцiї ма-
тиме вигляд

θm(q, η) =

{

cem(q, η),
sem(q, η).

(11)

Розв’язками радiяльного рiвняння (9) є лiнiйна ком-
бiнацiя парних та непарних модифiкованих функцiй
Матьє першого i другого роду:

Re
m(q, ξ) =







Ae
mJem(q, ξ) + Be

mNem(q, ξ), q > 0,

Ae
mIem(q, ξ) + Be

mKem(q, ξ), q < 0,
(12)

Ro
m(q, ξ) =







Ao
mJom(q, ξ) + Bo

mNom(q, ξ), q > 0,

Ao
mIom(q, ξ) + Bo

mKom(q, ξ), q < 0,
(13)

де Ae
m, Ao

m, Be
m, Bo

m— коефiцiєнти, що визначаються
граничними умовами та умовою нормування.

Модифiкованi функцiї Матьє, що входять у радiя-
льну хвильову функцiю, мають складну залежнiсть
вiд коефiцiєнта роздiлення c, який визначається з
умови перiодичности кутової частини хвильової фун-
кцiї (10). У граничному випадку, коли елiптичнi ко-
ординати прямують до цилiндричних, модифiкованi
функцiї Матьє збiгаються з вiдповiдними функцiями
Бесселя [14,15].

Енерґетичний спектр квазiчастинки знаходимо, ви-
користовуючи граничнi умови для хвильової функцiї.
У випадку непроникних стiнок для електрона в елiп-
тичному квантовому дротi парна та непарна хвильо-
вi функцiї при ξ = ξ0 дорiвнюють нулевi. З умови
збiжности хвильових функцiй (12, 13) при ξ = 0 от-
римаємо Be

m = Bo
m = 0. Отже, дисперсiйнi рiвняння

для знаходження енерґiй парних та непарних станiв
електрона з певним значенням квантового числа m
матимуть вигляд

Jem(q, ξ)|ξ=ξ0
= 0, m = 0, 1, 2, . . .

Jom(q, ξ)|ξ=ξ0
= 0, m = 1, 2, . . .

}

. (14)

Значення q
e(o)
nm = f2µ0E

e(o)
nm /2~

2, якi задовольняють
рiвняння (14), визначають безмежний набiр дискрет-

них енерґетичних рiвнiв квазiчастинки E
e(o)
nm , де

n = 1, 2, 3 . . . — головне квантове число, яке нумерує
порядковий номер кореня вiдповiдного рiвняння (14).

Далi дослiдимо енерґетичний спектр електрона в
елiптичнiй нанотрубцi з непроникними стiнками. Щоб
знайти енерґетичний спектр квазiчастинок в елiптич-
нiй нанотрубцi, запишiмо граничнi умови для парної
та непарної радiяльних хвильових функцiй на зовнiш-
нiй та внутрiшнiй елiптичних межах. Точнi розв’яз-
ки рiвняння Шрединґера можливi тiльки тодi, коли
елiпси, що визначають внутрiшню та зовнiшню межi,
мають однакову фокусну вiдстань. Цього вимагає ви-
брана елiптична система координат, у якiй f = const.

У результатi спiввiдношення пiвосей (a0/b0) внутрiш-
нього та (a1/b1) зовнiшнього елiпсiв буде рiзним. Хви-
льовi функцiї парних та непарних станiв електрона з
певним значенням квантового числа m на внутрiшнiй
та зовнiшнiй межi елiптичної нанотрубки дорiвнюють
нулевi

Ae
mJem(q, ξ0) + Be

mNem(q, ξ0) = 0
Ae

mJem(q, ξ1) + Be
mNem(q, ξ1) = 0

}

, (15)

Ao
mJom(q, ξ0) + Bo

mNom(q, ξ0) = 0
Ao

mJom(q, ξ1) + Bo
mNom(q, ξ1) = 0

}

, (16)

де ξ0 = artanh(b0/a0), ξ1 = artanh(b1/a1). Отриманi
системи рiвнянь щодо коефiцiєнтiв Ae

m, Ao
m, Be

m, Bo
m

мають ненульовi розв’язки лише при значеннях q
e(o)
nm ,

якi задовольняють вiдповiднi дисперсiйнi рiвняння

Jem(q, ξ0) Nem(q, ξ1) − Nem(q, ξ0) Jem(q, ξ1) = 0, (17)

Jom(q, ξ0) Nom(q, ξ1) − Nom(q, ξ0) Jom(q, ξ1) = 0.

(18)

Отже, рiвняння Шрединґера для електрона в ЕКД
та ЕНН з непроникними межами мають точнi розв’яз-
ки. Модель потенцiялу з безмежними стiнками мож-
на використовувати тодi, коли енерґiя дослiджуваної
частинки значно менша за висоту потенцiяльного ба-
р’єра на межi подiлу середовищ, що часто реалiзуєть-
ся для напiвпровiдникових наносистем, помiщених у
дiелектричне середовище.

Складнiша ситуацiя виникає тодi, коли напiвпро-
вiдниковий ЕКД чи ЕНН помiщенi в напiвпровiднико-
ву матрицю. Тодi висота потенцiяльного бар’єра V по-
рiвняна з величинами найнижчих енерґетичних рiв-
нiв наносистеми. Застосувати звичайнi умови зшивки
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хвильових функцiй (7) та густин потокiв ймовiрнос-
ти, побудованих на основi таких хвильових функцiй
на елiптичнiй межi, яка допускає можливiсть проник-
нення квазiчастинок, дуже складно. Квантовi стани в
такiй наносистемi не характеризуються певним зна-
ченням квантового числа m, а є комбiнацiєю станiв
iз рiзними значеннями m. Виникає питання, скiльки
доданкiв необхiдно враховувати в розкладi хвильової
функцiї (7). Зрозумiло, що при виродженнi елiпса в
коло достатньо одного доданка, який i визначає пев-
не значення квантового числа m. При цьому функцiї
Матьє вироджуються у вiдповiднi функцiї Бесселя.
Отже, збiльшення величини спiввiдношення пiвосей
елiпса a/b вимагає врахування бiльшого числа додан-
кiв у розкладi (7). Щоб визначити, до яких значень
величини a/b можна зберiгати лише один доданок у
розкладi (7), порiвняймо енерґетичнi спектри, отри-
манi в роботах [10] та [13] для електрона в ЕКД з
висотою потенцiяльного бар’єра на елiптичнiй межi
V = 0.75 еВ.
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Рис. 1. Залежнiсть енерґетичного спектра електрона в
ЕКД (V = 0.75 еВ, µ0 = µ1 = 0.041me, R0 =

√

ab = 10 нм)
вiд спiввiдношення пiвосей елiпса a/b. Суцiльнi лiнiї —
числовий розв’язок дифрiвняння [13], штриховi — розв’я-
зок дисперсiйних рiвнянь (19, 20) [10], пунктирнi — спектр
у безмежно глибокiй елiптичнiй потенцiяльнiй ямi.

У працi [13] отримано енерґетичний спектр елект-
рона як результат числового розв’язування диферен-
цiяльного рiвняння методом сiток. Дослiджувана дi-
лянка була подiлена на 400×400 прямокутникiв iз та-
ким же спiввiдношенням сторiн, як i спiввiдношення
пiвосей елiпса. Такий пiдхiд забезпечив високу точ-
нiсть отриманого спектра, зображеного на рис. 1 су-
цiльними лiнiями. На цьому ж рисунку штриховими
лiнiями показано еволюцiю електронного спектра у
залежно вiд величини a/b, одержану в роботi [10], у
якiй автори зберегли лише один доданок у формулi

(7). Для порiвняння на рис. 1 пунктирними лiнiями
наведено точний енерґетичний спектр електрона в то-
му ж квантовому дротi з непроникними стiнками.

З рис. 1 видно, що отриманi енерґетичнi спектри
мають якiсно однаковий вигляд. Величини енерґiй
електрона в моделi безмежно глибокої потенцiяльної
ями є значно вищими за вiдповiднi значення, одер-
жанi наближеними методами для квантової ями скiн-
ченної глибини. Така вiдмiннiсть є тим бiльшою, чим
бiльший ексцентриситет елiпса i чим вище знаходя-
ться рiвнi в енерґетичнiй шкалi. Наближенi розв’яз-
ки [10] для всiх станiв дають меншi значення енер-
ґiї6 нiж результати числового розв’язування рiвняння
Шрединґера [13], але в дiлянцi 1 < a/b < 2 результа-
ти, отриманi рiзними методами, збiгаються. В ЕКД з
2 < a/b < 3 найбiльша вiдмiннiсть в енерґiях стано-
вить 15%, хоча енерґiї багатьох станiв вiдрiзняються
не бiльше нiж на 3–5%.

Отже, для дослiдження елiптичних квантових дро-
тiв зi скiнченною висотою потенцiяльного бар’єра й
ексцентриситетом ε = f/a < 0.7 достатньо зберiгати
один доданок у розкладi (7), який становить основну
долю у формуваннi цього квантового стану.

Використовуючи стандартнi граничнi умови для
хвильової функцiї та густини потоку ймовiрности на
елiптичнiй межi подiлу середовищ, отримуємо дис-
персiйнi рiвняння для знаходження енерґiй парних i
непарних станiв електрона в елiптичному квантовому
дротi

1

µ0

Je′m(q0, ξ)

Jem(q0, ξ)

∣

∣

∣

∣

ξ=ξ0

=
1

µ1

Ke′m(q1, ξ)

Kem(q1, ξ)

∣

∣

∣

∣

ξ=ξ0

, (19)

1

µ0

Jo′m(q0, ξ)

Jom(q0, ξ)

∣

∣

∣

∣

ξ=ξ0

=
1

µ1

Ko′m(q1, ξ)

Kom(q1, ξ)

∣

∣

∣

∣

ξ=ξ0

, (20)

де q1 = f2µ1(E − V )/2~
2 < 0.

III. АНАЛIЗ ТА ОБГОВОРЕННЯ
РЕЗУЛЬТАТIВ ЧИСЛОВИХ РОЗРАХУНКIВ

A. Елiптичний дрiт GaAs
з непроникними стiнками.

На рис. 2а наведено результати розрахунку енер-
ґiй розмiрного квантування електрона в ЕКД GaAs
з непроникними стiнками залежно вiд спiввiдношен-
ня пiвосей елiпса a/b при сталiй його площi (радiус
рiвновеликого з елiпсом кола R0 = 10 нм). Ефектив-
на маса електрона µ0 = 0.067me, me — маса вiльного
електрона. Парнi стани зображено суцiльними лiнiя-
ми, непарнi — штриховими. Для порiвняння на рис. 2б
наведено розрахунки енерґетичного спектра електро-
на в квантовому дротi прямокутного перерiзу (рiвно-
великому з елiптичним) за формулою
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Рис. 2. Залежнiсть енерґетичного спектра електрона в елiптичному (а) та в прямокутному (b) квантових дротах
GaAs однакової площi поперечного перетину вiд спiввiдношення a/b.

En1n2
=

π2
~

2

2µ0

(

n2
1

b2
1

+
n2

2

a2
1

)

, (21)

де a1, b1 — поперечнi розмiри квантового дроту.
З рисунка 2а видно, що парнi та непарнi стани утво-

рюють серiї рiвнiв, причому енерґiї парних станiв роз-
ташованi нижче в енерґетичнiй шкалi за вiдповiднi
енерґiї непарних станiв. Найнижчу енерґiю має пар-
ний стан (1,0)e, який залишається невиродженим при
a/b = 1.

Якiсно подiбний спектр спостерiгаємо у квантовому
дротi прямокутного перерiзу (рис. 2б). Добрий кiль-
кiсний збiг величин енерґiй електрона в ЕКД з вiд-
повiдними енерґiями у квантовому дротi прямокут-
ного поперечного перетину спостерiгаємо тiльки для
декiлькох нижнiх енерґетичних рiвнiв при невеликих
значеннях асиметрiї a/b. Збiльшення спiввiдношення
a/b при постiйнiй площi поперечного перерiзу дроту
приводить до створення квазiнеперервних зон енер-
ґiї як у ЕКД, так i в квантовому дротi прямокутного
перерiзу. У граничному випадку, коли елiпс вироджу-
ється в коло (a/b = 1), а прямокутник — у квадрат,
спостерiгаємо двохкратне виродження всiх збуджених
електронних енерґетичних рiвнiв.

B. Елiптичний дрiт GaAs/AlxGa1−xAs.

На рис. 3 наведено результати розрахунку залеж-
ности електронного енерґетичного спектра в ЕКД
GaAs/AlxGa1−xAs вiд спiввiдношення a/b (суцiльнi
лiнiї). Обчислювали енерґiї Ee

nm, Eo
nm за формула-

ми (19,20) для електрона в ЕКД GaAs/AlxGa1−xAs
з такими параметрами напiвпровiдникових криста-
лiв: x = 0.4, µ1 = (0.067 + 0.083x) µe — ефектив-
на маса електрона в напiвпровiднику AlxGa1−xAs,
V = 0.57(1.55x + 0.37x2) еВ — висота потенцiяльно-
го бар’єра для електрона, aGaAs = 0.565 нм — стала

ґратки GaAs. Для порiвняння пунктирними лiнiями
наведено енерґетичний спектр в ЕКД GaAs з непро-
никними стiнками.
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Рис. 3. Залежнiсть енерґетичного спектра електрона в
ЕКД GaAs/AlxGa1−xAs вiд спiввiдношення a/b (суцiльнi
лiнiї). Пунктирнi лiнiї — енерґетичний спектр в елiптичнiй
потенцiяльнiй ямi з безмежними стiнками.

З рисунка видно таке. Енерґiї всiх парних та не-
парних станiв електрона в безмежно глибокiй потен-
цiяльнiй ямi знаходяться вище за вiдповiднi енерґiї в
ЕКД з скiнченним потенцiяльним бар’єром V на ме-
жi подiлу середовищ, оскiльки розмiрне квантування
спектра квазiчастинки в наносистемi з непроникними
стiнками проявляється сильнiше. При спiввiдношеннi
a/b ≈ 1 вiдмiннiсть у величинах вiдповiдних енерґiй
електрона в безмежнiй та скiнченнiй потенцiяльних
ямах для розгляданої наносистеми не перевищує 10%.
Збiльшення спiввiдношення a/b приводить до знач-
ного зростання цiєї поправки. Отже, для квантових
дротiв iз малим ексцентриситетом при дослiдженнi
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глибоких електронних енерґетичних рiвнiв можливе
застосування моделi безмежно глибокої потенцiяль-
ної ями, але збiльшення енерґiй квантових станiв за
рахунок зменшення розмiрiв квантового дроту чи йо-
го ексцентриситету приводить до значних похибок в
енерґетичному спектрi. У такому разi необхiдно ви-
користовувати модель елiптичної потенцiяльної ями
скiнченної глибини.

C. Елiптична нанотрубка GaAs
з непроникними стiнками.

Елiптична нанотрубка обмежена внутрiшнiм та зов-
нiшнiм елiптичними цилiндрами з вiдповiдними пiв-
осями a0, b0, a1, b1. Оскiльки обидва цилiндри харак-
теризуються однаковою величиною фокусної вiдстанi
f , то b0 =

√

a2
0 − f2 i b1 =

√

a2
1 − f2. Отже, геометрiя

елiптичної нанотрубки повнiстю визначається таким
набором параметрiв: f, a0 та ∆a = a1 − a0.

Для дослiдження еволюцiї спектра розмiрного
квантування електрона в елiптичнiй нанотрубцi при
змiнi її геометричної форми розгляньмо залежностi
енерґiй вiд a0 при сталiх f i ∆a та вiд f при сталих
a0 i ∆a.
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Рис. 4. Залежнiсть енерґетичного спектра електрона в
ЕНН (суцiльнi лiнiї) та цилiндричнiй нанотрубцi (штри-
ховi лiнiї) вiд величини a0 при постiйнiй товщинi ∆a =
5aGaAs.

На рис. 4 показано залежнiсть енерґетичного спек-
тра електрона в нанотрубцi вiд a0 при f = 5aGaAs i ∆a
= 5aGaAs(суцiльнi лiнiї). Для порiвняння штриховими
лiнiями наведено електронний спектр у вiдповiднiй
нанотрубцi кругового перерiзу з внутрiшнiм радiусом
a0 та товщиною ∆a = 5aGaAs. Для наочности в до-
датку 1 показано схематичнi зображення поперечних

перетинiв серiї нанотрубок з f = 5aGaAs, ∆a = 5aGaAs

та a0=5, 5.5, 6, 7, 15, 20 aGaAs.
З рис. 4 видно, що у випадку a0 → f (b0 → 0) на-

нотрубка вироджується в суцiльний елiптичний кван-
товий дрiт (додаток 1а) i електронний енерґетичний
спектр нанотрубки прямує до спектра у вiдповiдному
суцiльному квантовому дротi. Збiльшення величини
a0 при f = const приводить до швидкого вироджен-
ня ЕНН в нанотрубку кругового перерiзу (додаток 1
г,д,е), у результатi цього енерґiї парних та непарних
станiв, отриманих за формулами (17, 18), зближаю-
ться мiж собою i наближаються до значень енерґiй
у цилiндричнiй нанотрубцi. Подальше збiльшення ве-
личини a0 спричиняє виродження енерґiй за кванто-
вим числом m, i отримуємо енерґетичний спектр елек-
трона в плоскiй напiвпровiдниковiй плiвцi товщиною
∆a, який характеризується одним квантовим числом
n.

При a0 = 100aGaAs, коли елiптичнiсть квантового
дроту є дуже малою (a0/b0 = 1.0013), зсув енерґетич-
них рiвнiв цилiндричної нанотрубки щодо вiдповiд-
них рiвнiв в ЕНН перевищує 1 меВ навiть для станiв
з n = 1 (див. вставку на рис. 4), тобто дорiвнює ве-
личинi, яку ще можна встановити експериментально.
Отже, за змiщенням енерґетичних рiвнiв можна оцi-
нити величину елiптичности квантового дроту, а зна-
чить, i величину одновiсного тиску, що призводить до
цiєї деформацiї.
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Рис. 5. Залежнiсть енерґетичного спектра електрона в
нанотрубцi вiд величини фокусної вiдстанi елiптичних ци-
лiндрiв, що обмежують ЕНН GaAs. Суцiльнi лiнiї — парнi
стани, штриховi — непарнi.

На рис. 4 також видно, що енерґiї парних станiв
(n, m)e близькi або навiть збiгаються з енерґiями не-
парних станiв (n, m + 1)o. Таку поведiнку спектра
можна зрозумiти, проаналiзувавши рис. 5.

На рис. 5 показано залежнiсть енерґетичного спек-
тра електрона в нанотрубцi вiд f при a0 = 10aGaAs

i ∆a = 5aGaAs (серiю перерiзу нанотрубок з рiзними
величинами f наведено в додатку 2). З рис. 5 видно,
що при f = 0 (нанотрубка кругового перерiзу) енерґiї
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парних та непарних станiв збiгаються. Зi збiльшен-
ням величини фокусної вiдстанi всi енерґетичнi рiвнi
змiщуються в дiлянку менших енерґiй, що пояснюєть-
ся зменшенням розмiрного квантування, оскiльки, як
видно з додатка 2, зростає величина ∆b. Енерґiї не-
парних станiв спадають швидше i наближаються до
сусiднiх парних станiв з меншим на одиницю значен-
ням квантового числа m.

У граничному випадку f = a0 (додаток 2е) ЕНН ви-
роджується в елiптичний квантовий дрiт з пiвосями
a1 = a0+∆a, b1 = (a2

1−f2)1/2. При цьому енерґетичнi
рiвнi парних станiв знаходяться нижче за вiдповiднi
рiвнi непарних станiв, так як це i повинно бути для
елiптичного квантового дроту (рис. 2а). Рiзниця мiж
енерґiями вiдповiдних парних та непарних станiв буде
тим менша, чим ближчим до кола буде елiпс з пiвося-
ми a1 i b1.

Спектри електронiв у ЕКД та ЕНН отриманi при
величинi поздовжнього квазiiмпульсу kz = 0. При
kz 6= 0, внаслiдок вiльного руху електрона вздовж
квантового дроту, одержуємо вiдповiднi енерґетичнi
зони. Аналогiчнi розрахунки можна виконати i для
дiрок, що дасть змогу оцiнити енерґiї мiжзонних пе-
реходiв. Таких розрахункiв не виконували, оскiльки
авторам на сьогоднi не вiдомi експериментальнi данi,
з якими можна зiставити результати теорiї. Обмежив-
ши рух електрона вздовж осi Oz плоскими непроник-
ними межами, з отриманих результатiв можна знайти
дискретний спектр електрона в плоских елiптичних

квантових точках та елiптичних квантових кiльцях,
адитивно додавши енерґiю додаткового поздовжньо-
го квантування.

IV. ВИСНОВКИ

В елiптичнiй системi координат є точнi розв’язки
рiвняння Шрединґера для електрона в елiптичному
квантовому дротi та елiптичнiй нанотрубцi з непро-
никними стiнками.

Енергетичний спектр електрона складається iз се-
рiй енерґетичних рiвнiв, що вiдповiдають парним та
непарним станам електрона. Навiть незначна елiптич-
нiсть квантового дроту та нанотрубки помiтно впли-
ває на енерґетичний спектр квазiчастинок у нiй. Це
створює можливiсть визначити величину одновiсного
тиску за змiщенням енерґетичних рiвнiв квазiчасти-
нок.

Наближений розрахунок енерґетичного спектра
квазiчастинки в ЕКД зi скiнченною глибиною потен-
цiяльної ями методом роздiлення змiнних в елiптич-
них координатах можна використовувати при a/b < 2.
При бiльших значеннях ексцентриситету цей метод
дає заниженi значення енерґiй. Використовуючи точ-
нi розв’язки в моделi безмежно глибокої потенцiяль-
ної ями, можна отримати лише грубi оцiнки вели-
чин енерґiй для найнижчих електронних енерґетич-
них рiвнiв в ЕКД GaAs/AlxGa1−xAs.

Додаток 1

Геометричний вигляд серiї нанотрубок з f = 5aGaAs, ∆a = 5aGaAs та a0=5, 5.5, 6, 7, 15, 20 aGaAs.
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Додаток 2

Геометричний вигляд серiї нанотрубок з a0 = 10aGaAs, ∆a = 5aGaAs та f=5, 7, 8, 9, 9.8, 10 aGaAs.
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ELECTRON ENERGY SPECTRUM IN ELLIPTIC QUANTUM WIRE
AND ELLIPTIC NANOTUBE

V. A. Holovatsky, V. I. Gutsul
Chernivtsi National Univercity, 2 Kotsubynsky St., Chernivtsi, UA–58012, Ukraine
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Whithin the effective mass approximation, the electron energy spectrum in elliptic quantum wire (EQW) and
elliptic semiconductor nanotube (ESN) is investigated. The exact electron energy spectrum in EQW and ESN
GaAs with hard walls and approximate solution of the Shrödinger equation at the finite height of the potential
barrier in EQW GaAs/AlxGa1−xAs are obtained. It is shown that the ellipticity of a quantum wire and a nanotube
leads to the breaking of the degeneration quasiparticle energy spectrum. The dependencies of the energy of odd and
even electron states on the ratio semiaxes have a nonmonotonous character. In the limited case of the degeneracy
of elliptic quantum wires and elliptic nanotubes into circle ones the quasiparticle energy spectrum coincides with
the corresponding quasiparticle spectrum in cylindrical nanosystems.
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