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За допомогою рiвняння Лейна–Емдена–Фаулера (ЛЕФ) дослiджено рiвноважний розподiл
матерiї в моделi, що описує початкову фазу формування планетної системи iз протопланет-
ного диска, який обертається, у наближеннi полiтропної залежности мiж тиском i густиною.
Знайдено новий клас розв’язкiв рiвняння ЛЕФ, що мають характер солiтонних. На цiй основi
побудовано загальний, неперервний i додатний розв’язок цього рiвняння, що описує розподiл
матерiї фраґментованого диска вiдповiдно до закону Тiцiуса–Боде.
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ВСТУП

Проблему зародження, будови й еволюцiї Сонячної
системи завжди трактували як одну з найважливi-
ших у науцi. Увага до неї загострилась протягом ос-
таннього десятилiття у зв’язку з вiдкриттям планет
навколо iнших зiр [1–5]. Виявлено подiбнiсть у струк-
турi планетних орбiт вiдомих на сьогоднi планетних
систем (Сонячна система i 15 планетних систем нав-
коло зiр-сусiдiв Сонця) [6], що узгоджується iз зако-
ном Тiцiуса–Боде. Хоча цей закон є наближеним, по-
дiбнiсть структури орбiт у рiзних планетних системах
свiдчить про його унiверсальнiсть. Спробам обґрунту-
вати цей закон присвячено чимало робiт, зокрема пра-
цi таких вiдомих фiзикiв i астрономiв, як Вайцзеккер,
Альфвен, Берлаґе, Бiркеланд, Койпер, Шмiдт, Доул
та iн. (див. [7]). Однак досi немає загальновизнаної
теорiї планетоутворення й пояснення закону Тiцiуса–
Боде. Згiдно з сучасними уявленнями, утворення зо-
рi й системи вторинних тiл навколо неї вiдбувається
в межах диного процесу, що починається з фраґмен-
тацiї протопланетного диска. Гiпотеза про iснування
протопланетних дискiв й утворення планетних сис-
тем у сучасну епоху пiдтверджена спостереженнями.
Зокрема лише в газопиловому комплексi Орiона вияв-
лено близько 150 протопланетних дискiв [8]. Гiпотеза
про синхроннiсть процесiв утворення центральної зо-
рi та її планетної системи дає змогу використати для
опису фраґментацiї диска той самий математичний
апарат, яким описують внутрiшню структуру зiр.

Застосуваши системи рiвнянь механiчної та енерґе-
тичної рiвноваги до опису газопилової хмари, можна
було б одержати як структуру зорi, так i системи вто-
ринних тiл. Оскiльки на раннiх стадiях еволюцiї про-
цеси енерґообмiну поза центральною дiлянкою хмари
не є визначальними, то в першому наближеннi мож-
на обмежитись рiвнянням механiчної рiвноваги газо-
пилової хмари, що є основним наближенням небуляр-

них теорiй [7]. Такий пiдхiд вiдповiдає стадiї еволюцiї
хмари, коли пiд впливом ґравiтацiї та обертання ви-
никає фраґментацiя зовнiшнiх шарiв. Утворення пла-
нетозiмалей у них, об’єднання їх i утворення планет
вiдбуваються на пiзнiших етапах еволюцiї, якi в ме-
жах такого пiдходу не розглядаються.

У цiй статтi ми розглядаємо модель тонкого газо-
пилового диска, що обертається. Для опису рiвноваж-
ного розподiлу матерiї диска за рiвнянням Лейна–
Емдена–Фаулера (ЛЕФ), використано полiтропну за-
лежнiсть мiж тиском i густиною. Знайдено новий клас
розв’язкiв рiвняння ЛЕФ, що описують вiдокремленi
згустки матерiї. На цiй основi побудовано загальний,
неперервний i додатний розв’язок рiвняння ЛЕФ, що
описує розподiл матерiї фраґментованого диска вiд-
повiдно до закону Тiцiуса–Боде.

I. РIВНЯННЯ ЛЕФ IЗ УРАХУВАННЯМ
ОБЕРТАННЯ

Використаймо неiнерцiйну систему вiдлiку, вiсь OZ
якої збiгається з вiссю обертання протопланетного
диска. Розподiл матерiї в диска визначається рiвнян-
ням механiчної рiвноваги, яке у вибранiй системi ко-
ординат має такий вигляд:

∇P (r) = −ρ (r)∇Φ (r) , (1)

де P (r) — тиск, ρ (r) — густина матерiї в точцi прос-
тору, яка визначається радiус-вектором r = (x, y, z),
а

Φ(r) = Φґр(r) + Φвiдц(r) = −G

∫

ρ (r′) dr′

|r − r
′|

− 1

2
ω2(r)[x2 + y2] (2)
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є повним потенцiялом, що має ґравiтацiйний склад-
ник та вiдцентровий, зумовленi обертанням диска. Ми
розглядаємо полiтропну модель, для якої

P (r) = Cρν (r) , (3)

де параметри C та ν є сталими й визначаються за
характеристиками зорi. Вiдзначимо, що полiтропне

наближення широко використовується в теорiї внут-
рiшньої будови зiр для одержання аналiтичних чи
напiваналiтичних розв’язкiв (див., напр. [9]). Кутову
швидкiсть ω (r) надалi вважатимемо заданою функ-

цiєю вiдстанi вiд осi обертання ξ =
(

x2 + y2
)1/2

.
Використовуючи спiввiдношення (2), (3) та дiючи

оператором ґрадiєнта на рiвняння (1), зведемо його
до такого вигляду:

C (1 + n)∇2 (ρ (r))1/n = −4πGρ (r) + 2ω2 (ξ) + β (ξ) ,

β (ξ) ≡ ξ2

(

dω (ξ)

dξ

)2

+ ω (ξ) ξ2 d2ω (ξ)

dξ2
+ 5ω (ξ) ξ

dω (ξ)

dξ
,

(4)

де n = (ν − 1)−1. Уведемо пiдстановку ρ (r) = Un (r) i перейдемо до цилiндричної системи координат
(r = (ξ, z, ϕ)). У цiй статтi ми обмежимося азимутально-симетричними розв’язками, коли U (r) = U (ξ, z). Уве-
демо також безрозмiрнi змiннi ξ∗ ≡ ξ/λ, z∗ ≡ z/λ i безрозмiрну функцiю y (ξ∗, z∗) = U (ξ, z) /U0. Масштабний
фактор λ визначимо з умови

C (1 + n) = 4πGλ2Un−1
0 , (5)

причому U0 ≡ U(0, 0). У нових змiнних рiвняння (4) набуває безрозмiрної форми рiвняння в частинних похiдних

{

1

ξ∗
∂

∂ξ∗

(

ξ∗
∂

∂ξ∗

)

+
∂2

∂z∗2

}

y (ξ∗, z∗) + yn (ξ∗, z∗) = Ω (ξ∗) ,

Ω (ξ∗) ≡
{

ω2 (ξ∗λ) +
1

2
β (ξ∗λ)

}

(2πGUn
0 )−1 .

(6)

Для часткового випадку кеплерiвського обертання, коли ω (ξ) = ω0

(

ξ0

ξ

)3/2

, функцiя Ω (ξ∗) є монотонною

додатною функцiєю змiнної ξ∗, а саме Ω (ξ∗) = (8πGUn
0 )

−1
ω2 (ξ∗λ). Згiдно з означенням y (ξ∗, z∗) ≥ 0, y (0, 0) =

1, через те з рiвняння (6) випливають такi граничнi умови на похiднi:

∂

∂ξ∗
y (ξ∗, z∗)|ξ∗=0 = 0,

∂

∂z∗
y (ξ∗, z∗)|z∗=0 = 0. (7)

У теорiї внутрiшньої будови зiр традицiйно розглядають сферично-симетричну модель зорi без обертання, а
рiвняння

(r∗)−2 ∂

∂r∗

{

(r∗)2
∂

∂r∗

}

y(r∗) + yn(r∗) = 0 (8)

(r∗ = |r|λ−1) i називають власне рiвнянням ЛЕФ. Рiвняння (8) має знакозмiннi розв’язки при n < 5 i додатнi
монотонно спаднi розв’язки при n ≥ 5, але остання область — нефiзична (зоря не має скiнченної границi). У

фiзичнiй областi вiдомi аналiтичнi розв’язки при n = 0 (y(r∗) = 1 − 1
6 (r∗)2) i n = 1 (y(r∗) = sin r∗

r∗
). У дiлянцi

0 ≤ n ≤ 5 функцiя y(r∗) є додатною й монотонно спадною на iнтервалi 0 ≤ r∗ ≤ r∗n, де вона змiнюється вiд 1

до 0. При цьому r∗n є монотонно зростаючою функцiєю iндексу n i змiнюється вiд
√

6 до ∞ зi зростанням n вiд
0 до 5− δ(δ → +0). При цьому λr∗n = Rn визначає радiус зорi-полiтропи. За граничних умов y(0) = 1, y′(0) = 0
розв’язок рiвняння (8) має таку асимптотику, якщо r � rn [10]:

y(r∗) = 1 − 2

3

(

r∗

2

)2

+
32

15
n

(

r∗

4

)4

− 108

35
n(8n− 5)

(

r∗

6

)6

+ . . . . (9)

При r∗ → r∗n функцiя y(r∗) має лiнiйну залежнiсть вiд r∗n − r∗,

y(r∗) → αn

[

1

r∗
− 1

r∗n

]

' αn(r∗n − r∗)(r∗)−2, (10)
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де αn = (r∗n)2
∣

∣

∣

∣

(

dy
dr∗

)

r∗=r∗

n

∣

∣

∣

∣

є монотонно спадною функцiєю параметра n. У двовимiрному випадку без ураху-

вання обертання, коли y(ξ∗, z∗) ≡ y(ξ∗), розв’язки ЛЕФ мають подiбнi властивостi, зокрема y(ξ∗) є монотонно
спадною додатною функцiєю з такою асимптотикою:

y(ξ∗) →























1 −
(

ξ∗

2

)2

+ 4n

(

ξ∗

4

)4

− n(3n − 2)
81

4

(

ξ∗

6

)6

+ . . . при ξ∗ � ξ∗n,

βn ln
ξ∗n
ξ∗

+ . . . ' βn

ξ∗n
(ξ∗n − ξ∗) + . . . при ξ∗ → ξ∗n,

(11)

де ξ∗n — точка обертання розв’язку в нуль, яка визначає радiус моделi (диска), βn = ξ∗n

∣

∣

∣

∣

(

dy
dξ∗

)

ξ∗=ξ∗

n

∣

∣

∣

∣

.

II. ЛОКАЛIЗОВАНI РОЗВ’ЯЗКИ РIВНЯННЯ
ЛЕФ

Рiвняння (6) при n > 1 є нелiнiйним двовимiрним
рiвнянням у частинних похiдних, а тому знаходження
його аналiтичних розв’язкiв є складною математич-
ною задачею. У цiй статтi ми використаємо наближе-
ний метод. Нас цiкавить передусiм залежнiсть функ-
цiї y(ξ∗, z∗) вiд змiнної ξ∗, а для моделi тонкого дис-
ка, яку ми розглядаємо, виконується умова z∗ � ξ∗.
У зв’язку з цим залежнiсть y(ξ∗, z∗) вiд змiнної z∗ ми
врахуємо наближено, використовуючи вiдомий у те-
орiї акрецiйних дискiв спосiб оцiнки товщини тонких
дискiв [11]. У цилiндричнiй системi координат вектор-
не рiвняння (1) можна наближено зобразити систе-

мою двох скалярних рiвнянь:

dP

dz
' −ρ(ξ, z)

z

r3
GM(ξ, z), (12)

dP

dξ
' −ρ(ξ, z)

{

ξ

r3
GM(ξ, z) − 1

2

d

dz

[

ξ2ω2(ξ)
]

}

.

При записi рiвнянь (12) враховано, що основна ма-
са протопланетного диска зосереджена в центрi кон-
фiґурацiї, тому ґравiтацiйний потенцiял близький до

−GM(ξ, z)r−1
(

r =
[

ξ2 + z2
]

1
2

)

. Для тонкого диска

M(ξ, z) ' M(ξ, 0) має слабку залежнiсть вiд змiнної ξ,
при цьому M(ξ, 0) є неспадною функцiєю ξ. Виконай-
мо наближене iнтеґрування першого з рiвнянь (12):

ρ(ξ,h)
∫

ρ(ξ,0)

ρ−1 dP ' −GM(ξ, 0)

h
∫

0

z dz

(z2 + ξ2)
3
2

. (13)

Тут h ≡ h(ξ) є максимальним значенням змiнної z при заданому ξ (значення z-координати, при якому ρ(ξ, h) =
0). Якщо в рiвняннi (3) ν > 1, то з рiвняння (13) одержуємо спiввiдношення

(n + 1)C [ρ(ξ, 0)]
1
n ' GM(ξ, 0)

{

ξ−1 −
[

ξ2 + h2(ξ)
]−

1
2

}

(14)

або ж

(n + 1)CU0y(ξ, 0) {GM(ξ, 0)}−1 ' ξ−1 −
[

ξ2 + h2(ξ)
]−

1
2 . (15)

Для тонкого диска, коли h(ξ) � ξ, звiдси знаходимо

h∗(ξ∗) = λ−1h(ξ) =
{

(ξ∗)3y(ξ∗, 0)
}

1
2 {M∗(ξ∗)}−

1
2 , (16)

де

M∗(ξ∗) ≡ M(ξ, 0)
{

8πλ3Un
0

}−1
(17)

— безрозмiрна маса.

Формула (16) визначає напiвтовщину диска на до-
сить великiй вiдстанi вiд осi обертання. Фiзичний
змiст мають такi розв’язки y(ξ∗, 0), при яких h∗(ξ∗)
є незростаючою функцiєю змiнної ξ∗, тобто в серед-
ньому товщина диска є сталою або ж зменшується
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вздовж радiуса. Звичайно, у тих мiсцях, де y(ξ∗, 0)
досягає мiнiмуму, h∗(ξ∗) теж є мiнiмальним.

Одержана залежнiсть товщини диска вiд ξ∗ дає
змогу спростити рiвняння (6). З цiєю метою запишемо
y(ξ∗, z∗) у виглядi добутку двох функцiй,

y(ξ∗, z∗) = χ(ξ∗)ϕξ∗(z∗), (18)

а ϕξ∗(z∗) змоделюємо пробними функцiями, що ма-
ють такi властивостi:

ϕξ∗(z∗) > 0 при |z∗| < h∗(ξ∗),

ϕξ∗(z∗) = 0 при |z∗| ≥ h∗(ξ∗),

ϕξ∗(0) = 1,
d

dz∗
ϕξ∗(z∗) = 0 при z∗ = 0,

d2

(dz∗)2
ϕξ∗(z∗) ≤ 0.

(19)

У цьому наближеннi рiвняння (6) зводиться до рiв-
няння для y(ξ∗, 0) = χ(ξ∗):

d2χ

dξ∗2 +
1

ξ∗
dχ

dξ∗
+ χn(ξ∗)

= Ω(ξ∗) + χ(ξ∗)

∣

∣

∣

∣

d2ϕξ∗

dz∗2

∣

∣

∣

∣

z∗=0

. (20)

Якщо ϕξ∗(z∗) вибрати у виглядi безрозмiрної функцiї
змiнної z∗/h∗(ξ∗), то, згiдно з умовами (19),

d2ϕξ∗

d (z∗)2

∣

∣

∣

∣

∣

z∗=0

= −γ (h∗(ξ∗))−2 , (21)

де γ — додатне число порядку одиницi.
Вiдповiдно до формул (17), (18)

χ(ξ∗)

∣

∣

∣

∣

∣

d2ϕξ∗

d (z∗)2

∣

∣

∣

∣

∣

z∗=0

=
γM∗(ξ∗)

(ξ∗)3
. (22)

Для кеплерiвського закону обертання

Ω̃(ξ∗) = Ω(ξ∗) + χ(ξ∗)

∣

∣

∣

∣

∣

d2ϕξ∗

d (z∗)
2

∣

∣

∣

∣

∣

z∗=0

(23)

= Ω(ξ∗) +
γM∗(ξ∗)

(ξ∗)3
. (24)

Для пробної функцiї

ϕξ∗(z∗) = cos

{

π

2

z∗

h∗(ξ∗)

}

(25)

γ = (π/2)
2
, для функцiї

ϕξ∗(z∗) = 1 −
[

z∗

h∗(ξ∗)

]2

(26)

γ = 2 i т. д. Отже, двовимiрне нелiнiйне рiвняння (6)
наближено зводиться до одновимiрного рiвняння (20)
з перенормованим неоднорiдним членом.

Ми будемо цiкавитись розв’язками одержаного рiв-
няння за межами зорi в околi досить далекої точки
ξ∗0 , уводячи замiну x = ξ∗ − ξ∗0 та функцiю f(x) =
χ(ξ∗0 + x):

d2

dx2
f(x) +

1

ξ∗0 + x

d

dx
f(x)

= Ω̃(ξ∗0 + x) − fn(x). (27)

При ξ∗0 � 1 у цьому рiвняннi бiля першої похiдної фi-
гурує малий параметр, тому розв’язок (26) близький
до розв’язку рiвняння нульового наближення

d2

dx2
f(x) = Ω0 − fn(x);

(28)

Ω0 = Ω̃(ξ∗0 ).

Як випливає з рiвняння (27), при f(x) > 0 i довi-
льних Ω0 ≤ 0 завжди iснує дiлянка змiнної x, у якiй
d2f
dx2 < 0, що є ознакою локалiзованого розв’язку. Як-
що Ω0 > 0, то рiвняння (13) має локалiзований роз-
в’язок при досить малих значеннях Ω0, принаймi при
fn (x) > Ω0. Розв’язок рiвняння (27) можна записати
у квадратурах, оскiльки воно належить до типу рiв-
нянь, у яких не фiґурує явно змiнна x. Перейдемо до
змiнної f = f (x) за правилом

p =
df(x)

dx
,

(29)

d2f(x)

dx2
=

dp

df
p,

зводячи рiвняння (27) до нелiнiйного рiвняння пер-
шого порядку

p
dp

df
= Ω0 − fn. (30)

Iнтеґруючи його, одержуємо спiввiдношення

p2

2
= fΩ0 −

fn+1

n + 1
+ Cn, (31)

де Cn — стала iнтеґрування. Розгляньмо рiвняння
(27) в дiлянцi −x1 ≤ x ≤ x2 при таких граничних
умовах:

f (0) ≡ fmax, f ′ (0) = 0; (32)

f (−x1) ≡ f
(1)
min ≥ 0, f (x2) ≡ f

(2)
min ≥ 0; (33)

f ′ (−x1) = f ′ (x2) = 0. (34)

З умови f ′ (0) = 0 (p = 0) знаходимо сталу iнтеґру-
вання

Cn = (n + 1)−1 fn+1
max − fmaxΩ0. (35)
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Розв’язуючи рiвняння (30) щодо p та iнтеґруючи його, одержуємо неявно заданий розв’язок у квадратурах:

x = ±
(

n + 1

2

)1/2
fmax
∫

f

df
{(

fn+1
max − fn+1

)

− (fmax − f) Ω0 (n + 1)
}−1/2

. (36)

З умови (32) визначаємо дiлянку iснування розв’язку:

x1,2 =

(

n + 1

2

)1/2
fmax
∫

f
(1,2)
min

df
{(

fn+1
max − fn+1

)

− (fmax − f) Ω0 (n + 1)
}−1/2

. (37)

Тотожним перетворенням за допомогою пiдстановки t = f/fmax приведемо вираз (36) до такого вигляду:

x1,2 =

(

n + 1

2

)1/2

f
1
2 (1−n)
max

1
∫

a1,2

dt (1 − t)
−1/2

{

n
∑

i=0

ti − f−n
maxΩ0 (n + 1)

}

−1/2

, (38)

де a1,2 ≡ f
(1,2)
min f−1

max. З умови, щоб пiдкореневий ви-
раз був додатним для всiх значень t (або ж дорiвню-
вав нулевi на нижнiй межi iнтеґрування), отримуємо

спiввiдношення мiж параметрами f 1,2
min, Ω0, fmax:

1 +

n
∑

i=1

{

f
(1,2)
min f−1

max

}i

≥ Ω0 (n + 1) f−n
max. (39)

Покладаючи f
(1,2)
min = 0 або f

(1,2)
min = fmax, бачимо, що

Ω0f
−n
max змiнюється вiд нуля до деякого значення, яке

лежить у межах вiд (n+1)−1 до одиницi залежноi вiд

величини f
(1,2)
min /fmax.

Рисунок 1 iлюструє характер розв’язку (35) для
n = 3 та fmax = 0.6 при рiзних значеннях параметра
Ω0 (Ω0f

−3
max = 1/4 (крива 1), 3/8 (крива 2), 1/2 (крива

3), 3/4 (крива 4), 1 (крива 5)). За умови f
(1,2)
min = 0

знаходимо такий зв’язок мiж величиною дiлянки iс-
нування розв’язку та значенням його в максимумi:

x1 = x2 = f
(1−n)/2
max In,

In =
√

2 (n + 1)
1/2

1
∫

0

dt
(

1 − t2n
)

−1/2
.

(40)

Як видно з означення, In є монотонно зростаючою
функцiєю n (I1 = π, I2 = 3.2114, I3 = 3.4346, . . .).

На рисунку 2 подано чисельний розв’язок рiвнян-
ня (26) в околi точки ξ∗0 при рiзних значеннях цього
параметра (ξ∗0 = 10 (крива 1), 20 (крива 2), 50 (крива
3), 100 (крива 4)), якщо мiнiмальне значеннi частоти
(

Ω0f
−3
max = 1

4 ;fmax = 0.6
)

. Як видно з порiвняння кри-
вої 1 рисунка 1 i кривої 4 рисунка 2, при досить вели-
ких значеннях ξ∗0 розв’язки рiвнянь (26) i (27) близькi
мiж собою. Це дає змогу використовувати аналiтичнi
розв’язки рiвняння (27) для того, щоб сконструювати
неперервний додатний розв’язок рiвняння (26) в усiй
периферiйнiй дiлянцi ξ∗ ≥ ξ∗0 , “зшиваючи” розв’язки
(35), центрованi в сусiднiх точках ξ∗0 .

-5 -3 -1 1 3 5

f

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

x

1

2

3

4

5

Рис. 1. Розв’язок (35) для n = 3 та fmax = 0.6 при рiз-
них значеннях параметра Ω0 (Ω0f

−3
max = 1/4 (крива 1), 3/8

(крива 2), 1/2 (крива 3), 3/4 (крива 4), 1 (крива 5)).
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Рис. 2. Чисельний розв’язок рiвняння (26) в околi точ-
ки ξ∗0 при рiзних значеннях цього параметра (ξ∗

0 = 10 (кри-
ва 1), 20 (крива 2), 50 (крива 3), 100 (крива 4)), якщо
мiнiмальне значення частоти

`

Ω0f
−3
max = 1

4
;fmax = 0.6

´

.
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Нехай ξ∗0 (m) — центр m-го “солiтона”, що описує-
ться спiввiдношенням (35), x1 (m) та x2 (m) — межi
дiлянки, зайнятої цим “солiтоном”, fmax (m) — макси-
мальне значення функцiї f (x) у цiй дiлянцi. “Зши-
ваючи” m-й та (m + 1)-й розв’язки при умовi, що
fmin (x1 (m)) = fmin (x2 (m + 1)) = 0, знаходимо спiв-
вiдношення:

ξ∗0 (m + 1) = ξ∗0 (m) + x2 (m) + x1 (m + 1)

= ξ∗0 (m) + In

{

f−1
max (m) + f−1

max (m + 1)
}

.
(41)

Якщо кутова швидкiсть ω (ξ) пропорцiйна до ξ−k/2,
то

Ω0 (m)

Ω0 (m + 1)
=

{

ξ∗0 (m + 1)

ξ∗0 (m)

}k

. (42)

З iншого боку, згiдно з формулою (38),

Ω0 (m)

Ω0 (m + 1)
=

{

fmax (m)

fmax (m + 1)

}n

. (43)

Прирiвнюючи правi частини рiвнянь (41) та (42),
одержуємо рiвняння

f−1
max (m + 1) = f−1

max (m)

{

ξ∗0 (m + 1)

ξ∗0 (m)

}k/n

. (44)

Згiдно з формулою (41), вiдношення α =
ξ∗0 (m + 1) /ξ∗0 (m) задовольняє рiвняння:

α = {1 + δn (m)}
{

1 − δn (m) α
k
n
−1

}

−1

;

δn(m) = In {ξ∗0 (m)fmax(m)}−1
.

(45)

Згiдно з формулою (23)

Ω̃(ξ∗) =
M∗(ξ∗)

(ξ∗)3

{

4

(

1 − k

2

)2

+ γ

}

∼ (ξ∗)
−k

, (46)

а тому за умовою (38)

fmax(m) ∼ (ξ∗0 (m))
−k/n

. (47)

Вiдповiдно до формули (16) товщина диска буде ста-
лою за умови, що

fmax(m) ∼ (ξ∗0(m))
−k

. (48)

Iз порiвняння двох останнiх формул виходить, що
n = 1. З умови, щоб δn(m) не залежало вiд ξ∗0 , знахо-
димо спiввiдношення

fmax(m) ∼ (ξ∗0(m))−1 , (49)

звiдки видно, що k = 1. Тому з рiвняння (44), якщо
n = k = 1, знаходимо

α = {1 + δ1(m)} {1 − δ1(m)}−1 . (50)

При δ1(m) = 1/4 одержуємо α = 5/3. Це значен-
ня забезпечує fmax(m) ' 1/3, ξ∗0(m) ' 38. Одержане
значення α вiдповiдає розподiловi центрiв локалiзацiї
ξ∗0(m) вiдповiдно до закону Тiцiуса–Боде.

100 200 300 400 500
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Рис. 3. Неперервний розв’язок рiвняння (27), одержа-
ний методом “зшивання”.

На рисунку 3 подано сконструйований за допо-
могою чисельної процедури “зшивання” неперервний
додатний розв’язок рiвняння (27). При цьому вико-
ристано наближення постiйного мiнiмального значен-
ня Ω0(m) на m-му iнтервалi вiд ξ∗0 (m) − x1(m) до
ξ∗0(m)+x2(m), що вiдповiдає умовам fmin(x1,2(m)) = 0,
а також n = k = 1. Як видно з рисунка, ∆ξ∗0(m) =
ξ∗0(m +1)− ξ∗0(m) зростає зi збiльшенням m, причому
величина α(m) є монотонно спадною функцiєю числа
m, яка прямує до межi 1.68 . . . у периферiйнiй дiлянцi.
Розподiл матерiї диска в загальних рисах вiдповiдає
законовi Тiцiуса–Боде.

III. РОЗВ’ЯЗКИ РIВНЯННЯ ЛЕФ ПРИ n = 1

При n = 1 рiвняння (6) є лiнiйним неоднорiд-
ним рiвнянням у частинних похiдних. Уводячи змiнну
x = ξ∗ − ξ∗0 , запишемо його в такому виглядi:

{

∂2

∂x2
+

1

ξ∗0 + x

∂

∂x
+

∂2

∂z2

}

y(ξ∗0 + x, z)

+y(ξ∗0 + x, z) = Ω(ξ∗0 + x). (51)

Тут i далi знак (∗) бiля змiнної z опущено. Розгля-
ньмо наближений розв’язок цього рiвняння на вели-
ких вiдстанях вiд початку координат, коли (ξ∗0)

−1
є

малим параметром. У нульовому наближеннi це до-
зволяє знехтувати членом iз похiдною ∂

∂x , а Ω(ξ∗0 + x)
замiнити сталою величиною Ω0 = Ω(ξ∗0). Функцiя

F (x, z) = y(ξ∗0 + x, z) − Ω0 (52)

задовольняє двовимiрне рiвняння Гельмгольца [12]
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{

∂2

∂x2
+

∂2

∂z2

}

F (x, z) + F (x, z) = 0. (53)

Накладемо такi граничнi умови:

F (0, 0) = y(ξ∗0 , 0) − Ω0;

∂F

∂x

∣

∣

∣

∣

x,z=0

= 0;
∂F

∂z

∣

∣

∣

∣

x,z=0

= 0.
(54)

Рiвняння (52) допускає стандартне роздiлення змiн-
них, а його частинний розв’язок записуємо у виглядi:

Fλ(x, z) = Xλ(x)Z1−λ(z),

Xλ(x) = C(λ)cos(x
√

λ) + C̃(λ) sin(x
√

λ), (55)

Z1−λ(z) = C(1−λ)cos(z
√

1 − λ) + C̃(1−λ) sin(z
√

1 − λ),

де 0 ≤ λ ≤ 1, C(λ), . . . , C̃(1−λ) — сталi iнтеґрування.
Загальний розв’язок рiвняння (52), що задовольняє
умови (53), є суперпозицiєю розв’язкiв (54),

F (x, z) =

1
∫

0

dλ C(λ)C(1−λ)cos(x
√

λ)cos(z
√

1 − λ). (56)

F (x, z) є симетричною функцiєю змiнних x, z, яка
близька до функцiї Бесселя нульового порядку J0(R)
[13], де R = (x2 + z2)1/2. Справдi, якщо вибрати сталi
iнтеґрування C(λ) у виглядi

C
(1)
(λ) = C

1/2
0 (πλ)−1/2, (57)

то в цьому випадку

F (1)(x, z) =
C0

π

1
∫

0

dλ {λ(1 − λ)}(−1/2)
cos(x

√
λ) cos(z

√
1 − λ) = C0

2

π

π/2
∫

0

dϕ cos(x cos ϕ) cos(z sin ϕ)

= C0J0(R) (58)

(тут використано пiдстановку λ = cos2ϕ).

Якщо вибрати сталi C(λ) незалежними вiд λ
(

C(λ) = C
1/2
0

)

, тодi

F (2)(x, z) = C0Ψ(x, z),

Ψ(x, z) = 2

π/2
∫

0

dϕ sinϕ cosϕ cos(x cosϕ) cos(z sinϕ). (59)

Згiдно з формулами (51), (57), (58)

C0 = F (1)(0, 0) = F (2)(0, 0) = y(ξ∗0 , 0) − Ω0. (60)

Таким чином, одержуємо, що

y(1)(ξ∗0 + x, z) = Ω0 + {y(ξ∗0 , 0) − Ω0} J0(R),

y(2)(ξ∗0 + x, z) = Ω0 + {y(ξ∗0 , 0) − Ω0}Ψ(x, z).

(61)

Фiзичний змiст мають лише додатнi значення y(ξ∗0 +
x, z), тому умова

Ω0 +
{

y(1)(ξ∗0 , 0) − Ω0

}

J0(R0) = 0 (62)

визначає радiус поперечного (радiяльного) перерiзу
тора R0. Оскiльки в дiлянцi мiж першим i другим ну-
лями функцiя J0(R) задовольняє нерiвнiсть |J0(R)| ≤
0, 42, то розв’язок y(1)(ξ∗0 + x, z) iснує при досить ма-
лих значеннях параметра Ω0, а саме при

y(ξ∗0 , 0) ≥ 3, 5Ω0. (63)
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Рис. 4. y(ξ∗0 + x, z) = F (x, z) + Ω0 ( y(ξ∗0 , 0) = 0.6,
Ω0 = 0.1), де F (x, z) — розв’язок рiвняння (52). Крива
1 вiдповiдає y(1)(ξ∗0 + x, z), крива 2 — y(2)(ξ∗0 + x, 0), крива
3 — y(2)(ξ∗0 + x, x).

На рисунку 4 наведено розв’язки y(1)(ξ∗0 + x, z),
y(2)(ξ∗0 + x, z) при y(ξ∗0 , 0) = 0.6, Ω0 = 0.1 як функ-
цiї вiд змiнної R = (x2 + z2)1/2. При цьому крива 1
вiдповiдає y(1)(ξ∗0 + x, z), крива 2 — y(2)(ξ∗0 + x, z) при
z = 0, крива 3 — y(2)(ξ∗0 + x, z) при z = x. Як вид-
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но з рисунка, функцiї y(1)(ξ∗0 + x, z) та y(2)(ξ∗0 + x, z)
близькi мiж собою, а їх вiдхилення є суттєвим лише в
дiлянцi, де y(ξ∗ + x, z) зануляється. Оптимальний ви-
бiр сталих iнтеґрування C(λ) можна здiйснити, вико-
риставши додатковi фiзичнi умови, наприклад, умови
мiнiмуму ґравiтацiйної енерґiї моделi тощо. Однак ро-
бити це має сенс у межах точнiшого розв’язку рiвнян-
ня (6), ураховуючи член (ξ∗0 + x)−1 ∂

∂x та вiдхилення
Ω(ξ∗0 + x) − Ω(ξ∗0) як збурення.

ВИСНОВКИ Й ОБГОВОРЕННЯ

Обертання зiр i протопланетних дискiв є атрибу-
том їх iснування. Однак питання про вплив обертання
на еволюцiю протопланетної хмари все ще дискусiйне
[9]. Ця задача пов’язана з фраґментацiєю газопилової
хмари, утворенням кратних зiр i планетних систем.
Раннi числовi розрахунки у межах гiдродинамiчного
пiдходу давали суперечливi результати. У бiльшостi
праць приймалося, що початковi конфiґурацiї мають
сталу густину i сталу кутову швидкiсть. Поява пiка
густини в центрi та скупчення речовини в кiльцепо-
дiбнiй дiлянцi на периферiї одержано в працях Лар-
сона. Утворення кiльцевої структури всерединi про-
тозорi пiдтверджено незалежними числовими розра-
хунками Блека й Боденгаймера. Однак у числових
розрахунках Чарнутера поява кiльцевої структури не
була пiдтверджена (вiдсутнiсть фраґментацiї диска).
Пiзнiше Боденгаймер i Чарнутер повiдомили, що їхнi
цiлком рiзнi програми приводять до подiбних, хоч i не
iдентичних результатiв [14]. Головний їхнiй висновок

— утворення кiльцеподiбних структур у колапсуючих
хмарах справдi спостерiгається. У роботi [15] показа-
но, що утворення кiльцевої структури неможливе при
твердотiльному обертаннi, а лише при диференцiяль-
ному. Цей висновок був пiдтверджений у працi [16].

У межах рiвняння ЛЕФ ми встановили можливiсть
фраґментацiї в моделi протопланетного диска, основ-
на доля маси якого зосереджена в центрi, що вiдпо-
вiдає початковiй фазi утворення планетної системи
навколо окремої зорi. Умовою iснування локалiзова-
ного розв’язку, а надто розвинутої кiльцевої струк-
тури є диференцiяльне обертання з невеликою куто-
вою швидкiстю, яка монотонно спадає вздовж радi-
уса диска. Кiльцева структура диска узгоджується
iз законом Тiцiуса–Боде за умови, що кутова швид-
кiсть змiнюється за законом ω(ξ) ∼ ξ−

1
2 , що вимагає

використання полiтропи з iндексом n = 1. Одержа-
нi результати пiдтверджують основнi висновки робiт
[14–16], виконаних у межах гiдродинамiчного пiдхо-
ду. Фраґментацiя в розглянутiй моделi газопилового
диска вiдповiдає спостережуваним даним щодо iсну-
вання супутникiв у зiр спектральних класiв, старших
за F5, структури планет у Сонячнiй системi й позасо-
нячних системах, структури супутникових орбiт бiля
планет-гiгантiв. Ми одержали наближенi аналiтичнi
розв’язки рiвняння ЛЕФ, замiнюючи величину Ω(ξ∗)
в рiвняннi (6) її середнiм значенням Ω(ξ∗0 ). Точнiше
врахування залежности Ω(ξ) на характер розв’язкiв
можна виконати або за теорiєю збурень, або ж роз-
в’язання рiвнянням (6) числовими методами, вико-
ристовуючи одержанi вище аналiтичнi розв’язки як
нульове наближення.
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РОЗРАХУНОК КОНФIҐУРАЦIЇ ПРОТОПЛАНЕТНОГО ДИСКА ЗА РIВНЯННЯМ ЛЕЙНА–ЕМДЕНА–ФАУЛЕРА

THE COMPUTATION OF THE PROTOPLANET DISC CONFIGURATION
VIA LANE–EMDEN–FOWLER EQUATION

M. V. Vavrukh, V. V. Chvak
Department for Astrophysics, Ivan Franko National University of Lviv,

8 Kyryla i Mefodija St., Lviv, UA–79005, Ukraine

We investigated the equilibrium distribution of the matter for the model of the rotating protoplanet gas-
dusty disc using the Lane–Emden–Fowler (LEF) equation in the approach of the polytropic dependence between
pressure and density. We obtained a new kind of solutions of the LEF equation that are similar to solitons. On
this groundwork we constructed general, continuous and positive solutions of the LEF equation that described
the distribution of the fragmented disc matter via Titius–Bode’s law.
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