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Двочастинкове рiвняння Дiрака iз загальним локальним потенцiялом зведено до пари зви-
чайних диференцiйних рiвнянь 2-го порядку для радiяльних компонент хвильової функцiї.
Знайдено клас спецiяльних потенцiялiв, для яких рiвняння допускає точнi розв’язки. Для iн-
ших випадкiв запропоновано псевдопертурбативний метод розкладiв за 1/j. Побудовано кiль-
ка моделей легких мезонiв, обчислено точнi та наближенi спектри енерґiй. Вони порiвнюються
з експериментальними даними.
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I. ВСТУП

Двочастинкове рiвняння Дiрака (2ЧРД) все частi-
ше використовують у релятивiстськiй задачi про зв’я-
занi стани. Окрiм двох дiракiвських вiльночастинко-
вих членiв, воно мiстить оператор, що описує взає-
модiю двох фермiйонiв зi спiном 1/2. Як приклади
згадаємо потенцiял Брайта [1, 2] або iншi версiї елек-
тромагнетного потенцiялу (простiшi [3–5] чи складнi-
шi [6–8]), а також його узагальнення, що використо-
вують для опису мiжкваркової [9–16] чи мiжнуклон-
ної [17, 18] взаємодiй1. Усi цi потенцiяли є локальни-
ми в координатному представленнi; вони виводяться з
класичної [6–8] та напiвквантової [5,21–23] теорiї поля
або пiдбираються феноменологiчно2.

Тривалий час 2ЧРД розглядали лише в межах те-
орiї збурень — квазiрелятивiстських наближень i/або
розкладiв за константою взаємодiї. Для електромаг-
нетної взаємодiї тiльки таке тлумачення рiвняння
Брайта (i то лише в 1-му наближеннi) має фiзич-
ний сенс [2]. У задачах iз сильним зв’язком викорис-
тання теорiї збурень є необґрунтованим. До 2ЧРД з
рiзноманiтними локальними потенцiялами стали за-
стосовувати непертурбативнi методи, якi полягалали
у зведеннi його шляхом роздiлення змiнних (на ра-
дiяльну i спiн-кутовi) до системи звичайних дифе-
ренцiйних рiвнянь (так звана радiяльна редукцiя) з

подальшим аналiтичним або чисельним iнтеґруван-
ням [5, 7–9,11–15,17, 18, 22].

I одразу непертурбативний розгляд 2ЧРД виявляє
притаманнi цьому рiвнянню патологiчнi особливостi.
У багатьох фiзично цiкавих випадках радiяльно ре-
дукована система має залежнi вiд енерґiї нефiзич-
нi полюси при скiнченних вiдстанях мiж частинка-
ми [22,29,30]. Така краєва задача у строгому матема-
тичному сенсi виявляється некоректною або невiдпо-
вiдною її фiзичному змiстовi. Це спонукало авторiв у
цiй галузi до модифiкацiї крайової задачi [11], самих
рiвнянь [13,14] або використання залежних вiд енерґiї
потенцiялiв [30].

Попри значну кiлькiсть розглянених часткових
прикладiв, загальний вигляд радiяльно зредуковано-
го 2ЧРД, структура нефiзичних патологiй та шляхи
їх уникнення в лiтературi майже не обговорювали.

У цiй роботi здiйснено радiяльну редукцiю 2ЧРД iз
загальним двофермiйонним потенцiялом, локальним
у координатному представленнi. Такий потенцiял, що
включає всi згаданi вище приклади як частковi, отри-
мали Нiкiтiн та Фущич [31] з вимоги обертової iнварi-
янтности рiвняння3. З фiзичних мiркувань ми обме-
жуємо цей потенцiял до ермiтового i явно параметри-
зуємо 48-ма дiйсними скалярними функцiями вiдстанi
мiж частинками.

Радiяльну редукцiю 2ЧРД з таким потенцiялом

1Дещо iнший пiдхiд, який теж називають двочастинковими рiвняннями Дiрака (вживаючи, однак, термiн “рiвняння”
у множинi), запропоновали Сазджан [19] та Кратер i ван Алстiн [20]. На вiдмiну вiд рiвняння типу Брайта, тут систему
двох частинок описано не одним, а двома рiвняннями типу Дiрака, структура яких передусiм зумовлена математичною
вимогою сумiсности, а вже потiм — фiзичним змiстом взаємодiї. Таких рiвнянь тут не розглядаємо.
2У рiвняннях квантово-польового походження, таких, як рiвняння Бете–Салпетера [2, 24, 25] або квазiпотенцiяль-

нi [26–28], взаємодiю описують складним iнтеґральним оператором в iмпульсному представленнi.
3Обертова iнварiянтнiсть є залишковою симетрiєю пiсля переходу в систему вiдлiку центра мас.
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здiйснено за вiдомою схемою [5, 22] (див. також [7–
9,11,13,15,17,18]), яка приводить до системи 8-ми ди-
ференцiйних рiвнянь 1-го порядку. Подальша низка
перетворень — спочатку до системи 4-х диференцiй-
них рiвнянь 1-го порядку, а потiм — до пари рiвнянь
2-го порядку — дає змогу явно простежити появу не-
фiзичних синґулярностей i звести задачу до зручного
для аналiзу вигляду.

Так знаходимо клас потенцiялiв, для яких одержа-
на система рiвнянь не є патологiчною, а серед них —
точно розв’язуванi випадки, що є узагальненнями вi-
домих у лiтературi дiракiвських осциляторiв [32–34].

Для решти випадкiв пропонуємо псевдопертурба-
тивний метод розв’язування 2ЧРД iз використанням
розкладiв за 1/j (де j — квантове число повного мо-
менту iмпульсу системи), який застосовний до силь-
ного зв’язку i нечутливий до iснування особливих то-
чок краєвої задачi. Метод узагальнює технiку розкла-
дiв за 1/N [35–37] або 1/` [38, 39] на випадок двох
зв’язаних рiвнянь iз нелiнiйною залежнiстю вiд спек-
трального параметра.

Результати точного та псевдопертурбативного ана-
лiзу 2ЧРД застосовано до опису спектрiв легких ме-
зонiв. Спочатку будуємо точно розв’язувану модель
iз потенцiялом, що є суперпозицiєю лiнiйного та ку-
лонiвського членiв зi складною спiновою структурою.
Далi методом 1/j розглядаємо кiлька моделей iз рiз-
ними лiнiйними потенцiялами скалярного типу i ку-
лонiвськими — векторного типу. Отриманi точнi та
наближенi спектри аналiзуємо i порiвнюємо iз реаль-
ними спектрами легких мезонiв.

II. ЗАГАЛЬНА СТРУКТУРА ПОТЕНЦIЯЛУ

У системi вiдлiку центра iнерцiї 2ЧРД має вигляд:

{h1(p) + h2(−p) + U(r) −E}Φ(r) = 0, (2.1)

де Φ(r) є 16-компонентною хвильовою функцiєю (дi-
ракiвським 4×4-бiспiнором), залежною вiд вiдносного
радiус-вектора r,

ha(p) = αa · p +maβa ≡ − iαa · ∇ +maβa,

a = 1, 2, (2.2)

є дiракiвськими гамiльтонiянами вiльних частинок iз
масами ma, a = 1, 2, p = −i∇, а U(r) — потенцiял
взаємодiї. Якщо скористатися 4 × 4-матричним пред-
ставленням для Φ(r), то оператори αa та βa дiють
так: α1Φ = αΦ, α2Φ = Φα

T i т. д., де α та β — мат-
рицi Дiрака.

Потенцiял U(r) є мультиплiкативним оператором
у координатному представленнi, iнварiянтним щодо
просторових поворотiв та iнверсiй. У [31] подано най-
загальнiший вигляд такого потенцiялу:

U(r) =
∑48

A=1
UA(r)ΓA. (2.3)

Вiн параметризується 48-ма довiльними (взагалi ка-
жучи, комплексними) функцiями UA(r) вiдстанi мiж

частинками r = |r| (будемо називати їх парцiяльни-
ми потенцiялами), а матрицi ΓA будуються в термiнах
матриць Дiрака та одиничного вектора n = r/r.

У цiй роботi будемо вимагати, щоби потенцiял U
був ермiтовим у скалярному добутку

〈Ψ |Φ〉 =

∫

d3rTr(Ψ †(r)Φ(r)), (2.4)

а, отже, рiвняння (2.1) — гамiльтоновим. Вимога ер-
мiтовости зменшує довiльнiсть загального потенцiялу
до 48-ми дiйсних довiльних парцiяльних потенцiялiв.

Нижче ми пропонуємо ермiтiв базис для матриць
Γ, що входять у загальний потенцiял. Скористаймось
для матриць Дiрака спiввiдношенням α = γ5

σ, де
компоненти σi (i = 1, 2, 3) вектора σ можна розумi-
ти або як 2×2-матрицi Паулi, або як блок-дiягональнi
4×4-матрицi diag(σi, σi) (що не повинно привести
до непорозумiнь). Цим самим α умовно роздiлено
на два множники, один з яких дiє на “частинково-
античастинковi” ступенi вiльности, а iнший — на влас-
не спiновi ступенi вiльности. Назвiмо умовно цi множ-
ники дiракiвським та спiновим вiдповiдно. Подiбно
можна вчинити i з iншими матрицями Дiрака чи їх
добутками. Тепер, враховуючи, що при поворотах та
iнверсiях β поводиться як скаляр, γ5 — як псевдос-
каляр, n — як вектор, σ — як псевдовектор, зручно
побудувати шуканий базис у виглядi добутку дiракiв-
ського та спiнового множникiв:

Γee = {I, β1, β2, β1β2} × S,

Γoo = γ5
1γ

5
2 × Γee, (2.5)

Γeo = {I, β1, iβ2, iβ1β2} × γ5
2 × T,

Γoe : 1 ↔ 2, (2.6)

де I — одиничний оператор,

S = {S(i), i = 1, 2, 3} ≡ {I, σ1 · σ2, (σ1 · n)(σ2 · n)}
(2.7)

— множина скалярних, а

T = {T(i), i = 1, 2, 3} ≡ {σ1 · n, σ2 · n, (n,σ1,σ2)}
(2.8)

— псевдоскалярних спiнових множникiв. Матрицi Γ в
(2.5)–(2.6) згруповано, згiдно з класифiкацiєю Храп-
ливого [40], у парно-парнi оператори Γee, непарно-
непарнi Γoo, парно-непарнi Γeo та непарно-парнi Γoe.
Усi iншi O(3)-iнварiянтнi ермiтовi матрицi, побудованi
в термiнах матриць Дiрака та вектора n, виражають-
ся через (2.5)–(2.6). Вiдповiдно, i в потенцiялi (2.3)
можна видiлити 4 доданки Uee, Uoo, Ueo та Uoe.

Зручно перейти вiд матричного до блок-векторного
представлення хвильової функцiї, розгорнувши у век-
тор її “частинково-античастинковi” ступенi вiльности:

Φ(r) =

[

s(r) t(r)
u(r) v(r)

]

99K







s(r)
t(r)
u(r)
v(r)






; (2.9)
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тут s(r) — 2 × 2-спiнорна матриця, що є велико-
великою компонентою хвильової функцiї (згiдно з
термiнологiєю Храпливого [40]), а t(r), u(r) i v(r)
— вiдповiдно велико-мала, мало-велика й мало-мала
компоненти Φ(r).

У цьому представленнi структуру загального по-
тенцiялу (2.3) можна описати компактнiше, зiбрав-
ши 48 парцiяльних потенцiялiв UA(r) у меншу кiль-
кiсть матричних дiракiвських мультиплетiв — парно-
парних, парно-непарних i т. д. Кожен такий мульти-
плет мiстить парцiяльнi потенцiяли, що мають спiль-
ний спiновий множник:

U = Uee + Uoo + Ueo + Uoe

=

3
∑

i=1

{(

∆(i)
ee + ∆(i)

oo

)

S(i) +
(

Ω(i)
eo + Ω(i)

oe

)

T(i)

}

, (2.10)

де (упускаючи iндекс i)

∆ee =







U11

U22 0
U33

0 U44






, (2.11)

∆oo =











W14

0 W23
∗
W 23

∗
W 14 0











, (2.12)

Ωeo =











0 W12
∗
W 12 0 0

0 W34

0 ∗
W 34 0











, (2.13)

Ωoe =











W13 0
0 0 W24

∗
W 13 0

0
∗
W 24 0











, (2.14)

де матричнi елементи Uαβ є дiйсними, а Wαβ — комп-
лексними фунцiями вiд r (зiрочка “ ∗ ” позначає комп-
лексне спряження), i мається на увазi, що кожен еле-
мент множиться на одиничний спiновий оператор I . З
огляду на структуру дiракiвських множникiв потен-
цiяли Uee i Uoo (та iх суперпозицiї) будемо називати
власними, а Ueo i Uoe — невласними.

Щоб переконатися в еквiвалентностi представлень
(2.3) i (2.10) потенцiялу U , зауважимо, що дiракiвськi
множники ∆ = ∆ee + ∆oo i Ω = Ωeo + Ωoe повиннi
бути ермiтовими матрицями, причому власний множ-
ник ∆ — скаляром, а невласний Ω — псевдоскаляром
щодо просторової iнверсiї. Дiя перетворення iнверсiї
на дiракiвськi множники ∆ i Ω визначається опера-
тором β1β2, який у такому представленнi має вигляд:

β1β2 =







I
−I 0

−I
0 I






; (2.15)

тут I — одинична 2×2 матриця. Легко переконатися,
що β1β2∆β1β2 = ∆, β1β2Ωβ1β2 = −Ω. Оскiльки сума
∆ + Ω є ермiтовою 4×4-матрицею загального вигля-
ду, то ∆ є найзагальнiшою ермiтовою 4×4-матрицею
скалярного типу, а Ω — псевдо-скалярного типу. Кож-
на з матриць (2.11)–(2.14) мiстить по 4 дiйснi або 2
комплекснi довiльнi функцiї r, i таких квадруплетiв
у виразi (2.10) мiститься 4 × 3 = 12, що еквiвалентно
наявностi 48-ми парцiяльних потенцiялiв у (2.3).

Розгляньмо нерелятивiстське наближення 2ЧРД
(2.1) з загальним потенцiялом (2.3), застосувавши
перетворення Фолдi–Вайтгаузена–Храпливого [40].
У результатi отримаємо гамiльтонiян: Hnr =
∑2

a=1 βa

(

ma + p2/2ma

)

+Uee, який пiсля проєктуван-
ня на додатно-енерґетичнi стани приводить до рiвнян-
ня Шрединґера з потенцiялом

Unr(r) = U
(i)
11 (r)S(i) (2.16)

= U
(1)
11 (r) + U

(2)
11 (r)σ1 · σ2 + U

(3)
11 (r)(σ1 · n)(σ2 · n).

Таким чином, iз 48-ми парцiяльних потенцiялiв, що
мiстяться у виразах (2.10)–(2.14), у нерелятивiстськiй
межi виживає 3.

Найцiкавiшими з фiзичного погляду є потенцiяли,
що допускають теоретико-польову iнтерпретацiю вза-
ємодiї. Зокрема потенцiяли, що вiдображають вектор-
ну структуру взаємодiї, використовуються в задачах
електродинамiки, скалярна структура з’являється в
потенцiяльних моделях гадронiв i т. д.

III. РАДIЯЛЬНА РЕДУКЦIЯ 2ЧРД

Здiйснiмо радiяльну редукцiю 2ЧРД, подiбно до ро-
бiт [5, 22]. Виберiм F (r) власною функцiєю квадрата
j2 i компоненти j3 повного моменту iмпульсу системи
j = r × p + s = −ir × ∇ + 1

2 (σ1 + σ2) та парности P i
представмо її у блок-векторному виглядi:

Φ(r)=
1

r









is1(r)φ
A(n) + is2(r)φ

0(n)
t1(r)φ

−(n) + t2(r)φ
+(n)

u1(r)φ
−(n) + u2(r)φ

+(n)
iv1(r)φ

A(n) + iv2(r)φ
0(n)









(3.1)

для парности P = (−)j±1, та

Φ(r)=
1

r









is1(r)φ
−(n) + is2(r)φ

+(n)
t1(r)φ

A(n) + t2(r)φ
0(n)

u1(r)φ
A(n) + u2(r)φ

0(n)
iv1(r)φ

−(n) + iv2(r)φ
+(n)









(3.2)

для парности P = (−)j . Тут бiспiнорнi гармонiки
φA(n) вiдповiдають повному спiновi s = 0 та орбiталь-
ному моментовi ` = j, а φ0(n), φ−(n), φ+(n) вiдповi-
дають триплетовi з s = 1 та ` = j, j + 1, j − 1. Явний
вигляд та властивостi бiспiнорних гармонiк подано в
Додатку A. Тодi для j > 0 задача на власнi стани (2.1)
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зводиться до системи 8-ми диференцiйних рiвнянь
1-го порядку iз шуканими функцiями s1(r) . . . v2(r) та
власним значенням енерґiї E.

Представмо цю систему в матричному вигля-
дi, означивши 8-вимiрну вектор-функцiю Φ(r) =
{s1(r), s2(r), t1(r), . . . , v2(r)}:

{

H(j)
d

dr
+ V(r, E, j)

}

Φ(r) = 0. (3.3)

Тут 8×8-матрицi H(j) та

V(r, E, j) = G(j)/r + m + U(r, j) −EI (3.4)

мають властивостi: H — дiйсна, HT = −H; V — ермi-
това: V† = V; I — одинична 8×8 матриця; дiягональна
матриця

m = diag(m+I,m−I,−m−I,−m+I) (3.5)

(тут m± = m1 ±m2, а I — одинична 2×2 матриця) та
j- i P -залежнi матрицi H(j), G(j) є сталими (тобто
незалежними вiд r), а U(r, j) представляє потенцiял
(2.3). Оператор у лiвiй частинi (3.3) є ермiтовим щодо
скалярного добутку:

〈Ψ|Φ〉 =

∞
∫

0

dr
(

Ψ†(r)Φ(r)
)

, (3.6)

iндукованого (2.4). У випадку j = 0 компоненти s2 =
t2 = u2 = v2 = 0, так що вимiрнiсть задачi (3.3) змен-
шується з 8 до 4.

Усi згаданi вище матрицi зручно подати у блок-
матричному виглядi. Для цього бiспiнорнi гармонiки
об’єднаємо у два дублети з рiзними парностями:

ô =

[

φA

φ0

]

, ê =

[

φ−

φ+

]

, (3.7)

так що хвильовi функцiї (3.1), (3.2) запишуться як:

Φ =
1

r







i(s, ô)
(t, ê)
(u, ê)
i(v, ô)






для P = (−)j±1,

Φ =
1

r







i(s, ê)
(t, ô)
(u, ô)
i(v, ê)






для P = (−)j ; (3.8)

тут (s, ô) = s1φ
A +s2φ

0 i т. д. Тепер, ураховуючи влас-
тивостi бiспiнорних гармонiк (див. [5, 22] та Додаток
А) i означивши величини:

A =

√

j + 1

2j + 1
, B =

√

j

2j + 1
, C =

√

j(j + 1), (3.9)

та 2 × 2-матрицi:

σ↑ =
1

2
(I + σ3) =

[

1 0
0 0

]

,

σ↓ =
1

2
(I − σ3) =

[

0 0
0 1

]

, (3.10)

τ =

[

−3 0
0 1

]

, R =

[

A B
−B A

]

(R ∈ O(2)), (3.11)

отримаємо в цих термiнах:

G = −









0 R(j+σ↑) RT(jσ3+σ↑) 0
(j+σ↑)R

T 0 0 (jσ3+σ↑)R
(jσ3+σ↑)R 0 0 (j+σ↑)R

T

0 RT(jσ3+σ↑) R(j+σ↑) 0









(3.12)

H =









0 −Rσ3 −RT 0
σ3R

T 0 0 R
R 0 0 σ3R

T

0 −RT −Rσ3 0









для P = (−)j±1 (3.13)

G =









0 (j+σ↑)R
T (jσ3+σ↑)R 0

R(j+σ↑)σ3 0 0 RT(jσ3+σ↑)
RT(jσ3+σ↑) 0 0 R(j+σ↑)

0 (jσ3+σ↑)R (j+σ↑)R
T 0









(3.14)

H =









0 −σ3R
T −R 0

Rσ3 0 0 RT

RT 0 0 Rσ3

0 −R −σ3R
T 0









для P = (−)j . (3.15)
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Щоб описати потенцiял взаємодiї (2.10)–(2.14) у
матричному представленнi, залишається обчислити
дiю спiнових операторiв на бiспiнорнi дублети. Для
власних потенцiялiв одержимо:

S =







S
Σ 0

Σ
0 S






для P = (−)j±1, (3.16)

S =







Σ
S 0

S
0 Σ






для P = (−)j , (3.17)

де 2 × 2-блоки S та Σ є такими:

i 1 2 3
S(i) I σ1 · σ2 (σ1 · n)(σ2 · n)
S(i) I τ −σ3

Σ(i) I I −Rσ3R
T

(3.18)

Для невласних потенцiялiв маємо:

T = i









T
−T† 0

−T†

0 T









для P = (−)j±1, (3.19)

T = i









T†

−T 0
−T

0 T†









для P = (−)j , (3.20)

де 2×2-блок T є таким:

i 1 2 3
T(i) σ1 · n σ2 · n (n,σ1,σ2)
T(i) R −Rσ3 −2iRσ↑

(3.21)

Отже, загальний потенцiял має вигляд:

U =

3
∑

i=1

(

∆(i)S(i) + Ω(i)T(i)

)

. (3.22)

Нагадаємо, що матрицi ∆(i) i Ω(i) виду:

∆ =











U11 0 0 W14

0 U22 W23 0

0
∗
W 23 U33 0

∗
W 14 0 0 U44











, (3.23)

Ω =











0 W12 W13 0
∗
W 12 0 0 W24
∗
W 13 0 0 W34

0
∗
W 24

∗
W 34 0











, (3.24)

де Uαβ — довiльнi дiйснi, а Wαβ = Xαβ + iYαβ — ком-
плекснi функцiї r, становлять 3 власнi i 3 невласнi
октети дiйсних парцiяльних потенцiялiв.

Якщо j = 0, то в усiх 2×2-блоках, що входять у мат-
рицi системи (3.3), слiд залишити лише лiвий верхнiй
елемент, поклавши в ньому j = 0.

IV. РЕДУКЦIЯ РАДIЯЛЬНОЇ СИСТЕМИ ДО
РIВНЯНЬ 2-ГО ПОРЯДКУ

Виявляється, що rankH = 4 (2, якщо j = 0). Iнак-
ше кажучи, лише 4 з 8-ми рiвнянь (3.3) (2 з 4-х) є
диференцiйними, решта — алґебраїчнi спiввiдношен-
ня. Їх можна роздiлити з допомогою ортогонального
перетворення (з групи O(8)):

Φ̄ = OΦ, H̄ = OHOT i т. д., (4.1)

що очевидно зберiгає скалярний добуток (3.6) i явно
видiляє нетривiяльний мiнор матрицi H. Запропоно-
вана в Додатку В матриця O зводить H до незалеж-
ного вiд парности P канонiчного вигляду:

H̄ = 2

[

J(2) 0

0 0

]

, (4.2)

де J(2) — симплектична 4 × 4-матриця

J(2) =

[

0 I
−I 0

]

. (4.3)

Вигляд iнших перетворених матриць подано також у
Додатку В. Тут лише зазначимо, що матриця загаль-
ного потенцiялу Ū набирає дiягонально-блочної фор-
ми:

Ū =











U11 W12 W13 W14
∗
W12 U22 W23 W24
∗
W13

∗
W23 U33 W34

∗
W14

∗
W24

∗
W34 U44











, (4.4)

де Uαβ — дiйснi, а Wαβ — комплекснi дiягональнi 2×2-
блоки, узагалi кажучи, рiзнi для рiзних парностей.
Загальна кiлькiсть дiйсних парцiяльних потенцiялiв
— 32 для P = (−)j±1 i 32 для P = (−)j , однак серед
них лише 48 незалежнi.

Надалi зручно 8-вимiрнi вектори та матрицi пода-
вати в термiнах 4-вимiрних блокiв:

Φ̄ =

[

Φ̄1

Φ̄2

]

, V̄ =

[

V̄11 V̄12

V̄21 V̄22

]

(4.5)

i т. д. (що вже фактично здiйснено в (4.2)). У цих тер-
мiнах система (3.3) набирає вигляду:

2J(2)Φ̄
′
1 + V̄11Φ̄1 + V̄12Φ̄2 = 0, (4.6)

V̄21Φ̄1 + V̄22Φ̄2 = 0. (4.7)

Виключивши Φ̄2 з (4.6) за допомогою (4.7), отримає-
мо систему диференцiйних рiвнянь для 4-вектора Φ̄1:
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{

J(2) d

dr
+ V⊥(r, E, j)

}

Φ̄1(r) = 0, (4.8)

де

V⊥ = (V̄11 − V̄12ΛV̄21)/2, Λ =
[

V̄22

]−1
, (4.9)

а 4-вектор Φ̄2 визначається тодi з алґебраїчного спiв-
вiдношення Φ̄2 = −ΛV̄21Φ̄1.

Тепер представляємо 4-вектор Φ̄1 у 2+2-блочному
записi:

Φ̄1(r) =

[

Φ1

Φ2

]

, V⊥ =

[

V11 V12

V21 V22

]

,

Λ =

[

Λ11 Λ12

Λ21 Λ22

]

, (4.10)

виключаємо Φ2 i приходимо до системи диференцiй-
них рiвнянь 2-го порядку для 2-вектора Φ1:

L1(E)Φ1 (4.11)

=

{(

d

dr
+ V12

)

[V22]
−1

(

d

dr
− V21

)

+ V11

}

Φ1 = 0.

З означення матрицi V⊥ (4.10), (4.9) та вигляду її
складових (B.7), (B.8) i (4.5) випливає, що її блок
V22 є дiягональним. Це дає змогу спростити систе-
му (4.11) до шрединґероподiбного вигляду, зручного
в застосуваннях. Для цього насамперед покладiмо:

Φ̃1 = Φ1

/

√

V22 , L̃1(E) =
√

V22L1(E)
√

V22,

(4.12)

де квадратний корiнь iз матрицi обчислюється поеле-
ментно. Рiвняння (4.11) набирає вигляду L̃1(E)Φ̃1 =
0, де

L̃1(E) =

(

d

dr
+ M

) (

d

dr
− M†

)

+ Z, (4.13)

Z =
√

V22V11

√

V22 +

+
1

2

(

M
V′

22

V22
+

V′
22

V22
M†

)

+
1

2

V′′
22

V22
− 3

4

(

V′
22

V22

)2

,

M =
√

V22V12

/

√

V22 (4.14)

Представимо тепер перший член оператора (4.13)
так:

(

d

dr
+ M

) (

d

dr
− M†

)

=

(

d

dr
+ A

)2

− B2 − B′ − [A,B] , (4.15)

де A та B — вiдповiдно антиермiтова та ермiтова час-
тини M:

A =
1

2
(M − M†) = −A†, B =

1

2
(M + M†) = B†.

(4.16)

Якщо M ермiтова, то оператор (4.13) не мiстить 1-ї
похiдної. В iншому разi спробуймо усунути її перетво-
ренням:

Φ̄1 = C−1Φ̃1, L̄1 = C−1L̃1C, (4.17)

таким, що

C−1

(

d

dr
+ A

)

C ≡ d

dr
+ C−1 (C′ + AC) =

d

dr
. (4.18)

Звiдси отримуємо рiвняння на C:

C′ + AC = 0, (4.19)

що має розв’язок:

C = Texp

(

−
∫

drA

)

= Texp

(

−1

2

∫

dr(M − M†)

)

.

(4.20)

З антиермiтовости A випливає унiтарнiсть C.
Тепер оператор

L̄1(E) =
d2

dr2
− W, (4.21)

W = C†
(

B2 + B′ + [A,B] − Z
)

C (4.22)

має матрично-двочленний вигляд, як i вiдповiдне рiв-
няння.

Якщо замiсть Φ2 iз системи (4.8) виключити Φ1,
прийдемо до системи для 2-вектора Φ2:

L2(E)Φ2 (4.23)

=

{(

d

dr
− V21

)

[V11]
−1

(

d

dr
+ V12

)

+ V22

}

Φ2 = 0.

Оскiльки блок V11, узагалi кажучи, не є дiягональ-
ним (на вiдмiну вiд V22), то система (4.23) виявляє-
ться складнiшою, нiж (4.11). Вона, однак, теж може
бути корисною в застосуваннях.

V. ПОШУКИ ТОЧНО РОЗВ’ЯЗУВАНИХ
МОДЕЛЕЙ

Система 2-го порядку (4.11) є зручною для пошу-
ку потенцiялiв, що допускають точнi розв’язки 2ЧРД.
Кiлька випадкiв, розв’язуваних при певних значеннях
j i P , вказано в [17]; два цiлком розв’язуванi приклади
— 2-частинковi дiракiвськi осцилятори [33,34] з лiнiй-
ним за r потенцiялом. Нас цiкавлять їх узагальнення.

Зауважимо, що у вiльночастинковому випадку мат-
риця V22, що входить у лiву частину системи (4.11),
є сталою. Будемо вимагати, щоб i у випадку взаємо-
дiї V22 не залежала вiд r (iнакше система (4.11) ду-
же ускладнюється). Достатнiми для цього умовами на
блок-матричнi елементи потенцiялу (4.4) є:

U22 = U33 = W23 = W24 = W34 = 0. (5.1)

Ураховуючи розклад потенцiялу U на октети (3.22)–
(3.24), (B.9)–(B.18), знаходимо найзагальнiший його
вигляд, коли умови (5.1) виконуються для всiх P .
Вiн параметризується 8-ма дiйсними парцiяльними
потенцiялами Uα (α = 1, . . . , 8) та 5-ма комплексними
W (i) (i = 1, 2, 3),W2 iW4, пов’язаними з потенцiялами
(B.11) i (B.16) так:
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U
(1)
α = Uα, U

(2)
α = −Uα, U

(3)
α = 0, α = 1, . . . , 8,

W
(i)
1 = W (i), i = 1, 2, 3,

W
(1)
2 = −iW2, W

(2)
2 = iW2, W

(3)
2 = W1,

W
(1)
3 = −W (2), W

(2)
3 = −W (1), W

(3)
3 = W (3),

W
(1)
4 = iW1, W

(2)
4 = −iW1, W

(3)
4 = −W2.

(5.2)

Розклавши комплекснi потенцiяли на дiйснi та уявнi частини: W = X + iY , отримаємо 18 дiйсних парцiяльних
потенцiялiв, що параметризують повний потенцiял U . У термiнах матриць Дiрака вiн має таку форму:

U =
1

2
{U1(1 + β1β2) + U2(1 − β1β2) + U3(β1 + β2) + U4(β1 − β2)

+ [U5(1 + β1β2) + U6(1 − β1β2) − U7i(β1 + β2) + U8i(β1 − β2)] γ
5
1γ

5
2

}

(1 − σ1 · σ2)

+
{

X(1) + Y (1)iβ1β2 −
[

X(2) + Y (2)iβ1β2

]

γ5
1γ

5
2

}

(α1−α2) · n +
{

X(3) + Y (3)iβ1β2

}

(γ5
1 + γ5

2)(σ1 × σ2) · n
− i

{

[X1 + Y1iβ1β2]β2γ
5
2 + [X2 + Y2iβ1β2]β1γ

5
1

}

(σ1 − σ2 + iα1 × α2) · n, (5.3)

а в матричному представленнi (4.4):

Ū =











u1σ↑ f w1σ↑ w2σ↑
∗
f 0 0 0

∗
w1 σ↑ 0 0 0
∗
w2 σ↑ 0 0 u2σ↑











, (5.4)

де f = f↑σ↑ + f↓σ↓,

u1 = 4(U1 + U5), u2 = 4(U1 − U5),
w1 = 4(W1 −W2), w2 = 4(U3 + iU7),
f↑ = 4W (3) − 2i(W (1) −W (2)),
f↓ = −2i(W (1) +W (2)) для P = (−)j±1,

u1 = 4(U2 + U6), u2 = 4(U2 − U6),

w1 = 4(
∗
W 1 +

∗
W 2), w2 = 4(U4 + iU8),

f↑ = −4
∗
W (3) + 2i(

∗
W (1)−

∗
W (2)),

f↓ = 2i(
∗
W (1)+

∗
W (2)) для P = (−)j .

(5.5)

Тепер систему (4.11) можна записати так:
{

d2

dr2
+

1

2

(

F−
∗
F
) d

dr
+

1

4

(

E − ν2

E

) [

E − µ2

E
−

(

u1 +
|w1|2 − µ2

E
+

|w2 + µ|2
E − u2

)

σ↑ −2C

Er

(

w1σ++
∗
w1 σ−

)

]

−1

4
|F|2 − 1

2

∗
F

′ − 1

2r

(

F↑+
∗
F ↑

)

σ↑ −
C2

r2
+
νC

2Er

[(

F↑+
∗
F ↓

)

σ+ +
(

F↓+
∗
F ↑

)

σ−

]

}

Φ1 = 0, (5.6)

де µ = m± i ν = m∓ для P = ∓(−)j , а всi операцiї (диференцiювання, комплексне спряження тощо) над
дiягональною матрицею

F = F↑σ↑ + F↓σ↓ = f +
ν

E
w1σ↑ (5.7)

здiйснюються поелементно. Пiдстановка

Φ1 = exp

{

−1

2

∫

dr
(

F−
∗
F
)

}

Ψ (5.8)

усуває 1-шi похiднi з рiвнянь (5.6) i зводить їх до системи
{

d2

dr2
+

1

4

[(

E − ν2

E

)(

E − u1 −
y2
1

E
− |w2 + µ|2

E − u2

)

− g2
↑ − 2

(

d

dr
+

2

r

)

g↑ + 2
ν

E

(

g↑ +
d

dr
+

2

r

)

x1 − x2
1

]

σ↑

+
1

4

[(

E − ν2

E

) (

E − µ2

E

)

− g2
↓ − 2

d

dr
g↓

]

σ↓ −
C2

r2
− C

2r

[

x1 −
ν

E
(g↑ + g↓ + i(h↑ − h↓))

]

σ+

− C

2r

[

x1 −
ν

E
(g↑ + g↓ − i(h↑ − h↓))

]

σ−

}

Ψ = 0; (5.9)

тут функцiї (5.5) зображено через їхнi дiйснi та уявнi частини:
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f = g + ih, w = x+ iy. (5.10)

Потенцiяли u, x, y, g i h по-рiзному означенi для рiз-
них парностей. Надалi величини, що стосуються P =
(−)j±1, позначатимемо iндексом “+”, а для P = (−)j

— iндексом “−” (якщо ж розглядається довiльний ви-
падок або парнiсть не суттєва, цi iндекси упускатиму-
ться). Тодi серед 20-ти функцiй ui±, xi±, yi± (i = 1, 2),
gl± i hl± лише 18 є незалежними, оскiльки, згiдно з
(5.5) i (5.10), g↓+ = g↓− ≡ g↓ i h↓+ = −h↓− ≡ h↓. Цi
функцiї еквiвалентно представляють 18 парцiяльних
потенцiялiв U , X i Y , що входять у вираз (5.3), i са-
ме їх зручно пiдбирати, будуючи точно розв’язуванi
моделi. При цьому будемо прагнути до однiєї з двох
можливостей: коли система (5.9) розщеплюється на
два незалежнi рiвняння або коли її можна дiягоналi-
зувати.

A. Сiм’я гармонiчних осциляторiв

Покладiмо:

u1 = u2 = w1 = w2 = 0, (5.11)

що з урахуванням спiввiдношень (5.5) дає:

Uα = 0, α = 1, . . . , 8, (5.12)

W1 = W2 = 0. (5.13)

Отже, власна частина потенцiялу (5.4) зникає, а не-
власна — частково обмежується. Додатково обмежи-
мо її умовою:

g2
↑ = g2

↓, (5.14)

що дає 4 можливостi:

Ia). g↓ = g↑+ = g↑−, Ib). g↓ = g↑+ = −g↑−,
Ic). g↓ = −g↑+ = g↑−, Id). g↓ = −g↑+ = −g↑−.

(5.15)

Почнiмо з можливости Ia. З рiвностей (5.5) отри-
маємо умови:

Ia). Y (1) ≡ Y, Y (2) = X(3) = 0, (5.16)

де Y а також решта парцiяльних потенцiялiв X (1),
X(2) i Y (3) можуть бути довiльними функцiями. По-
кладiмо тепер:

Y = ar, X(2) = br, Y (3) = cr, (5.17)

де a, b i c — сталi.

Це вiдповiдає повному потенцiяловi:

U =
{

X(1)/r − bγ5
1γ

5
2 + [i a+ c(1 + α1 · α2)] β1β2

}

(α1−α2) · r. (5.18)

Тодi система (5.9) набирає вигляду:

{

d2

dr2
+

1

4

(

E − m2
+

E

) (

E − m2
−

E

)

− D − a2r2 − C2

r2

}

Ψ = 0, (5.19)

де сталу ермiтову матрицю

D =







3a −2
m∓C

E
[a+ i(c± b)]

−2
m∓C

E
[a− i(c± b)] a






для P = ∓(−)j (5.20)

можна очевидно дiягоналiзувати до власних значень

Ia).
d↑±
d↓±

= 2a
+

−sgna

√

a2 + 4
m2

∓C
2

E2
[a2 + (b± c)2]. (5.21)

Тепер система (5.19) розщеплюється на два рiвняння гармонiчних осциляторiв, i спектр визначається спiввiд-
ношеннями (5.21) та

1

4

(

E − m2
+

E

) (

E − m2
−

E

)

− dl± = |a|(2n+ 3), n = j + 2nr, (5.22)

де nr = 0, 1, . . . — радiяльне квантове число. Для заданих j та nr маємо 4 рiвняння, що дають 4 додатнi
значення енерґiї El±.
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Аналогiчно можна розглянути й решту можливос-
тей Ib)–Id), указаних у (5.15). У цих випадках пар-
цiяльнi потенцiяли визначаються спiввiдношеннями
(5.12), (5.17) й однiєю з альтернатив:

Ib). Y (1) = Y (2) = X(3) = 1
2Y,

Ic). Y (1) = Y (2) = −X(3) = 1
2Y,

Id). Y (2) = Y, Y (1) = X(3) = 0.

(5.23)

Хвильовi рiвняння мають вигляд (5.19) з дещо iнши-
ми матрицями D, якi зводяться до таких власних зна-
чень:

Ib). dl+ як в Ia (див.(5.21)),

dl− = −a∓ 2 sgna

√

a2 +
m2

+C
2

E2
(b− c)2,

Ic). dl+ = −a∓ 2 sgna

√

a2 +
m2

−C
2

E2
(b+ c)2,

dl− як в Ia,

Id). dl+ як в Ic, dl− як в Ib. (5.24)

Iз цими виразами для dl± рiвняння (5.22) дає спектр
решти моделей Ia–Id.

Iррацiональнi рiвняння (5.22), (5.21) зводяться до
алґебраїчних рiвнянь 4-го степеня. Вони мають, уза-
галi кажучи, громiздкi розв’язки, серед яких є i нефi-
зичнi, зокрема вiд’ємнi — подiбно до 1-частинкового
рiвняння Дiрака.

Для безмасових частинок спектри описуються фор-
мулою:

E2
l± = 4[|a|(2n+ 3) + dl±], (5.25)

де сталi dl± вже не залежать вiд E i для рiзних ви-
падкiв є такими:

Ia). dl+ = dl− = 2a± a,

Ib). dl+ як в Ia, dl− = −a∓ 2a,

Ic). dl+ як dl− в Ib, dl− як dl+ в Ia,

Id). dl+ = dl− як dl− в Ib. (5.26)

Отже, у площинi (E2, j) рiвнi енерґiї El± лягають на
паралельнi прямi — так званi лiнiйнi траєкторiї Реже
— з параметром нахилу 8|a|. Головних траєкторiй (що
вiдповiдають nr = 0) є 4, i кожна з них породжує до-
чiрнi траєкторiї (з nr = 1, 2, . . .), так що всiх їх зручно
класифiкувати за сукупнiстю квантових чисел nrl±.
Однак, залежно вiд моделi, рiзнi стани з фiксованим j
можуть бути виродженими, так що вiдповiднi траєк-
торiї можуть збiгатися одна з одною. Приклади тра-
єкторiй Редже для безмасових моделей Ia–Id при до-
датнiй та вiд’ємнiй константах взаємодiї a показанi на
рис. 1 (де для наочности виродженi траєкторiї дещо
змiщенi одна щодо iншої). При b = c = 0 i m1 = m2

моделi Ia i Id зводяться до двох вiдомих версiй дво-
частинкових дiракiвських осциляторiв [33] i [34] вiд-
повiдно.

Рис. 1. Траєкторiї Редже в безмасових моделях Ia–Id.

Iншу сiм’ю осциляторiв можна отримати, якщо по-
класти:

u1 = u2 = y1 = w2 = g↑ = 0, (5.27)

що з урахуванням спiввiдношень (5.5) дає (5.12) i

Y1 = Y2 = X(3) = 0, Y (1) = Y (2) =
1

2
Y. (5.28)

Крiм цього, покладiмо:

g2
↓ = x2

1+ = x2
1−, (5.29)

що знову дає 4 можливостi:
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IIa). g↓ = x1+ = x1−, IIb). g↓ = x1+ = −x1−,
IIc). g↓ = −x1+ = x1−, IId). g↓ = −x1+ = −x1−,

(5.30)

тобто

IIa). X1 = 1
2Y, X2 = 0,

IIb). X1 = 0, X2 = − 1
2Y,

IIc). X1 = 0, X2 = 1
2Y,

IId). X1 = − 1
2Y, X2 = 0.

(5.31)

Разом з вибором парцiяльних потенцiялiв (5.16) це
приводить до ще 4-х гармонiчних осциляторiв, що
описуються рiвняннями (5.19) з деякими матрицями
D, а їх спектри — спiввiдношеннями (5.22) з вiдповiд-
ними dl±.

Розгляньмо тут лише безмасовi частинки. Тодi всi
моделi дають спiльний спектр:

a > 0 : a < 0 :

E2
↑± = 4a(j + 4nr + 3), E2

↑± = 4|a|(3j + 4nr + 3),

E2
↓± = 4a(3j + 4nr + 4), E2

↓± = 4|a|(j + 4nr + 2).

(5.32)

На вiдмiну вiд попереднього сiмейства моделей, тут
траєкторiї не паралельнi: 2 головнi i їхнi дочiрнi ма-
ють параметр нахилу 4|a|, iншi ж — 12|a|.

Нарештi, можна побудувати комбiнованi моделi ос-
циляторiв, поклавши u1 = u2 = y1 = w2 = 0 i
x1− = g↑+ = g↓, x1+ = 0, g↑− = 0 або x1+ = g↑− = g↓,
x1− = 0, g↑+ = 0. Це веде до вибору парцiяльних по-
тенцiяiв (5.12), (5.17),

X1 = Y (2) = 1

4
Y, Y (1) = 3

4
Y, Y1 = Y2 = 0, (5.33)

i однiєї з двох можливостей:

X2 = X(3) = ± 1

4
Y. (5.34)

У цих випадках одна з головних (разом з дочiрнiми)
траєкторiй (для безмасових частинок) матиме нахил
4|a|, друга — 12|a|, а решта двi — 8|a|.

B. Спектри легких мезонiв

Як вiдомо, спектри легких мезонiв (що складаю-
ться з u, d i s кваркiв) мають характернi риси, якi
пiсля деякої iдеалiзацiї вкладаються в подану нижче
картину [41].

1. Мезоннi стани лягають у площинi (E2, j) на пря-
мi, вiдомi як траєкторiї Редже.

2. Траєкторiї Редже паралельнi одна до одної
з унiверсальним параметром нахилу σ ≈
1.15 ҐeВ2.

3. Нерелятивiстська класифiкацiя мезонiв як
(

n2s+1`j
)

-станiв кварк-антикваркової системи
є адекватною: поряд з j “хорошими” квантови-
ми числами можна вважати орбiтальне число `,
сумарний спiн системи s та радiяльне число nr

(або по’язане з ним n = nr + `+ 1).

4. Спектри є `s-виродженими, тобто залежать вiд
` та nr, але не вiд j чи s.

5. Стани з рiзними ` i nr характеризуються до-
датковим (випадковим) виродженням, що при-
водить до “вежової” структури спектра [42].

Детальнiше твердження 3 означає, що у площинi
(E2, `) мезоннi стани також утворюють прямi: iснує
4 головнi (nr = 0) траєкторiї Редже, що вiдповiдають
синґлетним (s = 0) та триплетним (s = 1) сiмействам
станiв, i кожна головна траєкторiя породжує низку
дочiрнiх (nr = 1, 2, . . .). Тодi твердження 4 значить,
що у площинi (E2, `) усi головнi траєкторiї вироджу-
ються в одну (це ж стосується й дочiрнiх траєкторiй
з фiксованим nr). Iснування випадкового виродження
мало б свiдчити про функцiйну залежнiсть E2 вiд `
та nr через їхню суму з сумiрними коефiцiєнтами [42].
У лiтературi найчастiше використовують масовi фор-
мули з (` + 2nr)-залежнiстю, характерною для осци-
ляторних [43–47] та деяких струнних [48] моделей ме-
зонiв. Менш вiдома (`+ nr)-залежнiсть; вона з’явля-
ється в запропонованих у [49, 50] феноменологiчних
формулах для опису π- i ρ-траєкторiй, а також у по-
тенцiяльнiй моделi безспiнових кваркiв iз взаємодiєю
векторною типу [51,52]. Обидвi можливостi пролюст-
рованi на рис. 2, де вiдповiднi траєкторiї Редже пока-
зано в координатах (E2, j) i (E2, `).

Зауважимо, що iдеалiзована картина характеризує
вiдносне розташування траєкторiй на цих площинах.
Їх абсолютне розташування залежить вiд ароматово-
го складу мезонiв, i для (π-ρ)-сiмейства воно приблиз-
но таке, як на рис. 2. Зi збiльшенням мас складо-
вих кваркiв траєкторiї змiщуються вправо (в дiлянку
бiльших значень E2).

Реальнi спектри мезонiв вiдрiзняються вiд iдеалi-
зованої картини. По-перше, вiдомо обмежена кiль-
кiсть мезонiв, i не всi вони надiйно iдентифiкують-
ся зi станами iдеалiзованих спектрiв. Далi, траєкто-
рiї не цiлком прямi, особливо в нижнiй частинi спек-
тра [48, 53, 54], а середнє чи асимптотичне (при ве-
ликих j) значення параметра нахилу σ залежить вiд
ароматового складу мезонiв [47, 54]. `s-виродження є
наближеним — порядку 5÷ 6% вiд σ — i тлумачиться
як результат ss-розщеплення [41]. Вежова структура
встановлена ненадiйно (тобто лише для окремих груп
станiв) i також є наближеною [48]. Тому, будуючи по-
тенцiяльнi моделi, зручно орiєнтуватися на iдеалiзо-
вану картину як на нульове наближення з можливiс-
тю подальшого введення рiзних поправок.

Бiльшiсть рис iдеалiзованої структури мезонних
спектрiв притаманна спектрам осциляторних моделей
Ia–Id, розглянутих на початку попереднього пiдроздi-
лу. Справдi, у безмасовому випадку траєкторiї є пря-
мими й паралельними. Хоча моделi мають вiльночас-
тинковi нерелятивстськi межi, однак їхнi зв’язанi ста-
ни формально можна класифiкувати як нерелятивiс-
тськi: рiвнi E↑+ з парнiстю P = (−)j починаються з
j = 0, як i синґлетнi стани φA, тодi як E↓+ починаю-
ться з j = 1 — як триплетнi стани φ0; аналогiчно рiвнi
E↑− та E↓− з P = −(−)j починаються з j = 0 та j = 1
i вiдповiдають триплетним станам φ− та φ+.
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Рис. 2. Траєкторiї Редже iдеалiзованих мезонних спек-
трiв.

Тому траєкторiї ↑+ можна приписати синґлетнi кван-
товi числа s = 0, ` = j, а траєкторiям ↓+ i l− — три-
плетнi числа s = 1, ` = j i s = 1, ` = j ± 1 вiдповiдно.

Усi моделi приводять як до виродження траєкто-
рiй, так i до випадкового виродження станiв (вежо-
вої структури) з тiєю чи iншою кратнiстю — залежно
вiд моделi та вибору її параметрiв. Однак характер
виродження iнший, нiж в iдеалiзованiй картинi. Зо-
крема, нi одна з моделей не вiдтворює `s-виродження
траєкторiй (риса 4) та вiдповiдний до нього порядок
розмiщення траєкторiй (порiвн. рис. 1 та 2): в iдеа-
лiзованiй картинi мали б збiгатися траєкторiї nr↑+ i
nr↓+ (а у площинi (E2, `) — усi 4 сiмейства траєкто-
рiй nrl±, nr = 0, 1, . . .); насправдi ж збiгаються nr↓+
i nr↓− (якi мали би бути розщепленi на величину σ).

Спробуймо побудувати модель, яка хоча б набли-
жено вiдтворювала спектри легких мезонiв. Для то-
го, щоб у площинi (E2, `) усi траєкторiї були повнiстю
виродженими за спiновими станами, необхiдно, щоб
iснував додатковий iнтеґрал руху — повний спiн сис-
теми s = 1

2 (σ1 + σ2) (або iнший iнтеґрал, що в нере-
лятивiстськi межi переходить у цю величину) [41,53].
Однак навiть за вiдсутности взаємодiї 2-частинковий
гамiльтонiян Дiрака не комутує з s. Тому вимогу 4
можна задовольнити лише наближено.

Покладiмо в рiвняннях (5.9)

gl = 2

(

ar +
χ∓ 1/2

r

)

, x1 =
4κ

r
(5.35)

(решта функцiй дорiвнюють нулевi). Тодi вони наби-
рають вигляду:

Ψ′′ +
{

1

4
E2 − 2a(χ+1) − a2r2

− (C2+χ2− 1

4
+2κK)/r2

}

Ψ = 0, (5.36)

де коефцiєнт бiля 1/r2 мiстить недiягональну ермiто-
ву матрицю:

K =

[

2κ C
C 0

]

. (5.37)

Пiсля її дiягонацiзацiї система розщеплюється на два
рiвняння типу осциляторних, що дають спектр

E2
l = 8|a|(kl + 2nr + 3/2) + 8a(χ+ 1); (5.38)

тут

kl =

√

(
√

C2 + κ
2 ± κ)2 + χ2 − 1/2

j→∞≈ j ± κ +O(1/j). (5.39)

Нагадаємо, що для рiзних парностей функцiї x1±, а в цьому разi (5.35) параметри κ± можна вибирати
незалежно. Тому модель мiстить 4-параметричний потенцiял вигляду (5.3), де

III). Y (1) = ar +
χ

r
, Y (2) =

1/2

r
, X1 =

κ1

r
, X2 =

κ2

r
, (5.40)
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κ1 = 1
2 (κ++κ−), κ2 = 1

2 (κ+−κ−). Решта парцiяльних потенцiялiв дорiвнюють нулевi (окрiм хiба що довiльного
калiбрувального X(1)).

Роль “кулонiвських” членiв у потенцiялах (5.40) можна окреслити так: вони деформують траєкторiї Редже,
залишаючи їх лише асимптотично (при j → ∞) прямими; потенцiял Y (2) зводить асимптотики докупи, X1 та
X2 розщеплюють їх симетрично (влiво i вправо) на |a|κ±, а 2-й доданок Y (1) змiщує всi асимптотики разом на
8aχ влiво.

При виборi κ+ = 0, κ− = 1 траєкторiї є асимптотично виродженими у площинi (E2, `); див. рис. 3. Таким
чином, наближено вiдтворюється властивiсть 4 iдеалiзованих спектрiв мезонiв. У масивному випадку система
(5.9) ускладнюється:

Ψ′′ +

{

1

4

(

E − ν2

E

) (

E − µ2

E

)

− 2a(χ+ 1) − a2r2 − C2+χ2−1/4

r2
− 2K

[

κ

r2
− ν

E

(

a+
χ

r2

)]

}

Ψ = 0, (5.41)

але її також можна дiягоналiзувати до 2-х рiвнянь осциляторного типу. Спектральна умова при цьому випадку
не розв’язується аналiтично. Тому спектр подаємо в неявному виглядi, зручному для розв’язування iтерацiйним
методом:

El =

2
∑

a=1

√

m2
a + 2|a|[kl + 2nr +

1

2
− χ+ (κ ±

√

C2+κ
2)ν/El],

kl =

√

(
√

C2+κ
2 ± κ)2 + χ2 − 2(κ ±

√

C2+κ
2)χν/El −

1

2
; (5.42)

тут ν = m1 ∓m2 i κ = κ± = κ1 ± κ2 для енерґiй El± станiв з рiзною парнiстю P = ±(−)j .

Рис. 3. Траєкторiї Редже безмасової моделi III при
κ1 = 1/2, κ2 = −1/2, χ = 0. Позначення такi ж, як на
рис. 2.

4 довiльнi параметри a, χ, κ1, κ2 (а в масивному
випадку — ще й маси m1, m2) можна пiдiбрати так,
щоб якомога краще вiдтворити реальнi спектри ме-
зонiв. На рис. 4 показано спектр легких мезонiв (π–
ρ)-сiмейства, побудований за даними [55], i вiдповiднi
траєкторiї Редже, отриманi при оптимальних значен-
нях параметрiв: a = 0.145 ҐeВ

2
, χ = 0.746, κ1 = 0.177,

κ2 = −0.262,m1 = 0.139 ҐeВ,m2 = 0.058 ҐeВ. Отрима-
нi траєкторiї дещо викривленi, особливо в нижнiй дi-
лянцi, тому оптимальнi значення κ1 i κ2 помiтно вiд-

рiзняються вiд значень (κ1 = 1/2, κ2 = −1/2), що за-
безпечують асимптотичну виродженiсть траєкторiй.
Очевидно, що спостережуванi рiвнi непогано лягають
на траєкторiї Редже. Однак частина радiяльних збу-
джень не попадає на дочiрнi траєкторiї, особливо у їх
нижнiй дiлянцi. Однiєю з причин цiєї невiдповiднос-
ти може бути специфiчний характер викривлености
модельних траєкторiй: траєкторiї nr↑± мають додат-
ну кривину, тодi як nr↓± — вiд’ємну. Iнша причина
— асимптотичне випадкове виродження типу `+ 2nr,
що дає замало дочiрнiх траєкторiй. Очевидно, напри-
клад, що станам π(1300), π2(2100) i a1(1640) бра-
кує “своїх” дочiрнiх траєкторй типу ↑+ i ↓+, а ста-
ни ρ(2265) чи ρ(2280) не попадають на траєкторiю
2↓− через її викривленiсть. З iншого боку, викривле-
нiсть траєкторiї 0↑+ добре узгоджується iз реальни-
ми станами π0, b1(1235) i т. д. Зауважимо також, що
отриманi оптимальнi величини m1 i m2 та їх рiзницi
значно перевищують загальноприйнятi значення для
cтрумових мас u i d кваркiв (m ≈ 5÷7 МеВ), i значно
ближчi до т. зв. конституентних мас (m ≈ 350 МеВ),
що використовуються в нерелятивiстських моделях.
Тут їх слiд розглядати лише як феноменологiчнi па-
раметри, а не спостережуванi величини.

VI. ПСЕВДОПЕРТУРБАТИВНИЙ МЕТОД
РОЗКЛАДIВ ЗА 1/j

Точно розв’язувана модель легких мезонiв, побудо-
вана в попередньому роздiлi, базується на суперпози-
цiї лiнiйного та кулонiвського двофермiйонних потен-
цiялiв iз складною спiн-кутовою залежнiстю. Фiзична
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iнтерпретацiя такого потенцiялу не є очевидною. Крiм
того, вiн задається невласним оператором (див. роз-
дiл II) i, отже, зникає в нерелятивiстськiй межi. Тому
модель придатна до опису лише легких мезонiв, що
вважаються iстотно релятивiстськими об’єктами.

Важливим, iз фiзичного погляду, завданням є по-
будова унiверсальної релятивiстської моделi, яка до-
пускає теоретико-польову iнтерпретацiю взаємодiї, а
в нерелятивiстськiй межi зводиться до потенцiяльної
моделi, придатної для опису важких мезонiв. Прий-
нято вважати, що кандидатом на цю роль може бути
релятивiстська модель iз короткосяжною векторною
й далекосяжною скалярною взаємодiями [10,11,15,20,
56,57], якi в нерелятивiстськiй межi зводяться до по-
тенцiялу Unr(r) = uv(r) + us(r). Найчастiше (i най-
простiше) вибирають

uv(r) = −α/r, (6.1)

us(r) = ar, (6.2)

де “бiжуча константа” α змiнюється вiд α = 0.27
для важких мезонiв до α = 0.8 для легких, а стала
a = 0.25÷ 0.3 GeV2 є унiверсальною [56].

Оскiльки задовiльної зi всiх поглядiв унiверсальної
моделi ще немає, варто розглянути кiлька прикладiв
у межах 2ЧРД.

У лiтературi використовують рiзнi потенцiяли для
опису двофермiйонних взаємодiй скалярного й век-
торного типу. Ось приклади векторних потенцiялiв:

U (st)
v (r) = u(r), (6.3)

U (EG)
v (r) = {1− α1 · α2}u(r), (6.4)

U (B)
v (r) = {1− 1

2
α1 · α2}u(r)

+ 1

2
(n · α1)(n · α2)ru

′(r), (6.5)

де u′ = du/dr. Потенцiял U
(st)
v враховує лише ста-

тичну компоненту 4-векторного поля-носiя взаємодiї
(див. [5]). Вiн входить у 2ЧРД як добавка до енерґiї E
i збiгається з його нерелятивiстською межею u(r). У
потенцiялi U (EG)

v (див. [15,23]), що для кулонiвського
випадку вперше запронували Единґтон i Ґант [3, 4],
врахована релятивiстська кiнематика векторної взає-
модiї. В узагальненнi U (B)

v потенцiялу Брайта [1] взя-
то до уваги також члени, що описують ефекти запiз-
нення [23].

Два рiзнi скалярнi потенцiяли:

U (Y)
s (r) = β1β2u(r), (6.6)

U (min)
s (r) = 1

2
(β1 + β2)u(r), (6.7)

походять iз двох рiзних типiв спарювання скалярного
поля-медiятора iз фермiйонними полями. Потенцiял
U

(Y)
s виникає iз взаємодiї Юкави (див. [21, 23]), тодi

як U (min)
s вiдповiдає так званому “мiнiмальному” спа-

рюванню: в 2ЧРД вiн з’являється як добавка до мас
спокою частинок [11–14].

У двофермiйонних рiвняннях квантово-польового
походження члени взаємодiї множаться на 2-
частинковi проєкцiйнi оператори:

Π(τ)(p) = Λ
(+)
1 (p)Λ

(+)
2 (−p) + τΛ

(−)
1 (p)Λ

(−)
2 (−p)

τ = 0,±1, (6.8)

побудованi в термiнах 1-частинкових додатно- та
вiд’ємно-енерґетичних проєкторiв:

Λ(±)
a (p) =

1

2
{1± ha(p)/ωa(p)},

ωa(p) =
√

m2
a + p2. (6.9)

У рiзних квантово-польових рiвняннях використову-
ють проєкцiйнi оператори з рiзними значеннями τ :
Браун i Рейвенгол [58] ввели в рiвняння Брайта проєк-
тори на додатно-енерґетичнi стани (τ = 0), у рiвняннi
Салпетера τ = −1 [25], а в однiй з версiй квазiпотенцi-
яльних рiвнянь Матвєєв, Мурадян i Тавхелiдзе вико-
ристали проєктор з τ = 1 [27]. Проєкцiйнi оператори
(6.8) є нелокальними в координатному представлен-
нi, i, взагалi кажучи, порушують ермiтовiсть членiв
взаємодiї. Однак у статичному наближеннi (тобто у
припущеннi p = 0) проєкцiї Π(0)Us(r) (для обох U (Y)

s

i U (min)
s ) є локальними й ермiтовими i породжують ще

двi версiї скалярного потенцiялу [29]:

U (BR)
s (r) = 1

4
(1 + β1)(1 + β2)u(r), (6.10)

U (MMT)
s (r) =

1

2
(1 + β1β2)u(r); (6.11)

далi будемо їх називати (за походженням проєкто-
рiв) потенцiялами Брауна–Рейвенгола та Матвєєва–
Мурадяна–Тавхелiдзе вiдповiдно.

Тут не розглядаємо проєктування векторних потен-
цiялiв, оскiльки це питання є предметом глибшого ви-
вчення й виходить за межi статтi (див. [59], де в ме-
жах теорiї збурень дослiджують i порiвнюють рiзнi
проєкцiї потенцiялу Брайта).

Довiльну суперпозицiю скалярних та векториних
потенцiялiв (6.3)–(6.7), (6.10), (6.11) можна викорис-
тати в 2ЧРД для побудови релятивiстської потенцiя-
льної моделi. Однак усi вони не є точно розв’язуванi,
а деякi з них — математично погано означенi. З огля-
ду на калькулятивнi труднощi лише 2ЧРД з лiнiйним
скалярним мiнiмальним потенцiялом (6.7), (6.2) де-
тально дослiджено аналiтично й чисельно i обчислено
спектри [12–14].

Далi пропонуємо метод розкладiв за 1/j, що дає
змогу з єдиного погляду розглянути й iншi моделi,
побудованi на базi 2ЧРД. З цiєю метою спочатку роз-
глянемо простiший приклад релятивiстського рiвнян-
ня, яке описує взаємодiю двох скалярних частинок.

A. Метод 1/` для рiвняння Тодорова

Розгляньмо рiвняння типу Тодорова, що описує
релятивiстську систему 2-х взаємодiючих скалярних
частинок у системi вiдлiку центра мас: [57, 60, 61]:

{

p2 + U(r, E) − b(E)
}

Ψ(r) = 0. (6.12)
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Тут p = −i∇, квазiпотенцiял U(r, E) залежить вiд
енерґiї системи E, а функцiя b(E) енерґiї системи E
є такою:

b(E) = 1

4
E2 − 1

2
(m2

1 +m2
2) + 1

4
(m2

1 −m2
2)

2/E2,

i є оберненою до E(b) =
2

∑

a=1

√

m2
a + b. (6.13)

Вiдповiдне радiяльне рiвняння набирає вигляду

{

d2

dr2
−W (r, E, `)

}

Ψ(r) = 0, (6.14)

де ` — орбiтальне квантове число,

W (r, E, `) = U(r, E) + `(`+ 1)/r2 − b(E). (6.15)

Розгляньмо рух системи в околi класичної стiй-
кої колової орбiти. За даного значення ` > 0 радiус
rc = rc(`) цiєї орбiти й вiдповiдна енерґiя Ec = Ec(`)
задовольняють умови:

W (rc, Ec, `) = 0, (6.16)

∂W (rc, Ec, `)/∂rc = 0, (6.17)

∂2W (rc, Ec, `)/∂r
2
c > 0; (6.18)

тут ∂W (rc, Ec, `)/∂rc ≡ ∂W (r, E, `)/∂r r=rc

E=Ec

i т. д.

Покладiмо r = rc+∆r та E = Ec+∆E, де ∆r та ∆E
є малими, i розкладiмо функцiюW (rc+∆r, Ec+∆E, `)
у степеневий ряд за ∆r i ∆E. Тодi, згiдно з умовами
(6.16)–(6.18), головний член цього розкладу представ-
ляє потенцiял гармонiчного осцилятора, а iншi (малi)
члени — ангармонiчнi поправки. Якщо умови (6.16)–
(6.18) виконуються для довiльних великих значень `,
то шляхом певного перенормування ∆r i ∆E можна
виокремити незалежну вiд ` задачу про гармонiчний
осцилятор (як нульове наближення) та ангармонiчнi
збурення, що зникають при `→ ∞. У цьому й полягає
iдея методу розкладiв за 1/`. Застосування псевдо-
пертурбативної технiки цього типу [35–39] до нашого
випадку має двi особливостi: рiвняння (6.14) стано-
вить нелiнiйну спектральну задачу, i точний розв’я-
зок рiвнянь (6.16)–(6.17) може виявитися невiдомим
або занадто громiздким для практичних обчислень.
З огляду на це пропонуємо модифiкацiю методу.

Уведiмо параметр λ = 1/
√
`, що є малим при ве-

ликих `. Оскiльки точний вигляд функцiй rc(`) i

Ec(`), узагалi кажучи, невiдомий, передусiм визнача-
ємо асимптотики rc ∼ r∞(λ), bc = b(Ec) ∼ b∞(λ) при
λ → 0, якi можна знайти значно простiше. Тодi фун-
кцiї rc(`) та Ec(`) записуємо так:

rc(λ) = r∞(λ)ρ(λ),

bc(λ) = b∞(λ)µ(λ), (6.19)

ρ(λ) = 1 + λρ(1) + λ2ρ(2) + . . . ,

µ(λ) = 1 + λµ(1) + λ2µ(2) + . . . (6.20)

де коефiцiєнти розкладу ρ(n), µ(n), n = 1, 2, . . . (а тому
й аналiтичнi функцiї ρ(λ) та µ(λ)) визначаються крок
за кроком з умов:

W̄ (ρ, µ, λ) = 0, ∂W̄ (ρ, µ, λ)/∂ρ = 0 (6.21)

та ∂2W̄ (ρ, µ, λ)/∂ρ2 > 0; тут безрозмiрна функцiя
W̄ (ρ, µ, λ) утворена шляхом пiдстановки (6.19)–(6.20)
в (6.15) та перенормування з метою забезпечення її
реґулярности при λ → 0:

W̄ (ρ, µ, λ) = λ4r2∞W
[

r∞ρ,E(b∞µ), 1/λ2
]

. (6.22)

Перейдiмо тепер до безрозмiрних змiнної r → ξ та
спектрального параметра b(E) → ε:

r = r∞(λ)[ρ(λ) + λξ],

b = b∞(λ)[µ(λ) + λ2ε], (6.23)

у термiнах яких рiвняння (6.14) набирає вигляду:

{

d2

dξ2
− 1

λ2
w(ξ, ε, λ)

}

ψ(ξ) = 0, (6.24)

де

ψ(ξ) = Ψ [r∞(ρ+ λξ)] (6.25)

i

w(ξ, ε, λ) = W̄ (ρ+ λξ, µ+ λ2ε, λ). (6.26)

Якщо функцiї ρ(λ) та µ(λ) задовольняють умови
(6.21), то рiвняння (6.24) є несинґулярним при λ→ 0.
Це твердження залишається правильним, якщо в пе-
ретвореннi (6.23), замiсть точних виразiв для ρ(λ) та
µ(λ), використати їхнi першi наближення:

ρ(λ) = 1 + λρ(1), µ(λ) = 1 + λµ(1). (6.27)

Справдi, скориставшись позначеннями

∂W̄ (0)

∂µ
= lim

λ→0

∂W̄

∂µ
=
∂W̄

∂µ
(ρ=1, µ=1, λ=0)

i т. д., маємо:
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1

λ2
w(ξ, ε, λ) =

1

λ2
W̄

[

ρ(λ) + λξ, µ(λ) + λ2ε, λ
]

=
1

λ2
W̄ (0) +

1

λ

{

∂W̄ (0)

∂ρ
(ρ(1) + ξ) +

∂W̄ (0)

∂µ
(µ(1) + λε) +

∂W̄ (0)

∂λ

}

+
1

2

∂2W̄ (0)

∂ρ2
(ρ(1) + ξ)2 +

1

2

∂2W̄ (0)

∂µ2
[µ(1)]2 +

1

2

∂2W̄ (0)

∂λ2
+
∂2W̄ (0)

∂ρ∂µ
(ρ(1) + ξ)µ(1) +

∂2W̄ (0)

∂ρ∂λ
(ρ(1) + ξ)

+
∂2W̄ (0)

∂µ∂λ
µ(1) +O(λ). (6.28)

Синґулярних членiв у цьому розкладi немає, якщо

W̄ (0) = 0, ∂W̄ (0)/∂ρ = 0, (6.29)

∂W̄ (0)

∂µ
µ(1) +

∂W̄ (0)

∂λ
= 0. (6.30)

Крiм цього, члени нульового порядку, лiнiйнi за ξ, ви-
падають, якщо

∂2W̄ (0)

∂ρ2
ρ(1) +

∂2W̄ (0)

∂ρ∂µ
µ(1) +

∂2W̄ (0)

∂ρ∂λ
= 0. (6.31)

Зауважимо, що рiвняння (6.29) та (6.30)–(6.31) ста-
новлять собою умови (6.21) у 0-му та 1-му порядках
за λ вiдповiдно. Тому умови (6.29) задовольняються
тотожно, а (6.30)–(6.31) є лiнiйними рiвняннями для
знаходження ρ(1) та µ(1).

У 0-му наближеннi рiвняння (6.24) зводяться до за-
дачi про гармонiчний осцилятор:

{

d2

dξ2
+ κε− ν − ω2ξ2

}

ψ(ξ) = 0 (6.32)

де

κ = −∂W̄
(0)

∂µ
, ω2 =

1

2

∂2W̄ (0)

∂ρ2
, (6.33)

ν = −1

2

∂2W̄ (0)

∂ρ2
[ρ(1)]2 +

1

2

∂2W̄ (0)

∂µ2
[µ(1)]2

+
1

2

∂2W̄ (0)

∂λ2
+
∂2W̄ (0)

∂µ∂λ
µ(1), (6.34)

µ(1) = −∂
2W̄ (0)/∂λ

∂2W̄ (0)/∂µ
,

ρ(1) = − 1

∂2W̄ (0)/∂ρ2

{

∂2W̄ (0)

∂ρ∂µ
µ(1) +

∂2W̄ (0)

∂ρ∂λ

}

. (6.35)

Члени вищого порядку в розкладi (6.28) можна тлу-
мачити як збурення осцилятора. В загальному вони
залежать вiд спектрального параметра ε i можуть бу-
ти врахованi з допомогою вiдповiдної пертурбативної
процедури [61]. В усьому iншому процедура є близь-
кою до описаної в [35–39].

Власнi значення 0-го наближення

εnr
= [ω(2nr + 1) + ν]/κ, (6.36)

де nr = 0, 1, . . . — радiяльне квантове число, уточню-
ються пертурбативними поправками вищих порядкiв.
Тодi, використовуючи 2-гу рiвнiсть (6.23) в (6.13), от-
римуємо енерґетичний спектр системи.

Для прикладу розгляньмо рiвняння Тодорова з мi-
нiмально включеними векторним (6.1) та скалярним
(6.2) потенцiялами. Функцiя W (r, E, `) у цьому разi
має вигляд [57]:

W (r, E, `) = [mE + us(r)]
2 − [εE − uv(r)]

2 + `(`+ 1)/r2,

(6.37)

де
mE =

m1m2

E
, εE =

E2 −m2
1 −m2

2

2E
. (6.38)

Обчисливши асимптотики r∞(λ) та b∞(λ) (див. До-
даток С), отримуємо формулу для спектра в 0-му на-
ближеннi:

E2 = 8a
(

`+ 2nr + 3/2−
√

2α
)

+ 2
(

m2
1 +m2

2 +
√

2m1m2

)

, (6.39)

що збiгається з отриманою в [57] з менш формалiзо-
ваних евристичних мiркувань.

B. Метод 1/j для 2ЧРД

Повернiмося до радiяльно зредукованого 2ЧРД в
матрично-двочленному виглядi, заданого оператором
(4.21). Зобразивши хвильову функцiю Φ̄1 (4.17) та
матрицю W через їх компоненти:

Φ̄1 =

[

Ψ↑

Ψ↓

]

, W =

[

W↑ Y
∗
Y W↓

]

, (6.40)

отримуємо пару зв’язаних рiвнянь 2-го порядку:

d2

dr2
Ψ↑(r) −W↑(r, E, j)Ψ↑(r) = Y (r, E, j)Ψ↓(r), (6.41)

d2

dr2
Ψ↓(r) −W↓(r, E, j)Ψ↓(r) =

∗
Y (r, E, j)Ψ↑(r). (6.42)

Застосуймо до неї псевдопертурбативний метод, узяв-
ши за параметр розкладу λ = 1/

√
j.

Припустiмо тичасово, що правою частиною системи
(6.41)–(6.42) можна знехтувати, так що рiвняння роз-
чеплюються. Тодi до кожного з рiвнянь можна засто-
сувати схему, викладену у попередньому пiдроздiлi.
Означуємо радiуси та енерґiї колових орбiт умовами:

Wi(ri, Ei, j) = 0,
∂Wi(ri, Ei, j)

∂r
= 0, (6.43)
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∂2Wi(ri, Ei, j)/∂r
2 > 0, i =↑, ↓. Тодi видiляємо асимп-

тотики цих функцiй, залежних вiд λ:

ri(λ) = ri∞(λ)ρi(λ),

bi(λ) = bi∞(λ)µi(λ), (6.44)

ρi(λ) = 1 + λρ
(1)
i + λ2ρ

(2)
i + . . . ,

µ(λ) = 1 + λµ
(1)
i + λ2µ

(2)
i + . . . , (6.45)

i, використовуючи рiвностi

r = ri∞(λ)[ρi(λ) + λξi],

b = bi∞(λ)[µi(λ) + λ2εi], i =↑, ↓, (6.46)

переформульовуємо рiвняння (6.41) у термiнах без-
розмiрної змiнної ξ↑ i спектрального параметра ε↑, то-
дi як рiвняння (6.42) — в термiнах ξ↓ та ε↓. Нарештi
здiйснюємо розклад рiвняннь за степенями λ i розв’я-
зуємо незалежно одне вiд одного.

Перш нiж ураховувати актуальне спарювання рiв-
нянь (6.41)–(6.42), зауважимо, що змiннi ξ↑ та ξ↓ не
є незалежними одна вiд одної, так само, як i спект-
ральнi параметри ε↑ and ε↓. Тому ми повиннi вибрати
спiльнi для обох рiвнянь змiннi.

Виберiм спочатку ξ = ξ↑, ε = ε↑. Система (6.41)–
(6.42) зводиться до вигляду:

ψ′′
↑ (ξ) − 1

λ2
w↑(ξ, ε, λ)ψ↑(ξ) = y(ξ, ε, λ)ψ↓(ξ), (6.47)

ψ′′
↓ (ξ) − 1

λ2
w↓(ξ, ε, λ)ψ↓(ξ) =

∗
y (ξ, ε, λ)ψ↑(ξ), (6.48)

де

ψi(ξ) = Ψi[r↑∞(ρ↑ + λξ)], i =↑, ↓, (6.49)

wi(ξ, ε, λ) = λ4r2↑∞Wi

[

r1∞(ρ↑ + λξ), E
(

b↑∞(µ↑ + λ2ε)
)

, 1/λ2
]

, (6.50)

y(ξ, ε, λ) = λ2r2↑∞Y
[

r1∞(ρ↑ + λξ), E
(

b↑∞(µ↑ + λ2ε)
)

, 1/λ2
]

. (6.51)

Функцiї (6.50)–(6.51) є реґулярними при λ→ 0. На-
вiть бiльше, загальна структура функцiї w↑ є такою
ж як i w в пiдроздiлi A роздiлу VI (див р-ня (6.26),
(6.28)). Зокрема w↑ = O(λ2). Тому рiвняння (6.47) є
подiбним до (6.24) (але з правою частиною). Воно до-
пускає подiбний розклад за λ.

Функцiя ж w↓ (на вiдмiну вiд w↑) може мати iншу
поведiнку при λ → 0. Тут ми розглянемо три випад-
ки.

1). Нехай r↓∞ 6= r↑∞ i b↓∞ 6= b↑∞. Тодi w↓ =
O(λ−n), n ≥ 0 (за винятком дуже спецiяльних ви-
падкiв, якi ми тут не розглядатимемо). У цьому разi
рiвняння (6.48) можна формально розв’язати стосов-
но ψ↓(ξ):

ψ↓ = −
(

1 − λ2

w↓

∂2

∂ξ2

)−1
λ2

w↓

∗
y ψ↑

= −
∞
∑

n=0

(

λ2

w↓

∂2

∂ξ2

)n
λ2

w↓

∗
y ψ↑. (6.52)

Це представлення веде до втрати тих розв’язкiв для
ψ↓, що не є аналiтичними за λ. Однак у пертурбатив-
них процедурах такi розв’язки вiдкидаються a priori.
Пiдстановка виразу (6.52) у праву частину (6.47) дає
змогу вилучити ψ↓ з (6.47) i таким чином отримати за-
мкнуте рiвняння для ψ↑. Структура та розгляд цього
рiвняння є таким же ж, як i рiвняння (6.24). Навiть
бiльше, iз (6.52) очевидно, що принаймнi 0-й та 1-й
члени розкладу ψ↓ за λ зникають. Тому права час-
тина рiвняння (6.47) не дає внеску в нижнi порядки

пертурбативної процедури. В 0-му наближеннi маємо
осциляторне рiвняння.

2). Нехай r↓∞ = r↑∞ i b↓∞ = b↑∞, але ρ↓−ρ↑ = O(λ)
i µ↓ − µ↑ = O(λ). Тодi w↓ = O(λ). Оскiльки λ2/w↓ =
O(λ), використання пертурбативного розкладу (6.52)
в рiвняннi (6.47) є також законним. Єдина вiдмiннiсть
вiд випадку 1 полягає в тому, що права частина рiв-
няння (6.47) може давати внесок уже в 1-му порядку
за λ.

В обох випадках, розглянутих вище, ми ввели без-
розмiрну змiнну ξ↑ i отримали замкнуте рiвняння на
власнi значення (яке ми називатимемо задачею ↑) для
хвильової функцiї ψ↑(ξ↑) i спектрального параметра
ε↑. Подiбно можемо ввести змiнну ξ↓ i сформулювати
рiвняння на власнi значення (яке ми називатимемо
задачу ↓) для хвильової функцiї ψ↓(ξ↓) i спектраль-
ного параметра ε↓. На перший погляд, видається, що
обидвi задачi ↑ i ↓ еквiвалентнi й дають однаковий
спектр (у термiнах енерґiї E). Насправдi ж цi зада-
чi доповнюють одна одну. Це очевидно з рiвностей
(6.46), що ведуть до спiввiдношення:

ε↓ − ε↑ =
1

λ2

{

b↑∞
b↓∞

µ↑ − µ↓

}

+

{

b↑∞
b↓∞

− 1

}

ε↑. (6.53)

Справдi, в обох випадках 1 i 2 |ε↓ − ε↑| → ∞ якщо
λ → 0. Це означає, що довiльний рiвень енерґiї E,
обчислений з використанням власного значення ε

(0)
↑

0-го наближення (осциляторної) задачi ↑ (з викорис-
танням формул (6.46) i (6.13)), не можна обчислити за
допомогою будь-якого скiнченного власного значення

305



А. ДУВIРЯК

ε
(0)
↓ задачi ↓ i навпаки. Поправки вищого порядку до

ε
(0)
↑ (або ε

(0)
↓ ) є малими i якiсно не змiнюють карти-

ни. Тому рiзнi задачi породжують рiзнi гiлки енер-
ґетичного спектра вихiдної системи рiвнянь. З цього
погляду наступний спецiяльний випадок iстотно вiд-
рiзняється вiд двох попереднiх.

3). Нехай r↓∞ = r↑∞ i b↓∞ = b↑∞, але ρ↓ − ρ↑ =
O(λn) i µ↓−µ↑ = O(λn), n ≥ 2. Тодi w↓ = O(λ2). Оби-
два рiвняння (6.47) i (6.48) мають подiбну структуру i
можуть розглядатися на рiвних правах. Тут принагiд-
ними спiльними змiнними є ξ i ε, означенi рiвностями
(6.23) i (6.27). У 0-му наближеннi отримуємо зв’язану
пару хвильових рiвнянь (на вiдмiну вiд випадкiв 1 i 2,
де ми мали одне р-ня). У фiзично змiстовних випад-
ках (див. наступний пiдроздiл) вони мають вигляд:

{

d2/dξ2 + κε− ν↑ − ω2ξ2
}

ψ↑(ξ) = χψ↓(ξ), (6.54)
{

d2/dξ2 + κε− ν↓ − ω2ξ2
}

ψ↓(ξ) = χψ↑(ξ), (6.55)

де χ = limλ→0 y = const, а параметри νl, κ i ω
пов’язанi з функцiями wl рiвностями типу (6.33) i
(6.34). Рiвняння (6.54), (6.55) можна очевидно звес-
ти до пари подiбних рiвнянь, але з новими парамет-
рами ν̃l = {ν↑ + ν↓ ±

√

(ν↑ − ν↓)2 + 4χ2}/2 i χ̃ = 0,
в результатi чого отримуємо пару розчеплених рiв-
нянь типу (6.32). Власнi значення ε, що вiдповiдають
1-му та 2-му рiвнянням, роздiленi скiнченною сталою
ν̃↑ − ν̃↓. Тому вiдповiднi стани змiшуються у вищих
наближеннях пертурбативної процедури.

C. Траєкторiї Редже для 2ЧРД
зi скалярно-векторними потенцiялами

Розгляньмо кiлька прикладiв 2ЧРД iз лiнiйним ска-
лярним та кулонiвським векторним потенцiялами, по-
даними на початку роздiлу VI. Користуючись викла-
деним вище псевдопертурбативним методом, обчис-
лимо для них траєкторiї Редже в 0-му наближеннi.
Для цього спочатку знайдемо асимптотики функцiй
rc(j) та Ec(j) (див. Додаток С), а потiм, скористав-
шись комп’ютерною системою аналiтичних обчислень
Maple 7, здiйснюємо доволi громiздкi розвинення за
λ = 1/

√
j.

Взаємодiя Юкави. Для 2ЧРД з лiнiйним потен-
цiялом Юкави (6.6), (6.2) отримуємо:

E2
l± = 4a(j + 2nr + 3/2) + 6(m2

1 +m2
2) + 8

√
2m1m2.

(6.56)

Усi траєкторiї є асимптотично прямими й паралельни-
ми одна до одної. Навiть бiльше, для значення пара-
метра a = 0.25÷ 0.3ҐeВ2 (типового для нерелятивiст-
ських моделей з лiнiйним потенцiялом (6.2)) отримує-
мо параметр нахилу траєкторiй σ = 4a = 1÷ 1.2ҐeВ2,
що узгоджується з реальним нахилом σ ≈ 1.15ҐeВ2

для легких мезонiв. Таким чином, модель вiдтворює
властивостi 1 i 2 мезонної спектроскопiї, вказанi у пiд-
роздiлi B роздiлу V. Спектр (6.56) має випадкове ви-
родження (j + 2nr)-типу (властивiсть 5 про вежову

структуру), однак не має `s-виродження. Замiсть цьо-
го головнi (i дочiрнi) траєкторiї збiгаються в площинi
(E2, j) (назвемо це виродження j-типу).

Включення кулонiвської векторної взаємодiї також
не забезпечує `s-виродження. Зокрема, статична вза-
ємодiя (6.3), (6.1) не змiнює взаємного розташування
траєкторiй, а лише змiщує всю картину в цiлому на:

∆(st)E2 = −2
√

2αa. (6.57)

Кулонiвськi поправки Единґтона-Ґанта (6.4), (6.1) i
Брайта (6.5), (6.1) не тiльки змiщують, а й по-рiзному
розщеплюють траєкторiї:

∆(EG)E2
l+ = −4(

√
2 ± 1)αa,

∆(EG)E2
l− = −4

√
2αa, (6.58)

∆(B)E2
↑± = −3(

√
2 ± 1)αa,

∆(B)E2
↓± = −(3

√
2 ± 1)αa. (6.59)

Однак нi при якому виборi сталої α не можна досяг-
нути `s-виродження.

Мiнiмальна взаємодiя. Потенцiял (6.7), (6.2) ве-
де до спектра:

E2
l+=4a

(

j + 2nr +
3

2

)

+ 2m+

√

2aj +
5

4
m2

+ − 2m1m2,

E2
l−=E2

l+ ± 3
√

2a. (6.60)

Знову отримуємо асимптотично прямi траєкторiї з на-
хилом 4a i вежовою структурою (j + 2nr)-типу. Од-
нак, на вiдмiну вiд попереднього випадку, усi траєк-
торiї дещо викривленi в нижнiй частинi (завдяки чле-
новi ∼ √

j), а траєкторiї l− розщепленi на величину
±3

√
2a ≈ ±4.24a. Якщо скористатися нерелятивiстсь-

кою класифiкацiєю цих траєкторiй (як у пiдроздiлi B
роздiлу V) i розмiстити їх у площинi (E2, `), то роз-
щеплення дорiвнюватиме 0.24a = 6%σ, що узгоджує-
ться з вiдхиленням реальних спектрiв мезонiв (5-6%)
вiд `s-виродження [41]. У безмасовому випадку вираз
E2

l+ = 4a(j + 2nr + 3/2) збiгається з точним резуль-
татом для траєкторiй l+ (у нашiй термiнологiї), от-
риманим у [12], а поданi там чисельнi результати для
траєкторiй l− дають `s-виродження з тiєю ж точнiс-
тю (6%).

Спробуймо формулами (6.60) описати спектр (π-ρ)-
сiмейства, пiдiбравши параметри a, m1, m2. Зазначи-
мо, що уявне продовження ρ(770)-траєкторiї (0↓− у
наших термiнах) на площинi (E2, j) перетинає вiсь E2

у вiд’ємнiй дiлянцi. Однак з формул (6.60) випливає:
E2

↓−(j=0, nr=0) = 3(2 −
√

2)a + 5
4m

2
− + 3m1m2 > 0.

Щоб обiйти цю труднiсть, у [14] запропоновано ввес-
ти додатковий параметр c (зовнiшнiй щодо моделi),
що iнтерпретується як енерґiя вакууму i входить у
зв’язок мас мезонiв M та модельних рiвнiв енерґiї:
M2 = E2 − c2. Тут ми спробуємо подолати цю проб-
лему внутрiшньою модифiкацiєю моделi.

Найпростiший шлях отримати у правiй частинi
(6.60) вiд’ємну сталу — розглядати маси частинок m1
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i m2 як комплексно-спряженi величини. Проте це по-
рушує ермiтовiсть 2ЧРД.

У нерелятивiстських потенцiяльних моделях енер-
ґiя рiвнiв понижується введенням сталої вiд’ємної по-
правки до потенцiялу [56]. На рiвнi 2ЧРД зi скаляр-
ною взаємодiєю це вiдповiдає замiнi потенцiялу 6.2 на

us(r) = ar + u0, (6.61)

де u0 = −0.76ҐеВ (в [56] дано й теоретичне обґрун-
тування введення u0 iз цим значенням). Очевидно,
однак, що в 2ЧРД з мiнiмальною взаємодiєю пара-
метр u0 можна скомпенсувати перенормуванням мас
ma → m̃a = ma + u0/2.

Натомiсть уведення кулонiвської векторної взає-
модiї (будь-якої — статичної, Единґтона–Ґанта або
Брайта) зсуває всi траєкторiї влiво на величину

∆E2 = −ζ
√

2αa,

ζ(st) = 2, ζ(EG) = 3, ζ(B) = 5/2 (6.62)

i при досить великiй α забезпечить умову
E2

↓−(j=0, nr=0) < 0.
На рис. 5 показано траєкторiї Редже для мiнiмаль-

ного лiнiйного потенцiялу зi статичною кулонiвською
поправкою, отриманi при оптимальних значеннях па-
раметрiв: a = 0.228ҐеВ2, α = 2.7,m1 = m2 = 0.275ҐеВ.
Картина в цiлому подiбна на ту, що одержана в ме-
жах моделi III (рис. 4), з вiдмiнностями у вiдтвореннi
радiяльних збуджень (на дочiрнiх траєкторiях). Слiд,
однак, вiдзначити занадто великi значення для α та
ma. Зокрема маси кваркiв близькi до конституентних
значень.

Взаємодiя Брауна–Рейвенгола. Як зазначено
в [29], 2ЧРД з потенцiялом (6.10), (6.2) не має роз-
в’язкiв для зв’язаних станiв через особливостi пове-
дiнки функцiй Wl(r, E, j) при r → ∞. У методi 1/j
визначальною є локальна поведiнка Wl(r, E, j) в око-
лi rc(j), Ec(j), яка в цьому разi забезпечує iснування
квазiзв’язаних станiв. Їхнiй спектр обчислюється, як
i в попереднiх випадках:

E2
l+ =

1

128

(

7 +
√

17
)2

√

23 −
√

17a

(

j +
1

2
+

1

8

(√
17 − 3

)

√

102 + 26
√

17

(

nr +
1

2

))

+
1

8

(

3 +
√

17
)(

23−
√

17
)

1

4

m+

√

2aj +
9

8

(

1 + 1/
√

17
)

m2
+ − 2m1m2

≈ 4.2a(j +
1

2
+ 2.03(nr +

1

2
)) + 1.86m+

√

2aj + 1.4m2
+ − 2m1m2,

E2
l− = E2

l+ ± 1

128

(

7 +
√

17
)2

√

23 −
√

17a ≈ E2
l+ ± 4.2a. (6.63)

Одержанi вирази з незначною рiзницею в чисель-
них коєфiцiєнтах подiбнi до випадку мiнiмальної взає-
модiї. Вiдмiна полягає в тому, що тут `s-виродження є
точним, а випадкове — наближеним, з точнiстю 3%σ,
де параметр нахилу σ = 4.2a = 1.05÷ 1.26 GeV також
добре узгоджується з експериментом.

Так само виконується нерiвнiсть E2
↓−(j=0, nr=0) >

0, яку не можна змiнити на протилежну використан-
ням потенцiялу (6.61) замiсть (6.2), оскiльки це ек-
вiвалентно перенормуванню мас у формулах (6.63)
(складнiшому, нiж у попередньому випадку). Спiль-
ний для всiх траєкторiй зсув, необхiдний для опису
(π-ρ)-сiмейства, знову досягається введенням кулонiв-
ської статичної поправки до взаємодiї:

∆(st)E2 = −1

4

(

7 +
√

17
)

αa ≈ −2.78αa. (6.64)

Траєкторiї Редже для цього випадку, отриманi при
оптимальних значеннях параметрiв: a = 0.225 ГеВ2,
α = 2.85, m1 = m2 = 0.265 ГеВ, узгоджуються з (π-ρ)-
спектром. Вони майже збiгаються з тими, що для мi-
нiмальної взаємодiї (рис. 5), рiзниця з’являється мiж
дочiрними траєкторiями зi збiльшенням nr. На рис. 6
вони порiвнюються мiж собою i з траєкторiями моделi
III (див. рис. 4) у координатах (E2, `).

Використання iнших кулонiвських поправок
(Единґтона–Ґанта або Брайта) у комбiнацiї з лiнiй-
ним потенцiялом Брауна–Рейвенгола приводить до
додаткового розщеплення траєкторiй (нелiнiйного за
α), яке погiршує вiдповiднiсть з (π-ρ)-даними i тут не
подається.

Iншi взаємодiї. Потенцiял Брауна–Рейвенгола
(6.10) можна розглядати як суперпозицiю юкавської
(6.6), мiнiмальної (6.7) та статичної (6.3) взаємодiй.
Якщо першi двi розглядають як скалярнi, то статична
є спрощеним описом векторної взаємодiї. Тому цiка-
во поглянути, чи лiнiйнi потенцiяли векторного типу
забезпечують конфайнмент i який дають спектр.

Лiнiйний статичний потенцiял (6.3), (6.2) дає асим-
птотично лiнiйнi паралельнi траєкторiї:

E2
l± = 8a

(

j +
1

2
+
√

2

(

nr +
1

2

))

+ 4(m2
1 +m2

2)

(6.65)

без випадкового i `s-виродження (замiсть останнього
є j-виродження), а параметр нахилу σ = 8a вдвiчi
бiльший вiд того, що узгоджується з нерелятивiстсь-
кими моделями.
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Рис. 4. Спектр π- та ρ-мезонiв i оптимальнi траєкторiї
Редже моделi III. Назви найбiльш надiйно встановлених
резонансiв подано товстим шрифтом, деяких найменш на-
дiйно встановлених — курсивом. Тонкi горизонтальнi лiнiї
вказують ширини резонансiв.

Лiнiйний потенцiял Матвєєва–Мурадяна–Тавхелi-
дзе (6.11), (6.2), що є пiвсумою юкавського та статич-
ного, приводить до якiсно подiбного результату:

E2
l± = 3

√
3a

(

j +
1

2
+
√

3

(

nr +
1

2

))

+ 5m2
+ − 2m1m2

(6.66)

Цiкаво, що 2ЧРД iз цим потенцiялом (так само, як з
мiнiмальним) вважалося в [29] добрим кандидатом на
релятивiстську потенцiяльну модель.

Лiнiйний потенцiял Единґтона–Ґанта (6.4), (6.2)
має тi ж недолiки, що й два попереднi, i дає непа-
ралельнi траєкторiї:

E2
↑± = 12

√
3a

(

j +
1

2
+
√

3

(

nr +
1

2

))

+
15

8
(m2

1 +m2
2) ±

3

4
m1m2,

E2
↓± = 16a

(

j +
1

2
+
√

2

(

nr +
1

2

))

+ 2(m2
1 +m2

2). (6.67)

Таку ж властивiсть має i лiнiйний потенцiял Брайта.

Рис. 5. Спектр π- та ρ-мезонiв i оптимальнi траєкторiї
Редже для мiнiмального лiнiйного + кулонiвського ста-
тичного потенцiялiв. Позначення такi ж, як на рис. 4.

Рис. 6. Траєкторiї Редже для мiнiмального потенцiялу,
потенцiялу Брауна–Рейвенгола та моделi III.
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VII. ВИСНОВКИ

У нашiй статтi розглянуто 2ЧРД зi загальним
обертово-iнварiянтним локальним (у координатному
просторi) потенцiялом, який запропонували Нiкiтiн
та Фущич у [31]. Вiн параметризується 48-ма (дiйс-
ними за умови ермiтовости) функцiями вiд r i тут
представлений у компактному матричному виглядi.
Завдяки обертовiй iнварiянтностi рiвняння здiйснено
його радiяльну редукцiю, що приводить до системи
8-ми пов’язаних мiж собою звичайних диференцiяль-
них рiвнянь 1-го порядку для радiяльних компонент
хвильової функцiї. Матриця коефiцiєнтiв бiля похiд-
них є виродженою. Це дає змогу виразити половину
компонент хвильової функцiї через решту, для якої
отримуємо невироджену систему 4-х рiвнянь 1-го по-
рядку, а потiм — 2-х рiвнянь 2-го порядку. У коефiцi-
єнтах цих систем, як правило, з’являються нефiзичнi
особливостi — полюси в деяких залежних вiд енер-
ґiї точках rE (вiдсутнi у вихiдному потенцiялi), якi
роблять звичайну краєву задачу (з умовами в точках
r = 0,∞) математично некоректною. Змiна краєвих
умов (шляхом, наприклад, перенесення їх у точки rE)
може привести до вiдсутности зв’язаних станiв для
утримуючих (з iнтуїтивного погляду) потенцiялiв.

Структура радiяльної системи 2-го порядку дозво-
ляє вказати широкий клас потенцiялiв (параметри-
зований 14-ма функцiями), вiльних вiд нефiзичних
особливостей. У цьому класi знайдено сiм’ю точно
розв’язуваних моделей, що узагальнюють вiдомi дi-
ракiвськi осцилятори [32–34] i служать основою для
релятивiстської потенцiяльної моделi мезонiв. Одну
з них — 4-параметричну модель III — використано
для опису (π-ρ)-сiм’ї. Отримано вiдповiднi траєкторiї
Редже: вони є асимптотично паралельними прямими,
але помiтно викривленими в нижнiй частинi.

Модель III добре описує стани на головних траєкто-
рiях, гiрше — на дочiрнiх. Причиною цього, мабуть,
є брак дочiрнiх траєкторiй, що вiдповiдає асимпто-
тичному виродженню спектра (j + 2nr)-типу. Можна
сподiватися, що бiльш принагiдним було б вироджен-
ня (j +nr)-типу, яке поки що не вдається отримати в
межах 2ЧРД. Модель III, крiм того, не придатна для
опису важких мезонiв, оскiльки в нерелятивiстськiй
межi мiжкварковий потенцiял зникає.

2ЧРД з потенцiялами скалярного та векторного ти-
пу вважаються фiзично змiстовнiшими кандидатами
на релятивiстськi потенцiяльнi моделi. Кiлька версiй
таких потенцiялiв, локальних у координатному зобра-
женнi, вiдомi з лiтератури. Однак вiдповiднi 2ЧРД не
є точно iнтеґрованими i загалом мають згаданi вище
нефiзичнi особливостi. Щоб обiйти цi труднощi i ви-
користати 2ЧРД-моделi в релятивiстськiй задачi про
зв’язанi стани, запропоновано наближений метод 1/j-
розкладiв. З технiчного погляду вiн ґрунтується на

1/`-методi i узагальнює його для двох зв’язаних рiв-
нянь, зведених попередньо до матрично-двочленного
вигляду i нелiнiйно залежних вiд спектрального па-
раметра. З фiзичного погляду метод застосовний до
сильного зв’язку i нечутливий, принаймнi в нижнiх
порядках теорiї збурень, до крайових особливостей
задачi.

Метод 1/j-розкладiв застосовано тут до 2ЧРД з
кiлькома версiями скалярного лiнiйного та векторно-
го кулонiвського потенцiялiв, вiдомих iз лiтератури.
Усi вони дають у нерелятивiстськiй межi корнельсь-
кий потенцiял, що використовується для опису важ-
ких мезонiв. Тому цi приклади можуть претендувати
на роль унiверсальних потенцiяльних моделей.

Отримано аналiтичнi вирази для спектра енерґiї в
0-му наближеннi методу, якi описують прямi або дещо
викривленi паралельнi траєкторiї Редже. Кут їх на-
хилу узгоджується з параметрами нерелятивiстської
моделi для всiх версiй скалярного лiнiйного потенцiя-
лу, окрiм потенцiялу Матвєєва–Мурадяна–Тавхелiдзе
(6.11), (6.2) (запропонованого в [29] для опису лег-
ких мезонiв). Цей останнiй, як i лiнiйний потенцiял
Юкави (6.6), (6.2), не дає `s-виродження траєкторiй.
Воно наближено забезпечується мiнiмальним лiнiй-
ним потенцiялом (6.7), (6.2), а точно — потенцiялом
Брауна–Рейвенгола (6.10), (6.2). В обох випадках `s-
виродження, а також деяка кривина головних траєк-
торiй Редже, дає хороший опис орбiтально збудже-
них станiв (π-ρ)-сiм’ї мезонiв. Однак випадкове виро-
дження (j + 2nr)-типу приводить до браку дочiрнiх
траєкторiй (як i в моделi III) для деяких радiяльних
збуджень цiєї сiм’ї.

Моделi з векторними лiнiйними потенцiялами вза-
галi не забезпечують випадкового виродження, дають
завеликий нахил траєкторiй Редже, а деякi з них по-
роджують непаралельнi траєкторiї.

Спектр для мiнiмальної лiнiйної взаємодiї цiлком
узгоджується з отриманими ранiше чисельними ре-
зультатами в [12–14], де, однак, для легких мезонiв
одержано завищенi значення мас. В данiй роботi по-
казано, що ця проблема усувається врахуванням век-
торної кулонiвської взаємодiї. Щодо лiнiйного потен-
цiялу Брауна–Рейвенгола, то в строгому математич-
ному сенсi вiн не дає зв’язаних станiв через невiдпо-
вiдну поведiнку коефiцiєнтiв радiяльних рiвнянь при
r → ∞ [29]. Отриманий тут псевдопертурбативний
спектр описує квазiзв’язанi стани, якi утримує ефек-
тивний потенцiяльний бар’єр (що зводиться до ями в
нерелятивiстськiй межi).
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ДОДАТОК A. МАТРИЧНЕ ПРЕДСТАВЛЕННЯ ТА ВЛАСТИВОСТI БIСПIНОРНИХ ГАРМОНIК

Бiспiнорнi гармонiки в 2 × 2-матричному представленнi:
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(A.1)
де Y µ

` (n) (µ = −`, ..., `) — сферичнi гармонiки.
Основнi властивостi бiспiнорних гармонiк:

〈i|k〉 =

∫

dnTr(φ†i φk) = δi k,

j2φ = j(j + 1)φ, j = 0, 1, ...,
j3φ = µφ, µ = −j, ..., j,

`
2φi = `(`+ 1)φi, ` =

{

j, i = A, 0,
j ± 1, i = ∓,

s2φi = s(s+ 1)φi, s =

{

0, i = A,
1, i = 0,∓,

PφA,0 = (−)jφA,0, Pφ∓ = (−)j+1φ∓,
[

φA
]T

= −φA,
[

φ0,∓
]T

= φ0,∓.

(A.2)

Дiя спiнових операторiв на бiспiнорнi дублети:

σ1 · σ2ô = τ ô, σ1 · σ2ê = ê,
σ1rô = RTê, σ1r ê = Rô,
σ2rô = −σ3R

Tê, σ2r ê = −Rσ3ô,
σ1rσ2rô = −σ3ê, σ1rσ2r ê = −Rσ3R

Tô,
(n,σ1,σ2)ô = −2iσ↑R

Tê, (n,σ1,σ2)ê = 2iRσ↑ê

(A.3)

ДОДАТОК В. ОРТОГОНАЛЬНЕ ПЕРЕВОРЕННЯ ПОТЕНЦIЯЛIВ

Матрицю O зручно подати у виглядi

O = O2O1, (B.1)

де блок-дiягональна матриця (залежна вiд P ):

310



ЗАСТОСУВАННЯ ДВОЧАСТИНКОВОГО РIВНЯННЯ ДIРАКА. . .

O1 =









I
σ3R

T 0
−RT

0 −σ3









для P = (−)j±1, (B.2) O1 =









σ3R
T

I 0
−σ3

0 −RT









для P = (−)j (B.3)

тривiялiзує блоки в H (та iнших матрицях):

H̃ = O1HOT
1 =







0 −I I 0
I 0 0 −I
−I 0 0 I
0 I −I 0






, (B.4)

а

O2 =
1√
2







I 0 0 −I
0 −I I 0
0 I I 0
I 0 0 I






для P = (−)j±1, (B.5) O2 =

1√
2







0 I −I 0
I 0 0 −I
−I 0 0 −I
0 I I 0






для P = (−)j (B.6)

зводить H̃ до канонiчного вигляду (4.2). Крiм цього, O1 та O2 вибранi так, що зводять G до незалежного вiд
P вигляду:

Ḡ = 2







0 σ↑ Cσ1 0
σ↑ 0 0 0
Cσ1 0 0 0
0 0 0 0






. (B.7)

Iншi матрицi:

m̄ =







µ
0 −ν

−ν
µ 0






, (B.8)

де µ = m± i ν = m∓ для P = ∓(−)j ; власнi потенцiяли: Ū = ∆̄S̄, де

∆̄ =







U1 + U5σ3 0 0 U3 + iU7σ3

0 U2 + U6σ3 U4 + iU8σ3 0
0 U4 − iU8σ3 U2 − U6σ3 0

U3 − iU7σ3 0 0 U1 − U5σ3






(B.9)

для P = (−)j±1,

∆̄ =







U2 + U6σ3 0 0 −U4 − iU8σ3

0 U1 + U5σ3 −U3 − iU7σ3 0
0 −U3 + iU7σ3 U1 − U5σ3 0

−U4 + iU8σ3 0 0 U2 − U6σ3






(B.10)

для P = (−)j , де

U1 = 1
2 (U11 + U44), U5 = 1

2 (W14+
∗
W 14),

U2 = 1
2 (U22 + U33), U6 = 1

2 (W23+
∗
W 23),

U3 = 1
2 (U11 − U44), U7 = 1

2 i(W14−
∗
W 14),

U4 = 1
2 (U22 − U33), U8 = − 1

2 i(W23−
∗
W 23),

(B.11)

а

S̄ =









S̄
Σ̄ 0

Σ̄
0 S̄









для всiх P, (B.12)

311



А. ДУВIРЯК

де

S̄ = S|R=I,

Σ̄ = Σ|R=I :

i 1 2 3
S(i) I σ1 · σ2 (σ1 · n)(σ2 · n)

S̄(i) I τ −σ3

Σ̄(i) I I −σ3

; (B.13)

невласнi потенцiяли: Ū = Ω̄T̄, де

Ω̄ =











0 W3 +W4σ3 W1 −W2σ3 0
∗
W 3 +

∗
W 4 σ3 0 0

∗
W 1 +

∗
W 2 σ3

∗
W 1 −

∗
W 2 σ3 0 0

∗
W 3 −

∗
W 4 σ3

0 W1 +W2σ3 W3 −W4σ3 0











(B.14)

для P = (−)j±1,

Ω̄ =











0 −
∗
W 3 −

∗
W 4 σ3

∗
W 1 +W2σ3 0

−W3 −W4σ3 0 0 W1 −W2σ3

W1 +W2σ3 0 0 −W3+
∗
W 4 σ3

0
∗
W 1 −

∗
W 2 σ3 −

∗
W 3 +

∗
W 4 σ3 0











(B.15)

для P = (−)j , де

W1 = 1
2 (W13−

∗
W 24), W2 = 1

2 (W12−
∗
W 34),

W3 = 1
2 (W13+

∗
W 24), W4 = 1

2 (W12+
∗
W 34),

(B.16)

а

T̄ =









T̄
−T̄† 0

−T̄†

0 T̄









для усiх P, (B.17)

де

T̄ = T|R=I :

i 1 2 3
T(i) σ1 · n σ2 · n (n,σ1,σ2)

T̄(i) I −σ3 −2iσ↑

. (B.18)

ДОДАТОК С. ОБЧИСЛЕННЯ АСИМПТОТИК ДЛЯ ЛIНIЙНИХ ПОТЕНЦIЯЛIВ

Припустiмо, що в рiвняннi Тодорова з лiнiйним скалярним та кулонiвським векторним потенцiялами фун-
кцiї rc(`) та Ec(`) справдi є монотонно-зростаючими (якщо це було б не так, то рано чи пiзно виникла б
суперечнiсть). Тодi для обчислення асимптотик r∞(`) та E∞(`) у функцiї W (r, E, `) (заданiй формулами (6.1),
(6.2), (6.37), (6.38)) досить залишити її головнi члени, знехтувавши кулонiвською взаємодiєю та масами спокою
частинок:

W ∼ −1

4
E2 + a2r2 +

`2

r2
. (C.1)

Iз рiвнянь W = 0 та

∂W

∂r
∼ 2

(

a2r − `2

r3

)

= 0 (C.2)

(див. (6.16)–(6.17)) вiдразу отримуємо шуканi асимпотики:

r∞ =
√

`/a = 1/(
√
aλ), E∞ = 2

√
2a` =⇒ b∞ = 2a/λ2. (C.3)
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Подiбно дiємо у випадку 2ЧРД з будь-яким iз указаних у роздiлi VI лiнiйним скалярним та кулонiвським
векторним потенцiялами (або їх суперпозицiєю). Знехтувавши у функцiях W↑ та W↓ масами та кулонiвською
взаємодiєю i зберiгши головнi члени, отримаємо для них таку загальну структуру:

W ∼ −1

4
(E + κ1ar)

(

E + κ2ar −
(κ0ar)

2

E + κ3ar

)

+
j2

r2
, (C.4)

де безрозмiрнi коефiцiєнти κn (n = 0, ..., 3) залежать вiд спiнової структури потенцiялу i, взагалi кажучи, є
рiзними для рiзних функцiй Wl±. Пiсля замiни змiнних :

r∞ = z
√

j/a, E∞ = y
√

aj (C.5)

рiвняння (6.16)–(6.17) iз функцiєю (C.4) набирають вигляду:

1

4
[y + κ1z]

[

y + κ2z −
κ

2
0z

2

y + κ3z

]

− 1

z2
= 0, (C.6)

1

4
κ1z

[

y + κ2z −
κ

2
0z

2

y + κ3z

]

+
1

4
[y + κ1z]

[

κ2z − 2
κ

2
0z

2

y + κ3z
+

κ
2
0κ3z

3

(y + κ3z)2

]

+
2

z2
= 0. (C.7)

Iз них пiсля нескладних викладок можна отримати рiвняння

[2t+ 3κ1] [t+ κ3]
[

(t+ κ2)(t+ κ3) − κ
2
0

]

+ [t+ κ1]
[

κ2(t+ κ3)
2 − 2κ

2
0(t+ κ3) + κ

2
0κ3

]

= 0 (C.8)

на змiнну t = y/z, яке є алґебраїчним рiвнянням 4-го степеня. Тодi з рiвняння (C.6) можна одержати вирази
для шуканих величин z i y у термiнах розв’язку t рiвняння (C.8):

z = 4

√

4(t+ κ3)

(t+ κ1) [(t+ κ2)(t+ κ3) − κ
2
0 ]
, y = tz. (C.9)

Серед усiх розв’язкiв рiвняння (C.8) треба залишити фiзичнi: вони повиннi задовольняти нерiвностi t > 0,
t+κn > 0 (n = 1, 2, 3), необхiднi для iснування зв’язаного стану в нерелятивiстськiй межi, а також умову (6.18)
(яка в термiнах t є громiздкою, i ми її тут не подаємо). В усiх розглянутих у нашiй статтi випадках цi умови
визначають розв’язок t однозначно.
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APPLICATION OF TWO-BODY DIRAC EQUATION IN MESON SPECTROSCOPY

A. Duviryak
Institute for Condensed Matter Physics of the National Academy of Sciences of Ukraine,

1 Svientsitskii St., UA–79011 Lviv, Ukraine

The two-body Dirac equation with the general local potential is reduced to a pair of ordinary second-order

differential equations for radial components of the wave function. The class of special potentials is found for which

the equation possesses exact solutions. For other cases the pseudo-perturbative 1/j-expansion method is proposed.

Several models of light mesons are constructed and exact and approximate energy spectra are calculated. They

are compared with experimental data.
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