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Зроблено огляд теоретичних праць, що стосуються спектрiв квазiчастинок (електронiв, дi-
рок, екситонiв) у напiвпровiдникових закритих та вiдкритих наногетеросистемах (класичних
квантових точках, цилiндричних квантових дротах). Дослiдження виконано в моделi ефектив-
них мас та прямокутних потенцiялiв. Ця модель, хоч i проста, але, крiм того, що дає непогане
узгодження з експериментом, придатна для застосування в теорiї взаємодiї електронiв, дiрок,
екситонiв iз фононами в наногетеросистемах, де iншi, детальнiшi моделi наштовхуються на
математичнi проблеми.

У статтi докладно проаналiзовано властивостi спектрiв електронiв, дiрок, екситонiв у ба-
гатошарових сферичних квантових точках i цилiндричних квантових дротах. Установлено
фiзичнi причини подiбностей i вiдмiнностей спектрiв квазiчастинок у вiдкритих i закритих
наногетеросистемах.
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I. СПЕКТРИ КВАЗIЧАСТИНОК

У СКЛАДНИХ ВIДКРИТИХ I ЗАКРИТИХ

СФЕРИЧНИХ НАНОГЕТЕРОСИСТЕМАХ

Теорiя спектрiв квазiчастинок (електронiв, дiрок,
екситонiв, фононiв) у простих i складних закритих
квантових точках, квантових дротах, квантових ямах
уже розроблена [1–4] i в основних рисах вiдповiдає
експериментальним дослiдженням [5–8]. Що ж до вiд-
критих наносистем, iз яких квазiчастинки можуть ви-
ходити i здiйснювати вiльний рух у зовнiшньому се-
редовищi, то теорiя квазiстацiонарних спектрiв ли-
ше починає розвиватися [9–15]. Подiбний стан справ i
в теорiї спектрiв квазiчастинок у комбiнованих сис-
темах, якi мiстять наноелементами складовi рiзних
розмiрностей (квантовi точки (КТ), квантовi дроти
(КД), квантовi ями (КЯ)), — вона практично вiдсут-
ня, хоча такi наносистеми створенi вже давно.

Формально теорiя спектрiв квазiчастинок у кван-
тових точках почала розвиватися ще тодi, коли не
були сформованi самi поняття КТ, КД, КЯ. Просто
внаслiдок розвитку квантової механiки були розв’яза-
нi класичнi задачi Шрединґера про спектр квазiчас-
тинки з масою m у безмежному чи скiнченному (V )
прямокутному потенцiялi у сферi, цилiндрi та прямо-
кутному паралелепiпедi [16,17]. Уже тодi було вста-
новлено, що в дiлянцi енерґiй E < V стацiонарний i
дискретний спектри квазiчастинок, хоча i значно вiд-
рiзнялись мiж собою залежно вiд просторової форми
об’єктiв, у яких вони перебували, але й мали спiльну
рису: зi збiльшенням об’єму цих об’єктiв усi спектри
змiщувались у бiк менших енерґiй.

Зразу ж пiсля експериментального вiдкриття напiв-
провiдникових КТ CdSe у склi у статтi [5] i в бага-
тьох наступних працях сформовано саме поняття на-
пiпровiдникової КТ як деякого просторового нанороз-
мiрного утворення в середовищi. Невдовзi з’явилися
першi теоретичнi моделi, якi описували узгодженi з
експериментом спектри електронiв, дiрок, екситонiв
у простих сферичних КТ у середовищi.
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Рис. 1. Геометричнi схеми та потенцiяли: а — закритої i
б — вiдкритої багатошарових сферичних квантових точок
(БСКТ).

Серед рiзних мiкро- i макроскопiчних пiдходiв до-
статньо дiєвою виявилася модель ефективних мас i
скiнченних прямокутних потенцiялiв, яка для КТ не
дуже малих розмiрiв давала змогу не лише знайти
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енерґетичний спектр, але й отримати хвильовi фун-
кцiї в такому виглядi, що їх можна використати для
розрахунку взаємодiї електронiв, дiрок, екситонiв з
iншими квазiчастинками, зокрема з фононами [18,19].

Розвиток експериментальних можливостей (зокре-
ма метод йонного замiщення) привiв до створення ба-
гатошарових КТ рiзної форми [7,8]. Одночасно поча-
ла розвиватись теорiя спектрiв квазiчастинок у бага-
тошарових КТ, КД, КЯ [1,11–15].

Спочатку була розроблена теорiя спектрiв елект-
ронiв, дiрок, екситонiв i фононiв для закритих нано-
систем (КТ, КД), а останнiми роками i для вiдкри-
тих теж. Наносистема вважається закритою або вiд-
критою, якщо потенцiял квазiчастинки в зовнiшньо-
му середовищi найбiльший або найменший стосовно
потенцiялiв складових наносистеми (рис. 1).

Теорiя спектрiв i хвильових функцiй електронiв i
дiрок для складних багатошарових наносистем (за-
критого й вiдкритого типу) в моделi ефективної маси
та прямокутного потенцiялу будується так.

Розв’язується стацiонарне рiвняння Шрединґера

[
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2
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∇ + V (r)

]

Ψnlm(r) = Enl Ψnlm(r) (1)

з вiдомими ефективними масами й потенцiялами в
кожному шарi наносистеми
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З урахуванням сферичної симетрiї хвильову функ-
цiю зручно шукати у виглядi

Ψnlm(r) = Rnl(r)Ylm(θ, ϕ), (4)

де Y`m(θ, ϕ) — сферичнi функцiї, а для радiяльної
функцiї Rn`(r) отримуємо систему рiвнянь

{
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Ri
`(r) = 0,

i = 0, 1, . . . , N + 1 . (5)

За початок вiдлiку енерґiї вибираємо потенцiяльну
енерґiю квазiчастинки у зовнiшньому середовищi. То-
дi для E < 0 загальний розв’язок системи (5) матиме
вигляд

Ri
`(r) = A`

i J`(Ki r) +B`
i N`(Ki r), (6)

i = 0, 1, . . . , N + 1,

де

J`(Kir) =







j`(kir),

h+
l (iχir),

N`(Kir) =






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` = 0, 1, . . . ,∞, i = 0, . . . , N + 1.

(7)

Тут j`, n`, h
±

` — сферичнi функцiї Бесселя, Ноймана
та Ганкеля вiдповiдно, а

Ki =







ki = ~
−1

√

2mi(Vi − |E|) ,

χi = ~
−1

√

2mi(|E| − Vi) = iki ,

Vi ≥ |E|

Vi ≤ |E|
.

(8)

Ураховуючи умови неперервности хвильової функ-
цiї електрона чи дiрки та густини потоку ймовiрности
на всiх межах
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i = 0, 1, . . . , N ,

отримуємо дисперсiйне рiвняння для визначення
спектра енерґiй En`. У результатi розв’язування сис-
теми рiвнянь (9) знаходимо стацiонарний спектр En`,
а з урахуванням умови нормування

∫∫∫

ψ∗

nlm(r)ψn′l′m′(r)r2dr sin θ dθdϕ = δnn′δll′δmm′

(10)

однозначно отримуємо весь набiр хвильових функцiй
ψn`m(r) дискретного спектра.

Для неперервного спектра для закритої системи
(E > 0) чи будь-якої дiлянки спектра вiдкритої сис-
теми розв’язок тих же рiвнянь, з тими ж граничними
умовами знаходимо через матрицю розсiювання S. А
саме:

Ri
k` = kiai[h

+
` (kir) + S

(i)
` h−` (kir)] , (11)

i = 0, 1, . . . , N + 1,

де ki = ~
−1

√

2mi(Ui +E). Якщо ввести позначення

Φi(kr) = h+
` (kr) + S

(i)
` h−` (kr),

Φ̄i(kr) = H+
` (kr) + S

(i)
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)

,

H−

i (kr) = k
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kr
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)

,

(12)

то, аналогiчно до (9), отримаємо систему рiвнянь
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ki−1ai−1Φi−1(ki−1ri−1) − kiaiΦi(kiri−1) = 0

1
mi−1

ki−1ai−1Φ̄i−1(ki−1ri−1) − 1
mi

kiaiΦ̄i(kiri−1) = 0


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i = 1, 2, . . . , N + 1. (13)

У результатi розв’язування цiєї системи рiвнянь
знаходимо аналiтичний вираз для S`-матрицi

S
(0)
` = 1,

S
(i+1)
` =

Φ̄i(kiri)h
+
` (ki+1ri) − Φi(kiri)H

+
` (ki+1ri)

Φ̄i(kiri)h
−

` (ki+1ri) − Φi(kiri)H
−

` (ki+1ri)
,

де

S`(k) ≡ SN+1
` (k) (14)

— S-матриця.
Згiдно iз загальною теорiєю, полюси S`(k) у комп-

лекснiй площинi k = k1 + ik2 визначають енерґетич-
ний спектр Enl та тривалiсть життя τn` квазiчастин-
ки.

Оскiльки у вiдкритiй наносистемi квазiчастинка
може рухатись на безмежну вiдстань вiд її центра,
то нормування радiяльної частини хвильової функцiї
здiйснюється на δ-функцiю [20]

∞
∫

0

R∗

lk(r)Rl′k′(r)r2dr = δ(k − k′). (15)

Розраховуючи вiдповiднi коефiцiєнти

ai =
ki+1

ki

mi
mi−1

h+
` (ki+1ri) + S

(i+1)
` h−` (ki+1ri)

h+
` (kiri) + S

(i)
` h−` (kiri)

,

i = 1, 2, . . . , N,

aN+1 = 1/
√

2π

(16)

отримуємо хвильовi функцiї електрона в неперервно-
му спектрi вiдкритої наносистеми у виглядi

Ψk`m(r) =
N+1
∑

i=0

kiai[h
+
` (kir) + S

(i)
` h−` (kir)] (17)

× Y`m(θ, ϕ)σ(r − ri).

Проаналiзуймо тепер спектри квазiчастинок (елек-
тронiв, дiрок, екситонiв), одержанi в результатi роз-
рахункiв за наведеною теорiєю для наносистем, от-
риманих на основi напiвпровiдникiв β-HgS та β-CdS
у водi. Такi системи створенi експериментально [7–8].
Фiзичнi параметри матерiялiв наносистеми зведенi в
таблицю 1.

me(m0) mh(m0) a, Å Eg , eV Ve, eV Vh, eV ε∞ ε0

CdS 0.2 0.7 5.818 2.5 3.65 6.3 5.5 9.1
HgS 0.036 0.044 5.851 0.5 5.0 5.5 11.36 18.2
H2O 1 ∞ — — 1.15 ∞ 1.78 81

Таблиця 1. Параметри складових наносистеми β-CdS/β-HgS/H2O.

Розрахованi залежностi енерґетичних спектрiв
електронiв, дiрок та екситонiв двошарової сферичної
КТ CdS/HgS/H2O наведено на рис. 2. З нього видно
новi особливостi, яких немає у простiй одношаровiй
КТ. Вони такi.

Зi збiльшенням товщини глибокої зовнiшньої ями
всi рiвнi електронiв i дiрок змiщуються в бiк менших
енерґiй так, що в дiлянцi 0 ≤ Ee,h

n` ≤ V e,h
0 вони плав-

но спадають, а у дiлянцi V e,h
0 ≤ Ee,h

n` ≤ V e,h
2 виникає

ефект антикросинґу n-х i n±1-х рiвнiв. Антикросiнґи
виникають там, де енерґетичнi рiвнi обох не взаємо-
дiючих ям мали б перетинатися, якби ями були не
зв’язанi бар’єром скiнченних розмiрiв.

Важливим новим моментом щодо простої закритої
КТ є також те, що в цiй наносистемi електрони та
дiрки можуть перебувати як в одному, так i в рiзних
шарах. Отже, є 4 типи просторової локалiзацiї квазi-
частинок:
а) електрон i дiрка в шарi (0);
б) електрон i дiрка в шарi (1);
в) електрон у шарi (0), а дiрка в шарi (1);

г) електрон у шарi (1), а дiрка в шарi (0).

На рис. 3 наведено результат розрахунку залеж-
ности енерґiї E10

10 локалiзованого екситона вiд товщи-
ни шару HgS. Спостерiгається непогане узгодження з
експериментальними даними [3] при трьох значеннях
∆HgS, вiдзначених колами на кривiй E10

10 . Цi екситон-
нi стани вiдповiдають, як видно iз залежностей Ee

10 i
Eh

10, такому просторовому розташуванню електронiв i
дiрок, при якому дiрка знаходиться в ядрi CdS (пря-
ма дiлянка Eh

10), а електрон — у шарi HgS (похила
дiлянка Ee

10). На кривiй залежностi екситонної енер-
ґiї вiд ∆HgS спостерiгаємо “горб” як прояв дiркового
антикросинґу, при якому дiрка з ядра CdS перемiщу-
ється в шар HgS. На жаль, експериментальнi данi для
цiєї дiлянки товщин у цитованiй працi [3] вiдсутнi.

У закритiй тришаровiй сферичнiй КТ iз двома
квантовими ямами (HgS/CdS/HgS/CdS), як видно з
рис. 4, виникають такi новi особливостi:

Антикросiнґ iснує в усiй дiлянцi енерґiй Ee,h
n` ≤

V e,h
0 , де стани стацiонарнi.
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Рис. 2. a — геометрична та потенцiяльна схеми БСКТ CdS/HgS/H2O; б — залежнiсть електронного та дiркового
спектрiв вiд ∆HgS при r0 = 5aCdS.

Як i у двошаровiй системi, утворюються такi ж чо-
тири типи локалiзованих екситонних станiв iз рiзни-
ми просторовими розмiщеннями електронiв та дiрок.
Але у випадку великих товщин шару бар’єра (∆CdS)
електрони й дiрки далеко роздiленi у просторi, тому
їх кулонiвська взаємодiя дуже мала, а дипольний мо-
мент великий.
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Рис. 3. Залежнiсть енерґiй електрона, дiрки та ексито-
на вiд товщини шару HgS при r0 = 4.7 нм.

Дослiдження закритих сферичних КТ iз бiльшою
кiлькiстю шарiв не вносить принципово нових особли-
востей в iнформацiю про спектр локалiзованих квазi-
частинок.

Новi особливостi у спектрах квазiчастинок з’явля-
ються у вiдкритих сферичних квантових точках, ос-
кiльки можливiсть проникнення квазiчастинок крiзь
потенцiяльнi бар’єри дозволяє їм рухатись на безмеж-
ну вiдстань вiд центра, що приводить до появи скiн-
ченної тривалости життя τn` у всiх станах з енерґiєю
En`.

Розрахунок енерґiй En` та тривалости життя τn`

виконано для однобар’єрної HgS/CdS/HgS (рис. 5)
та двобар’єрної HgS/CdS/HgS/CdS/HgS сферичних
квантових точок (рис. 6).

Характерний вигляд дiйсної й уявної частин S-
матрицi, полюси якої у комплекснiй площинi енерґiй
визначають енерґiю (En`) i пiвширину (Γn`) енерґе-
тичної зони, наведенi на рис. 7. Пiвширина Γn` пов’я-
зана з тривалiстю життя τn` квазiчастинки у вiдпо-
вiдному станi спiввiдношенням

τn` = ~/Γn `. (18)

Головнi властивостi спектра Ee
n` та тривалости

життя τe
n` електрона залежно вiд розмiрiв ядра-ями

(HgS) при фiксованiй товщинi шару-бар’єра ∆(CdS)
вiдкритої однобар’єрної системи видно з рис. 8. Цi
властивостi такi.

На вiдмiну вiд закритих систем, де є дискретний
спектр зi стацiонарними станами, у вiдкритих систе-
мах увесь спектр квазiстацiонарний iз двома дiлян-
ками енерґiй, яким вiдповiдають стани з великою i
малою тривалiстю життя τn` вiдповiдно. У тонованiй
дiлянцi енерґiй (E < V e

1 ), нижче вiд потенцiяльно-
го бар’єра, стани є резонансними квазiстацiонарними
типу Брейта–Вiґнера.
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Рис. 5. Геометрична та потенцiяльна схеми вiдкритої
БСКТ HgS/CdS/HgS.

Зi збiльшенням радiуса ями (r0) величини енерґiй En`

плавно зменшуються, а тривалiсть життя рiзко зрос-
тає. У нетонованiй дiлянцi енерґiй E > V e

1 вище вiд
потенцiяльного бар’єра iснують короткоживучi резо-
нанснi стани з малою тривалiстю життя τ e

n`. Для них
характерний антикросинґ у залежностi Ee

n` вiд r0, що
корелює з вiдповiдними максимумами на залежнос-
тях τe

n` вiд r0. Фiзична причина цих особливостей у
тому, що при таких значеннях r0 здiйснюється пе-
рерозподiл густини ймовiрности знаходження квазi-
частинки з ядра (0) в оболонку (1) i навпаки. Тому

збiльшення r0 приводить до “заглиблення” рiвня пiд
бар’єр, а отже, й до реґулярного збiльшення трива-
лости життя. Проте коли квазiчастинка потрапляє в
дiлянку r0, де Ee

n` ближче до горизонтальних дiля-
нок енерґiї, там вона з бiльшою ймовiрнiстю перебу-
ває в дiлянцi шару-бар’єра, звiдки швидше проникає в
зовнiшнє середовище, а тому тривалiсть її життя тут
трохи зменшується. Це й зумовлює вiдповiднi макси-
муми на кривих залежности τ e

n` вiд r0 у нерезонанс-
них станах.

HgSCdS CdSHgSHgS

R0 R1 R2 R3
r

Ue

U

0

0
1

2
3

4

Рис. 6. Геометрична та потенцiяльна схеми вiдкритої
БСКТ HgS/CdS/HgS/CdS/HgS.
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Рис. 7. Дiйсна та уявна частини S-матрицi в околi полюса E = E10 − iΓ10/2.

Спектри й тривалiсть життя квазiчастинки у дво-
ямнiй i двобар’єрнiй вiдкритiй сферичнiй КТ вiдрiз-
няється вiд одноямної системи тим принципово новим
моментом, що в цiй наноситемi антикросинґ спостерi-
гаються у всiй дiлянцi енерґiй (рис. 9а). Квазiстацi-
онарнi стани двобар’єрної наносистеми подiляються
на довго- та короткоживучi. Стани, у яких квазiчас-
тинка локалiзована у внутрiшнiй ямi (ядрi), є бiльш
довгоживучими, нiж стани, у яких вона в основно-
му перебуває в зовнiшнiй ямi. Оскiльки iз зовнiшньої
потенцiяльної ями їй легше тунелювати через один

потенцiяльний бар’єр, то вона може за менший час
вийти з наносистеми, рухаючись на нескiнченну вiд-
стань вiд центра.

На рис. 10, 11 наведено залежностi густини радi-
яльної ймовiрности знаходження квазiчастинок (ρe

10,
ρh
10) вiд r при кiлькох значеннях r0. З рисунка вид-

но, як зi збiльшенням r0 електрон та дiрка поступо-
во переходять iз другої у першу яму (перемiщується
максимальне значення густини ймовiрности ρ). При
цьому ρe

10 у зовнiшньому середовищi має осцилюючий
характер.
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Рис. 8. Залежностi енерґетичних рiвнiв i тривалости життя електрона вiд розмiру ядра для рiзних розмiрiв ша-
ру-бар’єра ∆ при ` = 0.

На рис. 12 наведена схема потенцiяльної енерґiї
електрона та положення резонансних рiвнiв Ee

n0, а на
рис. 13 — залежнiсть τ e

n0вiд товщини першого бар’єра
∆1. Як i слiд було чекати, положення рiвнiв Ee

n0 май-
же не залежить вiд величини ∆1, тому вони зображенi
вiдповiдними лiнiями на схемi, а тривалiсть життя у
станах (10, 30, 50), де квазiчастинка перебуває у дру-
гiй ямi, практично не залежить вiд ∆1, при цьому τ e

n0

у станах (20, 40), де квазiчастинка перебуває у першiй
ямi, експоненцiйно зростають зi збiльшенням ∆1.

Оскiльки спектри та тривалiсть життя дiрок мають
такi ж властивостi, як i електронiв, то, вiдповiдно, й
екситоннi стани в цiй простiй вiдкритiй СКТ (рис. 5) є
коротко- i довгоживучими резонансними станами ти-
пу Брейта–Вiґнера (рис. 14).

Залежнiсть усiх En`
n′`′ i τn`

n′`′ вiд розмiру ядра r0 є
складною (рис. 14). Усi En`

n′`′ мiстять пологi та спаднi
дiлянки, якi вiдповiдають малим i великим значенням

τn`
n′`′ .
Пологим дiлянкам En`

n′`′(r0) вiдповiдають стани ек-
ситонiв, у яких електрон та дiрка, в основному, пере-
бувають у зовнiшньому шарi-ямi (2), внаслiдок чого
для виходу в зовнiшнє середовище екситон долає ли-
ше зовнiшнiй шар-бар’єр (3) за короткий промiжок
часу (малi τn`

n′`′).
Спадним дiлянкам En`

n′`′(r0) вiдповiдають стани ек-
ситонiв, у яких електрон та дiрка, в основному, пере-
бувають у внутрiшньому ядрi-ямi (0), внаслiдок чо-
го для виходу в зовнiшнє середовище екситон долає
два шари-бар’єри за тривалий промiжок часу (великi
τn`
n′`′).
На вiдмiну вiд простої СКТ, у БСКТ iєрархiя енер-

ґетичних рiвнiв i тривалости життя квазiчастинок у
всiх станах складним чином залежить вiд геометрич-
них i фiзичних параметрiв складових наносистеми,
тому кiнцевi висновки залежать вiд структури БСКТ.
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Рис. 9. Залежнiсть енерґiї (En0) а) та тривалости життя (τn0) б), в) квазiстацiонарних станiв вiд радiуса (r0) двоба-
р’єрної вiдкритої CКТ.

II. СПЕКТРИ КВАЗIЧАСТИНОК

У БАГАТОШАРОВИХ ЦИЛIНДРИЧНИХ

КВАНТОВИХ ДРОТАХ

Теорiя спектрiв i хвильових функцiй електронiв, дi-
рок, екситонiв у багатошарових цилiндричних кван-
тових дротах (БЦКД) у моделi прямокутних потенцi-
яльних ям й ефективних мас подiбна до теорiї БСКТ.
Тут також iснують вiдкритi та закритi системи. Ана-
лiтичний розв’язок рiвняння Шрединґера iз застосу-
ванням теорiї S-матрицi й числовi розрахунки за до-
помогою ЕОМ дають змогу розраховувати стацiонар-
нi i квазiстацiонарнi спектри та знайти хвильовi фун-
кцiї електронiв, дiрок, екситонiв у складних КД. Усi
характернi риси спектрiв нульвимiрних БСКТ влас-
тивi й одновимiрним БЦКД. Новi особливостi, якi от-
римуються для квазiчастинок, у них такi:

1. Аксiяльна симетрiя й нескiнченнiсть КД приво-
дить до того, що в цiй системi квазiчастинки харак-
теризуються одновимiрним квазiiмпульсом k i двома
квантовими числами nρ, m.

2. Унаслiдок того, що ефективнi маси електронiв i
дiрок у рiзних шарах наносистеми рiзнi, то при ру-
сi електронiв i дiрок у багатошаровому квантовому
дротi виникає скорельована ефективна маса µe,h.

3. Оскiльки S-матриця залежить вiд одновимiрно-
го квазiiмпульсу, то i спектр квазiстацiонарних станiв
Enρm(k), а отже, й тривалiсть життя τnρm(k) виявля-
ються залежними вiд величини квазiiмпульсу. Причо-
му, вiдповiдно до фiзичних мiркувань, чим бiльший
квазiiмпульс, тим менша тривалiсть життя квазiчас-
тинки в цьому станi. Цей ефект можна використати
для просторової сепарацiї квазiчастинок за швидко-
стями.

322



СПЕКТРИ КВАЗIЧАСТИНОК У БАГАТОШАРОВИХ НАПIВПРОВIДНИКОВИХ НАНОГЕТЕРОСИСТЕМАХ

0 10 20 30 40 50 60

0,5

1,0

1,5

2,0

1500

1000

80

60

40

20

E
,E

10

e

1
0
 *

1
0

-1
0

n, a

0 5 10 15 20
0

2

4

6

2
*r

2
*1

0
-4

40 60 80 100 120
0,0

0,1

0,2

0,3

2
*r

2
*1

0
-4

          
0 10 20 30 40 50 60

0,5

1,0

1,5

2,0

1500

1000

80

60

40

20

E
, E

10

e

1
0
 *

1
0

-1
0

n, a

0 5 10 15 20
0

10

20

30

40

2
*r

2
*1

0
-4

40 60 80 100 120
0,0

0,1

0,2

0,3

2
*r

2
*1

0
-4

                                                                       

0 10 20 30 40 50 60

0,4

0,8

1,2

1,6

1500

1000

80

60

40

20

E
, 

m
e

V

E
10

e

1
0
*1

0
-1

4

n, a

20 25 30 35 40

0,5

1,0

1,5

2,0

2 *r
2 *1

0-1
0

40 60 80 100 120
0,0

0,1

0,2

0,3

2
*r

2
*1

0
-4

          
0 10 20 30 40 50 60

1

2

3

1500

1000

80

60

40

20

E
, 

E
10

e

1
0
*1

0
-1

5

n, a

20 25 30 35 40

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

2 *r
2 *1

0-1
0

40 60 80 100 120
0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

2
*r

2
*1

0
-4

      

Рис. 10. Еволюцiя ρe

10(r) залежно вiд радiуса ядра r0 = 16aHgS (а), 17aHgS (б), 18aHgS (в) i 19aHgS (г).
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Рис. 11. Еволюцiя ρh

10(r) залежно вiд радiуса ядра r0 = 15aHgS (а), 20aHgS (б).
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Рис. 13. Залежнiсть тривалости життя квазiстацiонар-
них станiв електрона вiд товщини першого бар’єра вiдкри-
тої БСКТ з двома потенцiяльними ямами й бар’єрами.

Теорiя електронного спектра в БЦКД будується
аналогiчно до БСКТ. У тiй же моделi прямокутних
потенцiялiв й ефективних мас задача про спектр i
хвильовi функцiї розв’язується так.

Рiвняння Шрединґера для БЦКД (рис. 15) буде та-
ким:

(

−~
2

2
∇ 1

µ (ρ)
∇ + U (ρ)

)

Ψ (r) = EΨ (r) , (19)

де

µ(ρ) =







µ0, ρ < ρ0; ρ1 < ρ,

µ1, ρ0 ≤ ρ ≤ ρ1,
(20)

U(ρ) =







0, ρ < ρ0; ρ1 < ρ,

U, ρ0 ≤ ρ ≤ ρ1.
(21)

З урахуванням аксiяльної симетрiї розв’язок рiв-
няння (19) шукаємо у виглядi

Ψ (ρ, ϕ, z) =
1√
L
R (ρ) eimϕ eikz , (22)

m = 0,±1,±2, . . . , (23)

де R(ρ) — радiяльна складова хвильової функцiї.
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Рис. 14. Залежностi енерґiй (En`) (а) та тривалости
життя (τn`) (б) екситона вiд радiуса (r0) квантової точ-
ки

У результатi пiдстановки (22) в (19) отримуємо рiв-
няння для радiяльної хвильової функцiї

{

−~
2

2

[

1

ρ

∂

∂ρ

(

ρ

µ (ρ)

∂

∂ρ

)

− m2

ρ2µ (ρ)
− k2

µ (ρ)

]

+U (ρ) −E

}

Rm,k (ρ) = 0. (24)

Iз рiвняння (24) видно, що магнетне квантове число
m i квазiiмпульс k виступають його параметрами, а
отже, вiд них залежать i радiяльнi хвильовi функцiї
функцiї Rm,k(ρ), якi, враховуючи (21), слiд шукати
так:

Rm,k(ρ) =



















R0
mk(ρ), ρ < ρ0,

R1
mk(ρ), ρ0 ≤ ρ ≤ ρ1

R0
mk(ρ), ρ > ρ1

. (25)

Пiдстановка (25) у (24) приводить до трьох одно-
типних рiвнянь
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Рис. 16. Топограма функцiй Re(S) (a) та Im(S) (б) у комплекснiй площинi E = E1 + iE2.
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[

∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
− m2

ρ2
+

2µi

~2

(

E − Ui −
~

2k2

2µi

)]

Ri
mk (ρ) = 0 , (i = 0, 1, 2), (26)

розв’язками яких є лiнiйнi комбiнацiї функцiй Ганкеля вiд рiзних арґументiв

Rmk =























R0
mk (ρ) = A

(0)
m [H−

m (χ0ρ) +H+
m (χ0ρ)] , ρ < ρ0

R1
mk (ρ) = A

(1)
m

[

H−
m (iχ1ρ) + S1

mk (E) H+
m (iχ1ρ)

]

, ρ0 ≤ ρ ≤ ρ1

R2
mk (ρ) = A

(2)
m [H−

m (χ0ρ) + Smk (E) H+
m (χ0ρ)] , ρ > ρ1,

(27)

де

χ0 =

√

2µ0

~2
E − k2, χ1 =

√

2µ1

~2
(U −E) + k2. (28)

Усi коефiцiєнти A та обидвi S-матрицi (S1
mk,

Smk) однозначно визначаються умовами неперервно-
сти хвильової функцiї та потоку густини ймовiрнос-
ти на обох межах подiлу середовищ, а також умовою
нормування.

У результатi розрахункiв для Smk(E) отримуємо
складний аналiтичний вираз. Дослiджуючи за допо-
могою ЕОМ положення полюсiв S-матрицi в комп-
лекснiй площинi енерґiй (рис. 16), отримуємо енерґiї
Ee

nm(k) та тривалiсть життя τ e
nm(k) квазiстацiонар-

них станiв електрона.
На рис. 17 i 18 наведено результати роз-

рахунку енерґiй (Ee
nm(k)) i тривалости життя

(τe
nm(k)) електронiв у квазiстацiонарних станах

БЦКД GaAs/AlxGa1−xAs/GaAs, як функцiй поздов-
жнього квазiiмпульсу (k) при ρ0 = 15 aGaAs, ρ1 −ρ0 =
5a, m = 0, 1 та при фiксованих значеннях процентно-
го вмiсту Al x = 0.2, 0.4. Там же штриховими лiнiями
зображенi графiки законiв дисперсiї електрона в ма-
сивних напiвпровiдникових кристалах AlxGa1−xAs i

GaAs, якi є складниками дослiджуваного БЦКД

Ee
AlxGa1−xAs =

~
2k2

2µe

, Ee
GaAs = Ue +

~
2k2

2µe

. (29)

Як видно з рис. 17, кривi EGaAs(k) i EAlxGa1−xAs(k)
подiляють площину (E, k) на три дiлянки: I — дiлянка
(E < EGaAs(k)), у якiй S-матриця не має полюсiв, i,
вiдповiдно, квазiчастинки не мають тут жодних ста-
нiв; II — дiлянка (EGaAs(k) < E < EAlxGa1−xAs(k)),
у якiй при певних значеннях квазiiмпульсу k S-
матриця має полюси в площинi комплексної енерґiї
Ẽ = E − iΓ/2 з вiдмiнними вiд нуля дiйсною (E) й
уявною (Γ/2) частинами, якi визначають резонанс-
ну енерґiю i тривалiсть життя τ ∼ Γ−1 квазiчастин-
ки в цьому квазiстацiонарному станi; III — дiлянка
(E > EAlxGa1−xAs(k)), у якiй квазiчастинки перебува-
ють у квазiстацiонарних станах континуального спек-
тра енерґiй (|S| = 1).
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Рис. 17. Залежностi резонансних енерґiй електрона (Ee

nm ) вiд поздовжнього квазiiмпульсу k при рiзних значеннях
вмiсту Al(x) (ρ0 = 15aGaAs, ρ1 − ρ0 = 5a) у наносистемi GaAs/AlxGa1−xAs/GaAs.
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Рис. 18. Залежностi тривалости життя (τ e

nm) вiд поздовжнього квазiiмпульсу k при рiзних значеннях процентного
умiсту Al(x) у наносистемi GaAs/AlxGa1−xAs/GaAs.

Детально проаналiзуємо квазiстацiонарнi стани
електронiв у найцiкавiшiй дiлянцi II. Як видно, тут
утворюється деяка кiлькiсть квазiстацiонарних ста-
нiв, перебуваючи в яких, електрон може здiйснюва-
ти рух уздовж внутрiшнього цилiндра БЦКД з ква-
зiiмпульсом k. Кiлькiсть зон визначається геометрич-
ними розмiрами СЦКД, ефективною масою й потен-
цiяльною енерґiєю квазiчастинки. Головнi особливос-
тi Ee,h

nm(k) такi: залежнiсть енерґiї квазiчастинки у
всiх резонансних станах досить добре апроксимується
квадратичним законом дисперсiї

Ee
nm(k) = Ee

nm + ~
2k2

2µe
nm

,

де Ee
nm визначаються розв’язками вiдповiдних дис-

персiйних рiвнянь при k = 0, а величини скорельо-
ваних ефективних мас електронiв µe

nm дуже близькi
до вiдповiдних ефективних мас в AlxGa1−xAs (Табли-
ця 2).

x 0.2 0.4
nm 10 11 10 11 20 21
N 1 2 1 2 3 4
µe

nm 0.0672 0.0684 0.0678 0.0686 0.0692 0.0703

Таблиця 2. Значення скорельованої ефективної маси

електронiв.

Зi збiльшенням номера одновимiрної зони (N) ско-
рельована ефективна маса квазiчастинки дещо зрос-
тає, оскiльки при цьому зменшується “ефективна ви-
сота” потенцiяльного бар’єра i квазiчастинка все бiль-
ше проникає в GaAs, де її ефективна маса бiльша, нiж
у AlxGa1−xAs.

Усi зони резонансних енерґiй квазiчастинок
(Ee

nm(k)) характеризуються максимальним значен-
ням поздовжнього квазiiмпульсу k̄e

nm. Значення k̄e
nm

визначаються з рiвняння

Ee
nm(k̄) = Ue +

~
2
(

k̄`
nm

)2

2µe
1

, (30)

причому, очевидно, що нижчим квазiстацiонарним
рiвням вiдповiдають бiльшi значення k̄e

nm. Зi збiль-
шенням концентрацiї x зростає висота потенцiяльного
бар’єра U e, тому, як видно з (30), зростає максималь-
не значення квазiiмпульсу електронiв.

Важливою особливiстю резонансного спектра ква-
зiчастинки у вiдкритому БЦКД є те, що тривалiсть
життя (τe,h

nm) квазiчастинки в станi (nm) швидко змен-
шується зi збiльшенням поздовжнього квазiiмпуль-
су. Наприклад, як видно з рис. 18, тривалiсть жит-
тя електрона в станi |10〉 при k = 0.25 на два порядки
менша, нiж при k = 0. Фiзично це зрозумiло, оскiльки
зi збiльшенням k зменшується “ефективна висота” по-
тенцiяльного бар’єра i квазiчастинка з бiльшою ймо-
вiрнiстю проникає в забар’єрний простiр БЦКД. Iз
цiєї ж причини рiзко зменшується тривалiсть життя
квазiчастинок зi збiльшенням енерґiй квазiстацiонар-
них станiв. Такi особливостi резонансних спектрiв, як
видно з рис. 18, яскравiше проявляються при бiльших
значеннях концентрацiї x, оскiльки їм вiдповiдають
бiльшi значення висоти потенцiяльних бар’єрiв.

У зв’язку зi зазначеною особливiстю вiдкритого
БЦКД такi наносистеми можна використовувати як
сепаратори квазiчастинок за квазiiмпульсами, тобто
вiдсiювати (крiзь бар’єр) швидкi i пропускати повiль-
нi квазiчастинки, якi рухаються у внутрiшньому ци-
лiндрi — ямi.

На рис. 19 наведено результати розрахунку залеж-
ностей енерґiй Ee

nm та тривалости життя τ e
nm елект-

рона вiд товщини матерiялу-бар’єра при k = 0.
З рисунка видно, що зi збiльшенням товщини бар’є-

ра тривалiсть життя електрона експоненцiйно збiль-
шується в усiх станах. У резонансних квазiстацiонар-
них станах з енерґiєю, близькою до висоти потенцiя-
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льного бар’єра, помiтно, що ця залежнiсть стає дещо
слабшою вiд експоненцiйної. При фiксованiй товщи-
нi бар’єра тривалiсть життя тим бiльша, чим менша
енерґiя вiдповiдного стану. Це зрозумiло з фiзичних
мiркувань, оскiльки зменшення енерґiї квазiчастинки

в певному станi еквiвалентне збiльшенню “ефективної
потужности бар’єра”, що перешкоджає її проникнен-
ню крiзь бар’єр, а отже, збiльшує тривалiсть життя у
квантовiй ямi.
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Рис. 19. Схеми положень резонансних енерґетичних рiвнiв Ee

nm та залежности тривалости життя τ e

nm вiд товщини
бар’єра ∆1 при nGaAS = 15, x = 0.2 та x = 0.4.

III. ВИСНОВКИ

Загальнi висновки такi. Модель ефективних мас i
прямокутних потенцiялiв задовiльно описує спектри
електронiв, дiрок i екситонiв як у закритих, так i у
вiдкритих БСКТ та БЦКД. Отриманi хвильовi фун-
кцiї квазiчастинок у закритих наносистемах є повни-
ми й тому придатними для побудови теорiї взаємодiї
цих квазiчасток iз фононним i фотонним полем. Що

ж стосується вiдкритих наноситем, то використання
S-матричного методу добре визначає резонанснi енер-
ґiї та тривалiсть життя у квазiстацiонарних станах
електрона й дiрки, але цю теорiю не можна безпо-
середньо застосувати до вивчення квазiстацiонарних
станiв екситонiв, а надто для вивчення взаємодiї цих
квазiчастинок iз фононним полем у наногетеросисте-
мах. Остання задача є актуальною, i дослiдження в
цьому напрямку лише розпочинаються.
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QUASIPARTICLES SPECTRA IN MULTISHELL SEMICONDUCTOR

NANOHETEROSYSTEMS
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A general overview of the papers about the theory of quasiparicles spectra (electrons, holes, excitons) in
the semiconductor closed and opened nanoheterosystems (spherical quantum dots, cylindrical quantum wires) is
performed. The investigations are performed within the effective mass approximation and in the framework of
rectangular potentials method. The latter are rather simple and they give a good correlation with the experimental
data and are convenient for the study of interaction between quasiparticles and phonons in nanoheterosystems
where other more detailed models have some mathematical problems.

In the paper the properties of the electron, hole and exciton spectra in complicated spherical quantum dots
and cylindrical quantum wires are analyzed in detail. The physical reasons for the similarities and differences of
quasiparticles spectra in closed and opened nanoheterosystems are established.
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