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У межах методу скороченого опису Боголюбова дослiджено просторово-неоднорiднi стани
частинок, що слабко взаємодiють iз гiдродинамiчним середовищем. Показано, що така сис-
тема може перебувати на кiнетичному та гiдродинамiчному етапах еволюцiї. На кiнетичному
етапi частинки описуються одночастинковою функцiєю розподiлу, а середовище — п’ятьма
гiдродинамiчними параметрами. Отримано систему зв’язаних рiвнянь руху для параметрiв
скороченого опису. Розглянуто перехiд вiд кiнетичного до гiдродинамiчного етапу еволюцiї
системи. Параметрами скороченого опису вибрано п’ять гiдродинамiчних параметрiв середо-
вища та густина частинок. Одержано рiвняння руху системи на гiдродинамiчному етапi ево-
люцiї системи. Вони можуть, зокрема, описувати нейтрони, що поширюються в середовищi
без розмноження та захвату.
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I. ВСТУП

Пiдґрунтям методу скороченого опису системи ба-
гатьох частинок є твердження, що кожна система, за-
лишена самiй собi (тобто без зовнiшнього збуджую-
чого впливу), приходить до стану статистичної рiв-
новаги. Статистичний опис граничного рiвноважного
стану, як вiдомо, значно простiший, нiж опис тих про-
цесiв, унаслiдок яких досягається цей стан. Справдi,
стан статистичної рiвноваги описується унiверсаль-
ним рiвноважним розподiлом Ґiббса. Тому можна пе-
редбачати, що пiд час еволюцiї системи до стану рiв-
новаги опис системи має поступово спрощуватися. Це
означає, що з плином часу протягом еволюцiї має
спрощуватися вираз для ймовiрности стану. Такi мiр-
кування й лягли в основу iдеї М. М. Боголюбова про
iєрархiю часiв релаксацiї системи. Iдея полягає саме
в тому, що на рiзних етапах еволюцiї фiзичної сис-
теми вираз для ймовiрности стану має рiзну струк-
туру, причому ця структура згодом спрощується. З
погляду математичних формулювань, це означає, що
ймовiрнiсть стану на рiзних етапах еволюцiї визнача-
ється обмеженим числом функцiй, тобто ймовiрнiсть
є функцiоналом вiд деяких функцiй (параметрiв ско-
роченого опису), для яких, згiдно з певними правила-
ми, виписуються рiвняння руху, або рiвняння еволю-
цiї системи. Ця iдея покладена в основу методу скоро-
ченого опису, засади якого сформулював М. М. Бого-
любов [1]. Узагальнення та подальший розвиток поло-
жень методу скороченого опису для квантових систем
багатьох частинок наведено в монографiї [2].

Використання методу скороченого опису дало по-
слiдовний мiкроскопiчний пiдхiд до виведення кiне-
тичних рiвнянь (опису системи на кiнетичному ета-
пi її еволюцiї) й одержання рiвнянь гiдродинамiки

(опису еволюцiї системи на гiдродинамiчному її ета-
пi). Однак, не зважаючи на досить уже тривалу iсто-
рiю дослiджень незворотних процесiв у межах методу
скороченого опису, залишаються аспекти, що потре-
бують подальшого прояснення. Насамперед це сто-
сується розвитку послiдовного мiкроскопiчного пiд-
ходу до опису кiнетики та гiдродинамiки частинок,
що взаємодiють iз середовищем. Початок таким до-
слiдженням закладено в [2] (див. також [3]), де от-
римано у просторово-однорiдному випадку кiнетичнi
рiвняння для частинок, що слабко взаємодiють iз гiд-
родинамiчним середовищем. У цiй статтi ми наведе-
мо результати, пов’язанi з узагальненням пiдходу [2]
на опис просторово-неоднорiдних станiв системи час-
тинок, що взаємодiють iз гiдродинамiчним середови-
щем. Як один iз конкретних прикладiв такої системи
можна розглядати повiльнi нейтрони в гiдродинамiч-
ному середовищi.

II. ЗАСАДИ МЕТОДУ СКОРОЧЕНОГО
ОПИСУ В КIНЕТИЦI ЧАСТИНОК,

ЩО СЛАБКО ВЗАЄМОДIЮТЬ
IЗ ГIДРОДИНАМIЧНИМ СЕРЕДОВИЩЕМ

У квантовiй статистичнiй механiцi ймовiрнiсть ста-
ну системи в довiльний промiжок часу t описується
нерiвноважним статистичним оператором ρ, що задо-
вольняє рiвняння Лiувiлля

∂ρ(t)
∂t

= −i[H, ρ(t)], (1)

де H — гамiльтонiян системи. Вiдповiдно до методу
скороченого опису, як уже зазначалось, статистичний
оператор ρ (t) на рiзних етапах еволюцiї системи стає
функцiоналом рiзних параметрiв скороченого опису
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системи. А саме, на кiнетичному етапi еволюцiї систе-
ми нерiвноважний статистичний оператор ρ (t) можна
розглядати як функцiонал одночастинкової функцiї
розподiлу, на гiдродинамiчному етапi еволюцiї — як
функцiонал набору гiдродинамiчних параметрiв, на-
приклад, густини частинок, температури та середньої
швидкости. Однак у двокомпонентнiй системi при де-
яких умовах одна компонента може перебувати на кi-
нетичному етапi еволюцiї й описуватись одночастин-
ковою функцiєю розподiлу, а друга — на гiдродина-
мiчному етапi еволюцiї й описуватись набором гiдро-
динамiчних параметрiв, таких, як зазначено вище. Як
побачимо далi, можливiсть саме такої ситуацiї слiд
ураховувати, описуючи еволюцiю системи, що скла-
дається iз сильно взаємодiючих частинок одного сор-
ту (гiдродинамiчного середовища) та не взаємодiючих
через малу їх кiлькiсть частинок другого сорту, якi,
однак, слабко взаємодiють iз середовищем. Розв’язок
у випадку замкнутої системи рiвняння (1).

ρ (t) = e−iHtρeiHt, (2)

де ρ — статистичний оператор початкового стану,
згiдно з методом скороченого опису, має задовольня-
ти двi фундаментальнi умови (див. у зв’язку з цим [2])
— принцип просторового послаблення кореляцiй та
ергодичне спiввiдношення. Принцип просторового по-
слаблення кореляцiй вiдображає спрощення структу-
ри середнiх зi статистичним оператором ρ (t) добутку
квазiлокальних операторiв a (x) та b (y) [2] при розсу-
ваннi їх арґументiв:

Sp ρ (t) a (x) b (y) →
|x−y|�rc

Sp ρ (t) a (x) Sp ρ (t) b (y) , (3)

де rc — радiус кореляцiй для стану ρ (t). Ергодич-
не спiввiдношення описує асимптотику статистичного
оператора (i, вiдповiдно, середнiх iз цим статистич-
ним оператором) при великих часах:

ρ (t) = e−iHtρeiHt →
t→∞

w, (4)

де w — рiвноважний статистичний оператор Ґiббса.
Фiзичний змiст спiввiдношення (4) полягає в тому, що
при великих часах система переходить до стану ста-
тистичної рiвноваги, який описується рiвноважним
статистичним оператором Ґiббса w.

Система, що розглядається, складається iз двох
пiдсистем — пiдсистеми середовища та пiдсистеми

частинок, що з цим середовищем взаємодiють. Пов-
ний гамiльтонiян такої системи запишемо у виглядi

H = H0 + V̂ , H0 = Hm +Hp, (5)

де H0 описує пiдсистеми середовища та частинок, якi
мiж собою не взаємодiють, а оператор V̂ — взаємо-
дiю пiдсистем. Гамiльтонiян Hm описує пiдсистему
середовища, а оператор Hp — пiдсистему частинок.
Ми будемо вважати, що густина частинок, якi взає-
модiють iз середовищем, мала, а тому взаємодiєю цих
частинок мiж собою можна знехтувати. Iз цiєї при-
чини оператор Hp повинен мати структуру гамiль-
тонiяна вiльних частинок. На вiдмiну вiд цього бу-
демо вважати, що гамiльтонiян Hm мiстить досить
сильну взаємодiю мiж частинками середовища, яка
приводить до швидкої релаксацiї цiєї пiдсистеми до
локально-рiвноважного стану. Взаємодiю мiж пiдсис-
темами вважатимемо слабкою порiвняно iз взаємо-
дiєю мiж частинками середовища. За таких обста-
вин час релаксацiї в системi, пов’язаний зi взаємодi-
єю частинок середовища, має бути набагато меншим
вiд часу релаксацiї τ0, пов’язаного зi взаємодiєю мiж
частинками пiдсистем. Таким чином, за встановлення
рiвноважного стану в системi вiдповiдає саме слабка
взаємодiя мiж пiдсистемами. Тодi, згiдно з основними
засадами методу скороченого опису [2], можна вважа-
ти, що при часах t � τ0 за параметри скороченого
опису системи можна взяти густини адитивних iнте-
ґралiв руху, якi описуємо нижче.

Гiдродинамiчне середовище, як вiдомо, може ха-
рактеризуватися п’ятьма адитивними iнтеґралами
руху щодо гамiльтонiянаHm — масою, енерґiєю та iм-
пульсом (див., наприклад, [2]). Iз цiєї причини нерiв-
новажний стан гiдродинамiчного середовища ми бу-
демо описувати набором величин ζα(x), α = 0, i, 4,
причому ζ0 (x) ≡ ε (x) — густина енерґiї середовища,
ζi (x) ≡ πi (x) — густина iмпульсу та ζ4 (x) ≡ ρ(m)(x)
— густина маси середовища. Густинам ζα (x) вiдпо-
вiдають оператори густин гiдродинамiчних величин
ζ̂α(x), α = 0, i, 4, де ζ̂0 (x) ≡ ε̂ (x) — оператор густи-
ни енерґiї середовища, ζ̂i (x) ≡ π̂i (x) — оператор гус-
тини iмпульсу та ζ̂4 (x) ≡ ρ̂(m)(x) — оператор густини
маси середовища. У термiнах операторiв народжен-
ня ϕ̂+ (x) та знищення ϕ̂ (x) частинок середовища цi
оператори мають вигляд [2]

ε̂(x) =
1

2mm
∇ϕ̂+ (x)∇ϕ̂ (x) +

1
2

∫
d3RVm (R) ϕ̂+ (x + R) ϕ̂+ (x) ϕ̂ (x) ϕ̂ (x + R), (6)

π̂i(x) =
i

2
(
ϕ̂ (x)∇iϕ̂

+ (x)− ϕ̂+ (x)∇iϕ̂ (x)
)
,

ρ̂(m)(x) = mmϕ̂
+ (x) ϕ̂ (x) .

Тут mm — маса частинок середовища, а Vm (R) —
потенцiял парної взаємодiї мiж частинками середови-
ща. Оператори повної маси M̂ (m), P̂ (m)

i iмпульсу Hm

й енерґiї (гамiльтонiян) середовища визначаються ви-
разами:
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Hm =
∫
d3x ε̂(x), P̂

(m)
i =

∫
d3x π̂i(x), (7)

M̂ (m) =
∫
d3x ρ̂(m)(x).

Оскiльки, як легко впевнитись, оператори (7) кому-
тують мiж собою, то оператори ζ̂α (x) (див. (6)) ми
будемо також називати операторами густин адитив-
них iнтеґралiв руху. Оператори похiдних за часом вiд
густин адитивних iнтеґралiв руху в шрединґерiвськiм

зображеннi можуть бути записанi так [2]:

˙̂
ζα (x) = i[Hm, ζ̂α (x)] = −∂ζ̂αk (x)

∂xk
, (8)

де величини ζ̂αk (x) є операторами густин потокiв ади-
тивних iнтеґралiв руху, якi, згiдно з [2], можуть бути
вираженi в термiнах операторiв густин гiдродинамiч-
них параметрiв

ζ̂0k (x) ≡ ĵ
(m)
k (x) = π̂k(x) = i

∫
d3x′x′k

∫ 1

0

dξ
[
ε̂ (x− (1− ξ)x′) , ρ̂(m) (x + ξx′)

]
, (9)

ζ̂kl (x) ≡ t̂kl (x) = −ε̂ (x) δkl + i

∫
d3x′x′k

∫ 1

0

dξ [ε̂ (x− (1− ξ)x′) , π̂k (x + ξx′)] , (10)

ζ̂0k (x) ≡ q̂k (x) =
i

2

∫
d3x′x′k

∫ 1

0

dξ [ε̂ (x− (1− ξ)x′) , ε̂ (x + ξx′)] . (11)

Частинки, що взаємодiють iз середовищем, як ми
вже зазначали вище, можуть перебувати на кiнетич-
ному етапi еволюцiї, де їх стан природно описувати
одночастинковою функцiєю розподiлу f (x,p). Iз цi-
єю метою введемо до розгляду оператор вiґнерiвської
функцiї розподiлу f̂p (x) (див. у цьому зв’язку [2], [5]):

f̂p (x) ≡
∫
d3x′e−ipx′

ψ̂+

(
x− x′

2

)
ψ̂

(
x +

x′

2

)
, (12)

де ψ̂+ (x) и ψ̂ (x) — оператори народження та знищен-
ня частинок, що взаємодiють iз середовищем. Слiд
звернути увагу, що далi оператори народження й зни-
щення частинок середовища ϕ̂+ (x), ϕ̂ (x) та операто-
ри народження й знищення частинок, якi взаємодiють
iз середовищем ψ̂+ (x), ψ̂ (x), ми будемо вважати та-
кими, що комутують мiж собою[

ψ̂+ (x) , ϕ̂+ (x)
]

=
[
ψ̂ (x) , ϕ̂+ (x)

]
= 0, (13)[

ψ̂ (x) , ϕ̂ (x)
]

=
[
ψ̂+ (x) , ϕ̂ (x)

]
= 0. (14)

Гамiльтонiян вiльних (не взаємодiючих iз середо-
вищем) частинок у термiнах операторiв народження
ψ̂+ (x) та знищення ψ̂ (x) має вигляд

Hp =
1

2m

∫
d3x∇ψ̂+ (x)∇ψ̂ (x), (15)

де m — маса частинки. Легко впевнитись у справед-
ливостi спiввiдношення

i

[∫
d3x f̂p (x),H(p)

]
= 0, (16)

яке далi дасть змогу розглядати оператор вiґнерiв-
ської функцiї розподiлу f̂p (x) як оператор густини
адитивного iнтеґрала руху для пiдсистеми частинок.

Вiдповiдно до цього, оскiльки з явного вигляду (15)
гамiльтонiяна вiльних частинокHp та визначення вiґ-
нерiвської функцiї розподiлу (12) випливає рiвнiсть

i
[
Hp, f̂p (x)

]
= −pk

m

∂

∂xk
f̂p (x) , (17)

величину

f̂p k (x) ≡ pk

m
f̂p (x) (18)

можна розглядати як оператор густини потоку вiґне-
рiвської функцiї розподiлу.

Для спрощення й формалiзацiї подальших обчис-
лень для операторiв густин адитивних iнтеґралiв ру-
ху середовища ζα (x) , α = 0, i, 4 та оператора вiґне-
рiвської функцiї розподiлу f̂p (x) (див. (12)) уведемо
об’єднувальнi позначення ζ̂A (x), де iндекс “A” прий-
має значення α, p, A = {α,p}, тобто

ζ̂A (x) |A=α = ζ̂α (x) , (19)

ζ̂A (x) |A=p = f̂p (x) .

Аналогiчно для операторiв густин потокiв цих вели-
чин також уведемо позначення ζ̂Ak (x) (див. (9), (17),
(18)

ζ̂Ak (x) |A=p = f̂p,k (x) ≡ pk

m
f̂p (x) , (20)

ζ̂Ak (x) |A=α = ζ̂αk (x) ,

У термiнах уведених означень рiвноважний статис-
тичний оператор Ґiббса w для системи, що розгляда-
ється, можна записати так:

w (Y ) = exp {Ω− YAγ̂A} , (21)

де γ̂A — оператори адитивних iнтеґралiв руху

76



МЕТОД СКОРОЧЕНОГО ОПИСУ В ДИНАМIЧНIЙ ТЕОРIЇ ЧАСТИНОК, ЩО СЛАБКО ВЗАЄМОДIЮТЬ. . .

γ̂A =
∫
d3x ζ̂A (x) (22)

щодо гамiльтонiяна H0 (див. (5))

[H0, γ̂A] = 0. (23)

Залежнiсть термодинамiчного потенцiялу Ω в (21) вiд
узагальнених термодинамiчних сил YA даємо умовою
нормування

Spw (Y ) = 1, (24)

а самi термодинамiчнi сили YA визначаємо адитивни-
ми iнтеґралами руху γA через спiввiдношення

Spw (Y ) γ̂A = γA. (25)

Наведенi вирази мають усi необхiднi данi для засто-
сування методу скороченого опису до вивчення ево-
люцiї частинок, що взаємодiють iз гiдродинамiчним
середовищем. Вiдповiдно до основних положень ме-
тоду скороченого опису статистичний оператор ρ (t),
що описує систему, на етапi еволюцiї, який виникає
при часах, набагато бiльших вiд часу τ0 (пов’язано-
го зi взаємодiєю мiж пiдсистемами, див. вище), буде

функцiонально залежати вiд параметрiв скороченого
опису — густин ζA (x):

ρ (t) = e−iHtρeiHt →
t�τ0

σ (ζ (x′, t; ρ)) . (26)

Звернiмо увагу, що, згiдно з (26), пам’ять про почат-
ковий стан системи (статистичний оператор ρ) мiсти-
ться лише в параметрах скороченого опису ζA (x, t; ρ),
функцiоналом яких є статистичний оператор σ. Опе-
ратор σ ми будемо називати огрубленим статистич-
ним оператором. Огрублений статистичний оператор
σ, за означенням величин, має задовольняти спiввiд-
ношення

ζA (x) ≡ Spσ (ζ) ζ̂A (x) . (27)

Щоб одержати рiвняння руху для параметрiв ско-
роченого опису ζA (x, t), необхiдно вивести рiвняння
еволюцiї для огрубленого статистичного оператора
σ (ζ (x′, t; ρ)). Для цього досить використати загаль-
ну процедуру, детально описану в [2]. Тому ми не бу-
демо викладати матерiял, пов’язаний з отриманням
рiвняння еволюцiї, а наведемо лиш кiнцевий резуль-
тат. Згадане рiвняння еволюцiї в термiнах уведених
параметрiв скороченого опису має вигляд

σ (ζ (x′)) = w (Y (x′))− i

∫ 0

−∞
dτ eiH0τ

{
[H0, w (Y (x′))] +

[
V̂ , σ (ζ (x′))

]
(28)

+
∫
d3x

δσ (ζ (x′))
δζA (x)

Spσ
[
V̂ , ζ̂A (x)

]
− i

∫
d3x

δσ (ζ (x′))
δζA (x)

∂

∂xk
Spσζ̂Ak (x)

}
e−iH0τ ,

де локально-рiвноважний розподiл Ґiббса w (Y (x′)) дається виразом

w (Y (x′)) = exp
{

Ω (Y (x′))−
∫
d3x′YA (x′) ζ̂A (x′)

}
. (29)

Зазначимо, що якщо у виразi (29) покласти YA (x) =
YA = const, то ми прийдемо до формули (21) для
рiвноважного статистичного розподiлу Ґiббса w (YA).
Остання обставина, зважаючи на те, що [H0, w (YA)] =
0, дасть змогу нам потiм при розв’язку рiвняння (28)
використовувати теорiю збурень за малими ґрадiєн-
тами параметрiв скороченого опису ζA (x). Щобiльше
це рiвняння годиться для розвитку теорiї збурень i
за малою взаємодiєю V̂ (див. (5)). Рiвняння руху для
параметров скороченого опису є таким:

ζ̇A (x) = iSpσ (ζ (x′))
[
V̂ , ζ̂A (x)

]
(30)

− ∂

∂xk
Spσ (ζ (x′)) ζ̂Ak (x) .

Вiдзнаичмо, що досi ми не конкретизували струк-
тури гамiльтонiяна взаємодiї. Надалi ми будемо вва-
жати, що гамiльтонiян взаємодiї двох пiдсистем має
таку структуру:

V̂ =
∑
p1,p2

Ĵ (p1,p2) a+
p1
ap2

, (31)

де Ĵ (p1,p2) — деякий оператор, побудований iз опе-
раторiв, що належать до середовища, а a+

p1
та ap2 —

оператори народження та знищення в iмпульсному
просторi частинок, що взаємодiють iз середовищем,
якi визначаються формулами

ψ̂ (x) = V− 1
2

∑
p

ape
ipx, (32)

ψ̂+ (x) = V− 1
2

∑
p

a+
p e

−ipx.

Явний вигляд оператора Ĵ (p1,p2) конкретизувати
не будемо, вiдзначимо лиш, що з вимоги ермiтовости
V̂ випливає справедливiсть спiввiдношення

Ĵ + (p1,p2) = Ĵ (p2,p1) . (33)
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III. ТЕОРIЯ ЗБУРЕНЬ ДЛЯ ОГРУБЛЕНОГО
СТАТИСТИЧНОГО ОПЕРАТОРА

Iнтеґральне рiвняння (28) разом iз рiвнянням (30)
формально визначає закон еволюцiї системи, що ви-
вчається, при часах t � τ0. Для розв’язку цього рiв-
няння й отримання рiвнянь руху для параметрiв ско-
роченого опису ζA (x) застосуймо апарат теорiї збу-
рень. Будемо вважати, що характернi розмiри прос-
торових неоднорiдностей системи, що вивчається, на-
багато бiльшi вiд довжини вiльного пробiгу частинок
обох пiдсистем. Через цю причину теорiю збурень бу-
демо будувати за малими просторовими ґрадiєнтами
параметрiв скороченого опису та малою взаємодiєю V̂
частинок iз гiдродинамiчним середовищем.

Зазначимо, що для операторiв народження та зни-
щення частинок середовища ϕ̂+ (x), ϕ̂ (x) та части-
нок, що взаємодiють iз середовищем ψ̂+ (x), ψ̂ (x),
справедливi трансляцiйнi спiввiдношення

e−iP̂xϕ̂ (x′) eiP̂x = ϕ̂ (x′ + x) , (34)

e−iP̂xψ̂ (x′) eiP̂x = ψ̂ (x′ + x) ,

e−iP̂xϕ̂+ (x′) eiP̂x = ϕ̂+ (x′ + x) ,

e−iP̂xψ̂+ (x′) eiP̂x = ψ̂+ (x′ + x) ,

де оператор просторових трансляцiй P̂ є оператором
повного iмпульсу системи, який визначається виразом

P̂i =
∫
d3x π̂i(x) +

∑
p

pia
+
p ap. (35)

Перший доданок у (35) є сумарним iмпульсом части-
нок середовища, див. (6), (7), другий — дає сумар-
ний iмпульс частинок, що взаємодiють iз середови-
щем. Легко впевнитись, виходячи з визначень (19),
(20), що спiввiдношення, аналогiчнi до (34), справед-
ливi також для операторiв адитивних iнтеґралiв руху
ζ̂A (x) та їх потокiв ζ̂Ak (x)

e−iP̂xζ̂A (x) eiP̂x = ζ̂A (x′ + x) , (36)

e−iP̂xζ̂Ak (x) eiP̂x = ζ̂Ak (x′ + x) .

Унаслiдок цього маємо рiвнiсть

eiP̂xw (Y (x′)) e−iP̂x = w (Y (x + x′)) , (37)

з урахуванням якої з рiвняння (28) випливає, що

eiP̂xσ (ζ (x′)) e−iP̂x = σ (ζ (x + x′)) . (38)

Тодi при обчисленнi середнього вiд будь-
якого трансляцiйно-iнварiянтного оператора a (x)
(тобто оператора, який задовольняє рiвняння

i
∂a (x)
∂xk

=
[
P̂k, a (x)

]
), маємо спiввiдношення:

Spσ (ζ (x′)) a (x) = Spσ (ζ (x + x′)) a (0) . (39)

до якого входить оператор a (x) у точцi x = 0. Через
малiсть просторових ґрадiєнтiв параметрiв середови-
ща при обчисленнi середнього (39) суттєвими будуть

значення ζ (x + x′) тiльки при x′ ≈ 0. Остання обста-
вина дозволяє скористатися розкладенням

ζ (x + x′) = ζ (x) + x′k
∂ζ (x)
∂xk

+ . . . (40)

при побудовi теорiї збурень для статистичного опе-
ратора σ за малими просторовими ґрадiєнтами пара-
метрiв скороченого опису ζA (x)

σ (ζ (x + x′)) = σ(0) (x) + σ(1) (x) . . . , (41)

σ(0) (x) = σ (ζ (x′))|ζ(x′)=ζ(x) ,

σ(1) (x) =
∂ζA (x)
∂xk

∫
d3x′x′k

δσ (ζ (x′))
δζA (x′)

∣∣∣∣
ζ(x′)=ζ(x)

.

Згiдно з рiвнянням (27) маємо спiввiдношення
Spσ (ζ (x + x′)) ζ̂A (0) = ζA (x), звiдки

Spσ(k) (ζ (x + x′)) ζ̂A (0) = ζA (x) δk0, (42)

де k дорiвнює k = 0, 1.
Для знаходження операторiв σ(0) (x), σ(1) (x) опе-

ратор w (див. (7), (37)) має бути розкладений у ряд
за степенями ґрадiєнтiв величин YA (x):

w (Y (x + x′)) = w(0) (x) + w(1) (x) + . . . , (43)

де оператори w(0) (x) та w(1) (x) даються виразами

w(0) (x) = exp {Ω (x)− YA (x) γ̂A} , (44)

w(1) (x) = −∂YA (x)
∂xk

w(0) (x) (45)

×
∫ 1

0

dλ

∫
d3x′x′

k

(
ζ̂A (x′, λ)−

〈
ζ̂A

〉)
,

у яких ми ввели позначення

a (x′, λ) = w(0)−λa (x′)w(0)λ, (46)

〈. . .〉 = Spw(0) . . . .

Використовуючи властивостi (20), (23) та принцип
просторового послаблення кореляцiй i визначення
(44), (45), доданок [H0, w (Y (x′))] у (28) з точнiстю
до першого порядку за ґрадiєнтами величин YA (x)
можна записати так:[

H0, w
(1) (x)

]
= i

∂YA (x)
∂xk

w(0) (x) (47)

×
∫ 1

0

dλ

∫
d3x′

(
ζ̂Ak (x′, λ)−

〈
ζ̂Ak

〉)
.

Знайденi вирази (40)–(47) дозволяють знайти розкла-
дення огрубленого статистичного оператора σ за ма-
лими степенями ґрадiєнтiв ζA (x) та малою взаємодi-
єю мiж пiдсистемами V̂ :

σ (x) = σ(0,0) (x) + σ(0,1) (x) + σ(1,0) (x) + . . . . (48)
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Тут i далi для будь-якої величини D, яку обчислюємо
в межах теорiї збурень, уведемо позначення D(n,m),
згiдно з яким величина D(n,m) має n-й порядок теорiї
збурень за ґрадiєнтами величин ζA (x) таm-й порядок
теорiї збурень за взаємодiєю V̂ . Прирiвнюючи у (28)
з урахуванням (41)–(47) величини нульового порядку
за ґрадiєнтами та взаємодiєю, отримаємо

σ(0,0) (x) = w(0) (x) , (49)

де, вiдповiдно до (42), термодинамiчний потенцiял
Ω (x) ≡ Ω (Y (x)) та термодинамiчнi сили YA (x) ма-
ють обчислюватись iз спiввiдношень

Spw(0) (x) = 1, (50)

Spw(0) (x) ζ̂A (0) = ζA (x) .

Зазначимо, що статистичний оператор σ(0,0) (x), згiд-
но з (44), збiгається з рiвноважним розподiлом Ґiбб-
са (21), якщо в останньому замiнити величину YA

на YA (x). Через це статистичний оператор w(0) (x),
що визначається виразом (44), називають локально-
рiвноважним розподiлом Ґiббса.

Процедура подальшого застосування теорiї збурень
багато в чому подiбна до викладеної досить доклад-
но у [2], тому наведемо тут лише вiдповiдi. Зазначи-
мо при цьому, що суттєвим в обчисленнях є викорис-
тання деяких властивостей симетрiї величин, якi ми
ввели вище. А саме, розгляньмо властивостi симетрiї
введених польових операторiв ϕ̂ (x) та ψ̂ (x) (див. (6),

(12), (13)) при перетвореннях просторового вiддзерка-
лення й обернення часу. Якщо ввести дiю унiтарного
оператора просторового вiддзеркалення P на польовi
оператори системи ϕ̂ (x) та ψ̂ (x)

ϕ̂′ (x) = ϕ̂ (−x) = Pϕ̂ (x)P+, (51)

ψ̂′ (x) = ψ̂ (−x) = Pψ̂ (x)P+

i вважати, що дiя оператора обернення часу T на цi
ж польовi оператори визначається виразом:

ϕ̂′ (x) = ϕ̂ (x)∗ = T ϕ̂ (x) T +,

ψ̂′ (x) = ψ̂ (x)∗ = T ψ̂ (x) T +,

то легко впевнитись, що оператори густин адитивних
iнтеґралiв руху ζ̂A (x) та їх потокiв ζ̂Ak (x), а також
самi адитивнi iнтеґрали руху γ̂A (див. (22)) при обер-
неннi часу й просторовому вiддзеркаленнi перетворю-
ються згiдно з формулами [2]:

T P ζ̂A (x) (PT )+ = ζ̂∗A (−x) , (52)

T P γ̂A (T P)−1 = γ̂∗A,

T P ζ̂Ak (x) (PT )+ = ζ̂∗Ak (−x) .

Використання зазначеної теорiї збурень пiсля вiд-
повiдних обчислень дає змогу нам прийти до таких
виразiв для статистичного оператора σ(0,1) (x) у пер-
шому порядку за малою взаємодiєю:

σ(0,1) (x) = −i
∫ 0

−∞
dτ eiH0τ

[
V̂ , w(0) (x)

]
e−iH0τ (53)

та σ(1,0) (x) у першому порядку за малими ґрадiєнтами параметрiв скороченого опису

σ(1,0) (x) = w(0)
m (x)σ(1,0)

p (x) + w(0)
p (x)σ(1,0)

m (x) , (54)

σ(1,0)
p (x) = w(1)

p (x) ,

σ(1,0)
m (x) = w(1)

m (x) +
∂Yα (x)
∂xk

w(0)
m (x)

∫ 0

−∞
dτ

∫ 1

0

dλ

∫
d3x′

{
eiH0τ

(
ζ̂ ′αk (x′, λ)−

〈
ζ̂ ′αk

〉
m

)
e−iH0τ

}
,

де оператори w(1)
m (x) i w(1)

p (x) дано виразами:

w(1)
m (x) = −∂Yα (x)

∂xk
w(0)

m (x)
∫ 1

0

dλ

∫
d3x′x′

k

(
w(0)−λ

m ζ̂α (x′)w(0)λ
m −

〈
ζ̂α

〉
m

)
, (55)

w(1)
p (x) = −∂Yp (x)

∂xk
w(0)

p (x)
∫ 1

0

dλ

∫
d3x′x′

k

(
w(0)−λ

p f̂p (x′)w(0)λ
p −

〈
f̂p

〉
p

)
i введено позначення

〈. . .〉m = Spw(0)
m . . . , 〈. . .〉p = Spw(0)

p . . . , ζ̂ ′αj (x) = ζ̂αj (x)−
∂
〈
ζ̂αj

〉
m

∂ζβ
ζ̂β (x) .
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Для спрощення вiдповiдей (53), (54) ми суттєво ви-
користали (18) та ввели величини

w(0)
p (x) = e{Ωp(x)−Yp(x)γ̂p}, (56)

w(0)
m (x) = e{Ωm(x)−Yα(x)γ̂α},

виходячи з того, що з (44), а також iз спiввiдношень[
ζ̂α (x) , f̂p (x)

]
= 0, [γ̂α, γ̂p] = 0 (див. у цьому зв’язку

(13)) випливає справедливiсть рiвностей

Ω (x) = Ωp (x) + Ωm (x) , (57)
Ω (x) = Ωp (x) + Ωm (x) .

Термодинамiчнi потенцiяли Ωm (x), Ωp (x) i термоди-
намiчнi сили Yp (x), Yα (x) в (58), вiдповiдно до (50),
знаходимо зi спiввiдношень

Spw(0)
m (x) ζ̂α (0) = ζα (x) , (58)

Spw(0)
p (x) f̂p (0) = fp (x) ,

Spw(0)
m (x) = 1, Spw(0)

p (x) = 1.

Зазначимо, що оператор σ(1,0)
p (x) не мiстить операто-

рiв, що стосуються середовища, а оператор σ
(1,0)
m (x)

не мiстить операторiв, що належать до частинок, якi
взаємодiють iз середовищем, причому Spσ(1,0)

m (x) = 0
та Spσ(1,0)

p (x) = 0.
Отриманi вирази (53)–(55) дають змогу нам випи-

сати рiвняння руху для параметрiв скороченого опису
у другому наближеннi теорiї збурень, що ми розвива-
ємо:

∂ζA (x)
∂t

= L
(1,0)
A (x) + L

(0,1)
A (x) (59)

+L(1,1)
A (x) + L

(0,2)
A (x) + L

(2,0)
A (x) ,

L
(1,0)
A (x) = − ∂

∂xk
Spw(0) (x) ζ̂Ak (0) ,

L
(2,0)
A (x) = − ∂

∂xk
Spσ(1,0) (x) ζ̂Ak (0) ,

L
(0,1)
A (x) = iSpw(0) (x)

[
V̂ , ζ̂A (0)

]
,

L
(0,2)
A (x) = iSpσ(0,1) (x)

[
V̂ , ζ̂A (0)

]
,

L
(1,1)
A (x) = iSpσ(1,0) (x)

[
V̂ , ζ̂A (0)

]
− ∂

∂xk
Spσ(0,1) (x) ζ̂Ak (0) .

IV. РIВНЯННЯ РУХУ ДЛЯ ПАРАМЕТРIВ
СКОРОЧЕНОГО ОПИСУ НА КIНЕТИЧНОМУ

ЕТАПI ЕВОЛЮЦIЇ ЧАСТИНОК,
ЩО ВЗАЄМОДIЮТЬ IЗ ГIДРОДИНАМIЧНИМ

СЕРЕДОВИЩЕМ

У цьому роздiлi ми проаналiзуємо вирази (59) i
наведемо ряд обчислень, кiнцевим результатом яких
стане пов’язана система рiвнянь, яка складається з кi-
нетичного для частинок, що взаємодiють iз середови-
щем, та рiвнянь руху для гiдродинамiчних параметрiв
опису середовища.

Вiдзначимо спочатку, що для вiґнерiвської функ-
цiї розподiлу f (p,x), згiдно з формулами (32), (42),
можна отримати вираз

f (p,x) = Spw(0)
p (x) a+

p ap, (60)

звiдки можна знайти явну залежнiсть вiд Yp (x) (для
визначености будемо надалi вважати частинки, що
взаємодiють iз середовищем, фермiєвськими):

f (p,x) =
(
eYp(x) + 1

)−1

. (61)

Перейдiмо тепер до обчислення величин L(i,k)
A (x), ви-

значених виразами (59). Насамперед, використовую-
чи (23), (58), легко впевнитись у тому, що величина
L

(0,1)
A (x) дорiвнює нулевi

L
(0,1)
A (x) = iSpw(0) (x)

[
V̂ , ζ̂A (0)

]
= 0. (62)

Величину L(0,2)
A (x)

L
(0,2)
A (x) =

i

V
Spσ(0,1) (x)

[
V̂ , γ̂A

]
(63)

при A = p з урахуванням (53), (62) можна записати
так:

L(0,2)
p (x) =

∫ 0

−∞
dτ Sp

{
eiH0τ (64)

×
[
V̂ , w(0) (x)

]
e−iH0τ

[
V̂ , a+

p ap

]}
.

Повнiстю повторюючи процедуру, детально наведену
в [2], прийдемо до такого вигляду цiєї величини

L(0,2)
p (x) = 2π

∑
1,2

δ2p (65)

×
{
f1 (x) (1− f2 (x)) I2,1 (ε1 − ε2,x)

−f2 (x) (1− f1 (x)) I1,2 (ε2 − ε1,x)
}
.

Для обчислення L(0,2)
p (x) уведено кореляцiйну функ-

цiю (див. (56), (31)):

I1,2 (τ,x) ≡
〈
Ĵ (2, 1; τ) Ĵ (1, 2)

〉
m

(66)

= Spw(0)
m (x) Ĵ (2, 1; τ) Ĵ (1, 2) ,

де використанi новi позначення

Ĵ (1, 2; τ) = eiHmτ Ĵ (1, 2) e−iHmτ , (67)

V̂ (τ) =
∑
1,2

Ĵ (1, 2; τ) a+
1 a2,

та її спектральну функцiю I1,2 (ω,x):

I1,2 (ω,x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
dτ J1,2 (τ,x) eiωτ . (68)

80



МЕТОД СКОРОЧЕНОГО ОПИСУ В ДИНАМIЧНIЙ ТЕОРIЇ ЧАСТИНОК, ЩО СЛАБКО ВЗАЄМОДIЮТЬ. . .

Якщо розглянути систему операторiв γ̂α (див. (7)), що
комутують мiж собою, де γ̂0 = Hm — енерґiя середо-
вища, γ̂i = P̂

(m)
i — iмпульс, γ̂4 = M̂ (m) — маса середо-

вища, та ввести власнi значення цих операторiв фор-
мулами (γ0)n = E(m)

n , (γi)n =
(
P

(m)
i

)
n
, (γ4)n = M

(m)
n ,

то

I1,2 (τ,x) =
∑
n,m

(
w

(m)
0 (x)

)
n

(69)

×
∣∣∣Ĵm,n (1, 2)

∣∣∣2 eiτ(En−Em),

I1,2 (ω,x) =
∑
n,m

(
w

(m)
0 (x)

)
n

×
∣∣∣Ĵm,n (1, 2)

∣∣∣2 δ (ω + En − Em) ,

звiдки, як легко впевнитись, випливає, що I1,2 (ω,x) >
0.

Ураховуючи далi, що оператор взаємодiї V̂ комутує
з оператором повного iмпульсу системи:[

V, P̂(m) +
∑
p

pa+
p ap

]
= 0, (70)

легко побачити, що матричнi елементи Ĵm,n (1, 2) не
дорiвнюють нулевi тiльки в тому разi, якщо Pn +p1−
Pm−p2 = 0 . Виходячи з цього, з використанням (2),
(69), прийдемо до такої умови симетрiї для величини
I1,2 (ω,x):

I2,1 (−ω,x) = I1,2 (ω,x) e(−Y0(x)ω−Yi(x)(p2−p1)i).

Пiдставляючи (71) до (65), знайдемо кiнцевий вираз
для iнтеґрала зiткнень частинок:

Lp (x) ≡ L(0,2)
p (x) = 2π

∑
1,2

δ2p (71)

×I1,2 (ε2 − ε1,x) {(1− f2 (x)) f1 (x)

×e(−Y0(x)(ε2−ε1)−Yi(x)(p2−p1)i) − f2 (x) (1− f1 (x))} .

Вiдзначимо, що вираз для iнтеґрала зiткнень (71) у
просторово-однорiдному випадку вперше отримано в
[2].

Iз виразу випливає умова рiвноваги мiж пiдсисте-
мами середовища та частинок. Справдi, легко безпо-
середньо впевнитись, що iнтеґрал зiткнень L

(0,2)
p (x)

обертається нулем, L(0,2)
p (x) = 0, якщо функцiя роз-

подiлу f (p,x) у (71) визначається виразом (61), у яко-
му величина Yp (x) має вигляд:

Yp (x) = Y0 (x) εp + Yi (x) pi + c (x) , (72)

де c (x) — довiльна функцiя, яка не залежить вiд P.
Фiзичний сенс цього спiввiдношення полягає в тому,
що частинки перебувають у рiвновазi iз середовищем
тiльки тодi, коли їх температура та середня швид-
кiсть дорiвнюють температурi та середнiй швидкостi
середовища. Зазначимо також, що при довiльнiй фун-
кцiї розподiлу fp (x) у (71) iнтеґрал зiткнень задово-
льняє умову

∑
p

L(0,2)
p = 0, (73)

що є вiддзеркаленням закону збереження числа час-
тинок, що взаємодiють iз середовищем.

Знайдемо тепер величини L
(0,2)
α (x), якi визначаю-

ться виразом (63) при A = α . Оскiльки взаємодiя не
змiнює маси системи, то

[
V̂ , γ̂4

]
= 0. Тому з (63) при

α = 4 маємо:

L
(0,2)
4 (x) = 0. (74)

Iз (70) випливає, що [V, γ̂i] = −
∑
p
pia

+
p ap. Пiдставля-

ючи це спiввiдношення до (63) при α = i, отримаємо:

L
(0,2)
i (x) = −

∑
p

piL
(0,2)
p (x) . (75)

Далi, впевнившись у справедливостi рiвности

Spw(0) (x)
[
V (τ) ,

[
V̂ ,Hm +Hp

]]
(76)

= Spw(0) (x)
[
V̂ , [V (−τ) ,H0]

]
= −iSpw(0) (x)

[
V̂ ,

∂V (−τ)
∂τ

]
,

iз (63), (70) при α = 0 здобудемо:

L
(0,2)
0 (x) = −

∑
p

εpL
(0,2)
p (x) . (77)

Спiввiдношення (74)–(77) можна записати компактнi-
ше:

L(0,2)
α (x) = −

∑
p

χα (p)L(0,2)
p (x) , (78)

якщо ввести до розгляду величини χα(p):

χ0 (p) =
p2

2m
, (79)

χi (p) = pi,

χ4 (p) = m.

Величини L(1,1)
A (x), що мiстяться в (59), ми в рiвнян-

нях руху враховувати не будемо. Можна безпосеред-
ньо впевнитись, що вони дорiвнюють нулевi,

L
(1,1)
A (x) = 0, (80)

якщо величина Ĵ (1, 2) (див. (31), (33)) залежить тiль-
ки вiд оператора густини частинок середовища.

Отримаємо останнi величини в (59). Для частинок,
що взаємодiють iз середовищем, легко прийти до ви-
разiв:

L(1,0)
p (x) = − ∂

∂xk
Spw(0) (x) ζ̂Ak (0) = −pk

m

∂

∂xk
f (p,x) ,

L(2,0)
p (x) = 0. (81)
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Для середовища (A = α) величини L(1,0)
α (x) и L(2,0)

α (x) мають вигляд:

L(1,0)
α (x) = − ∂

∂xk
Sp(m)w(0)

m (x) ζ̂αk (0) = − ∂

∂xk
ζ
(0)
αk (x) , (82)

L(2,0)
α (x) = − ∂

∂xk
Sp(m)σ(1,0)

m (x) ζ̂αk (0) = − ∂

∂xk
ζ
(1)
αk (x) . (83)

Величина L(1,0)
α (x) описує гiдродинамiку iдеальної

рiдини, а величина L(2,0)
α (x) робить внесок до гiдро-

динамiки дисипативних членiв. Вигляд цих величин
є добре вiдомим, а обчислення їх у межах наведеної
теорiї збурень досить докладно наведено в [2]. Через
це подамо тут лише кiнцевi результати.

Потоки ζ
(0)
αk (x) гiдродинамiчних параметрiв опису

середовища в головному наближеннi теорiї збурень є
такими:

ζ
(0)
4k (x) ≡ j

(0)
k (x) = ρ (x)uk (x) , (84)

ζ
(0)
ik (x) ≡ t

(0)
ik (x) = p (x) δik + ρ (x)ui (x)uk (x) ,

ζ
(0)
0k (x) ≡ q

(0)
k (x) = p (x)uk (x) + ε0 (x)uk (x)

+
1
2
ρ (x)u2 (x)uk (x) ,

де β (x) = Y0 (x) = 1/T (x) — величина, обернена
до температури T (x), πk (x) = −Yk (x) ρ (x) /Y0 (x),
а тому величина uk (x) = −Yk (x) /Y0 (x) =
πk (x) /ρ (x) є локальною швидкiстю середовища.
ε0 (x) = Sp(m)w

(0)
m (x) ε̂ (0) — густина енерґiї середови-

ща в системi вiдлiку, в якiй система як цiле перебуває
у станi спокою (густина внутрiшньої енерґiї), i p (x) —
тиск, що визначається формулою

p (x) = Spw(0)
m (x) t̂kl (0) . (85)

Вираз для ζ(1)
αk (x) має вигляд:

ζ
(1)
4k (x) ≡ j

(1)
k (x) = 0, (86)

ζ
(1)
ik (x) ≡ t

(1)
ik (x) = −ζδik

∂ul (x)
∂xl

−η
(
∂ui (x)
∂xk

+
∂uk (x)
∂xi

− 2
3
δik

∂ul (x)
∂xl

)
,

ζ
(1)
0k (x) ≡ q

(1)
k (x) = ui (x) t(1)ik (x) +

κ

β2 (x)
∂β (x)
∂xk

.

Тут η, ζ — коефiцiєнти першої та другої в’язкости, а
κ — коефiцiєнт теплопровiдности. У термiнах кореля-
цiйних функцiй

〈
âb̂
〉

x,t
:〈

âb̂
〉

x,t
= Spw(0)

m (â(x, t)− 〈â〉m)
(
b̂(0)−

〈
b̂
〉

m

)
, (87)

â(x, t) ≡ eiHmτ â(x)e−iHmτ

кiнетичнi коефiцiєнти η, ζ та κ згiдно з [2], можна
записати так (див. (9))

η =
1
2
β

∞∫
−∞

dτ

∫
d3x

〈
t̂12t̂12

〉
x,τ

,

ζ =
1
2
β

∞∫
−∞

dτ

∫
d3x

〈
t̂ik t̂ik

〉
x,τ

, (88)

κ =
β2

2

∞∫
−∞

dτ

∫
d3x 〈q̂′lq̂′l〉x,τ ,

q̂′l (x) = q̂l (x)− ∂ 〈q̂l〉
∂ζα

ζ̂α (x) .

Таким чином, рiвняння руху для дослiджуваної
системи має на цьому етапi еволюцiї такий вигляд:

∂f (p,x)
∂t

+
pk

m

∂f (p,x)
∂xk

= Lp (x) , (89)

∂ζa (x)
∂t

+
∂

∂xk
ζ
(0)
αk (x) +

∂

∂xk
ζ
(1)
αk (x) = Lα (x) , (90)

Lp (x) = 2π
∑
1,2

δ2p

{
f1 (x) (1− f2 (x)) I2,1 (ε1 − ε2,x)

−f2 (x) (1− f1 (x)) I1,2 (ε2 − ε1,x)
}
, (91)

Lα (x) = −
∑
p

χα (p)Lp (x) . (92)

Цi рiвняння з урахуванням формул (66)–(68), (79),
(84)–(88) i є пов’язаною системою рiвнянь, що опи-
сує кiнетику просторово-неоднорiдних станiв части-
нок, якi слабко взаємодiють iз нерiвноважним гiдро-
динамiчним середовищем. Така система рiвнянь має
описувати, наприклад, кiнетику нейтронiв, що розпо-
всюджуються в гiдродинамiчному середовищi без їх
поглинання та розмноження середовищем.

V. ГIДРОДИНАМIЧНИЙ ЕТАП ЕВОЛЮЦIЇ
ПIДСИСТЕМИ ЧАСТИНОК

У цьому роздiлi ми розглянемо кiнцевий етап фор-
мування рiвноважного стану пiдсистем гiдродинамiч-
ного середовища та частинок, що з ним взаємодiють.
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У попередньому роздiлi показано, що iнтеґрал зiтк-
нень L (p) стає нулем, якщо функцiя розподiлу час-
тинок має структуру

f0 (p,x) =
(
e(Y0(x)εp+Yi(x)pi+c(x)) + 1

)−1

, (93)

де c (x) — довiльна числова функцiя, а Y0 (x) та Yi (x)
— термодинамiчнi сили, що належать до середовища.
Тому можна припустити, що кiнетичний етап еволю-
цiї частинок закiнчується формуванням просторово-
неоднорiдного локально рiвноважного стану, коли
частинки описуються функцiєю розподiлу, близькою
до (93):

f (p,x) ≈ f0 (p,x) . (94)

Просторова неоднорiднiсть такого стану може бути
пов’язана як iз неоднорiднiстю середовища, так i з
неоднорiднiстю густини частинок. Його формування
приводить до подальшого спрощення опису системи.
Справдi, у цьому випадку єдиним параметром, що ха-
рактеризує пiдсистему частинок, стає не одночастин-
кова функцiя розподiлу f (p,x), а величина c (x). Да-
лi для зручности проведення викладок ми вiзьмемо за
параметр опису не величину c (x), а пов’язану з нею
густину частинок

n (x) =
∑
p

f (p,x). (95)

Тривалiсть формування локально-рiвноважного
розподiлу τh визначається виключно iнтенсивнiстю
взаємодiї V̂ мiж пiдсистемами й нiяк не пов’язаний з
розмiрами просторових неоднорiдностей системи. То-
му при наявностi досить великих просторових неод-
норiдностей, час релаксацiї яких великий, локально-
рiвноважний стан буде встановлюватись ранiше вiд
повної релаксацiї системи. Етап еволюцiї, що починає-
ться пiсля формування локально-рiвноважного стану,
будемо називати гiдродинамiчним, оскiльки на цьо-
му етапi система описується шiстьма гiдродинамiчни-
ми параметрами — густиною частинок n (x) та п’я-
тьма параметрами середовища ζα (x), α = 1, i, 4. Ми
отримаємо замкнену систему рiвнянь еволюцiї для
цих шести параметрiв, використовуючи основну кон-
цепцiю методу скороченого опису та систему рiвнянь
(4.41). Згiдно з цiєю концепцiєю ми будемо вважа-
ти функцiю розподiлу частинок f (p,x) функцiона-
лом шести параметрiв опису: густини частинок n (x)
та гiдродинамiчних величин ζα (x), α = 1, i, 4, пов’я-
заних iз середовищем. Надалi ми вважатимемо, що
температура системи далека вiд температури виро-
дження пiдсистеми частинок, якi взаємодiють iз сере-
довищем. Це припущення дозволить нам надалi знех-
тувати ефектами статистики частинок i розглядати їх
функцiю розподiлу як больцманiвську:

f (p,x) =
1

eYp(x) + 1
≈ e−Yp(x). (96)

Також завдяки цьому припущенню ми можемо лiяне-
рiзувати iнтеґрал зiткнень у рiвняннi (89). У наступ-
них викладках ми вважатимемо, що:

Lp (x) ≈ Lp (x) = 2π
∑
1,2

δ2p (97)

×{f1 (x) I2,1 (ε1 − ε2,x) − f2 (x) I1,2 (ε2 − ε1,x)} .

Зазначимо, що таке припущення не є принциповим,
однак значно спрощує обчислення. Вiдзначимо та-
кож, що у просторово-однорiдному випадку,

f (p,x) = f0 (p,x)|c(x)=const , (98)

ζα (x) = const,

рiвняння (89) задовольняються автоматично. Цей
факт дає змогу нам будувати теорiю збурень для фун-
кцiї розподiлу f (p,x), що входить до системи рiвнянь
(89), за ґрадiєнтами параметрiв опису n (x) та ζα (x).

Iнтеґруючи кiнетичне рiвняння за iмпульсом, при-
ходимо до спiввiдношення

∂n (x)
∂t

= − 1
m

∂

∂xk

∑
p

pkf (p,x). (99)

Це спiввiдношення будемо суттєво використовувати
розкладаючи функцiї розподiлу частинок у ряд за
ґрадiєнтами гiдродинамiчних параметрiв опису ζα (x)
та n (x):

f (p;n (x) , ζ (x)) = f (0) (p,x) (100)

+f (1) (p,x) + f (2) (p,x) + . . . .

Легко впевнитись, що перший член цього ряду є
локально-рiвноважним розподiлом

f (0) (p,x) = n (x)φ (p;Y (x)) , (101)
φ (p, Y ) = ϑ exp (−Yipi − Y0εp) ,

оскiльки вiн має зануляти iнтеґрал зiткнень
L
(
p, f (0)

)
= 0. Згiдно з визначенням (95) густини

частинок n (x), функцiя φ (x) (див. (101)) повинна за-
довольняти умову нормування

∑
p

φ (p, Y ) = 1, звiдки

випливає, що

ϑ = g−1

(
Y0

2πm

)
exp

(
−mY

2
i

2Y0

)
, (102)

де g =
V

(2πh)3
. Для побудови замкненої схеми роз-

кладення (100) необхiдно виконати умову∑
p

f (i) (p,x) = 0, i = 1, 2, . . . , (103)

згiдно з якою порядки розкладення, вищi за нульо-
вий, не перевизначать густини частинок n (x).

Розкладення функцiї розподiлу за ґрадiєнтами па-
раметрiв опису повинно бути знайдене з кiнетичного
рiвняння, що входить до системи (89). Для першого
порядку такої теорiї збурень маємо рiвняння:
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(
∂f (0)

∂t

)(1)

+
pk

m

∂f (0)

∂xk
= Lp

(
f (1)

)
, (104)

де пiд позначенням
(
∂ . . .

∂t

)(i)

слiд розумiти похiдну

за часом, обчислену до i-го порядку за ґрадiєнтами
параметрiв опису за допомогою кiнетичного рiвнян-
ня та рiвнянь гiдродинамiки з урахуванням формул
(99)–(103). Так, для i = 1 отримуємо(

∂f (0) (p,x)
∂t

)(1)

= φ (p)
(
∂n (x)
∂t

)(1)

(105)

+n (x)
∂φ (p, Y )
∂Yα

∂Yα

∂ζβ

(
∂ζβ
∂t

)(1)

.

Iз рiвнянь гiдродинамiки, якi мiстить система (89),
випливає, що(

∂ζβ
∂t

)(1)

= −
∂ζ

(1)
βk

∂xk
−
∑
p

χβ (p)Lp

(
f (1)

)
. (106)

Легко помiтити, однак, що врахування другого до-
данка в цiй формулi приводить до появи квадратич-
ної за f (1) нелiнiйности в кiнетичному рiвняннi. То-
му ми знехтуємо цим доданком, обчислюючи величи-

ни
(
∂ζβ
∂t

)(1)

, i врахуємо їх при знаходженнi величин(
∂ζβ
∂t

)(2)

, що знадобляться нам при подальшому роз-

витку теорiї збурень.
Виконуючи далi пiдсумовування за iмпульсом у кi-

нетичному рiвняннi (89) з урахуванням формул (94)

та (100), отримаємо такий вираз для
(
∂n (x)
∂t

)(1)

(див. (105)):(
∂n (x)
∂t

)(1)

= − 1
m

∂

∂xk

∑
p

pkf
(0) (p,x), (107)

якому з використанням (94)–(100) легко надати ви-
гляду (

∂n (x)
∂t

)(1)

= −∇ (n (x)u) . (108)

Для надання рiвнянням, що здобуваються, звичної
форми перейдемо в рiвняннях гiдродинамiки вiд гус-
тин адитивних iнтеґралiв руху ζα (x) до нових змiн-
них ξα (x), а саме густини маси ξ4 (x) ≡ ρ (x) = ζ4 (x),
температури ξ0 (x) ≡ T (x) = 1/Y0 (x) та локальної
швидкости ξi (x) ≡ ui (x) = −Yi (x) /Y0 (x).

Попереднi змiннi ζα (x) пов’язанi з новими змiнни-
ми ξα (x) спiввiдношеннями: (див. також [2])

ζ0 (x) = ε (x) = ε0 (x) +
1
2
ρ (x)u2 (x) , (109)

ζi (x) = πi (x) = ρ (x)ui (x) ,
ζ4 (x) = ρ (x) .

Тут ε0 (x) — густина внутрiшньої енерґiї середовища,
яка залежить вiд температури та густини маси сере-
довища: ε0 (x) = ε0 (T (x) , ρ (x)). Величини ζ(0)

αk вира-
жаються в термiнах нових змiнних спiввiдношеннями:

ζ
(0)
0k = p (x)uk (x) + ε (x)uk (x) , (110)

ζ
(0)
ik = p (x) δik + ρ (x)ui (x)uk (x) ,

ζ
(0)
4k = ρ (x)uk (x) .

Згiдно з формулами (109), (110) рiвняння гiдродина-
мiки в бездисипативному наближеннi приймають ви-
гляд: (

∂T

∂t

)(1)

= −uk
∂T

∂xk
−Θ

∂uk

∂xk
, (111)(

∂ui

∂t

)(1)

= −1
ρ

∂p

∂xk
− uk

∂ui

∂xk
,(

∂ρ

∂t

)(1)

= − ∂

∂xk
(ρuk) ,

де введено позначення

Θ =
(
p+ ε0 − ρ

(
∂ε0
∂ρ

)
T

)(
∂ε0
∂T

)−1

ρ

. (112)

Зазначимо, що з термодинамiки можна показати, що

Θ = T

(
∂p

∂T

)
ρ

(ρcv)−1
. (113)

Таким чином, виходячи зi (105) з використанням ви-
разiв (106)–(111), прийдемо до наступного рiвняння
для визначення функцiї f (1)

n
pk

m

∂φ (p)
∂ui

∂ui

∂xk
+ n

∂φ (p)
∂ui

(
∂ui

∂t

)(1)

(114)

+n
pk

m

∂φ (p)
∂T

∂T

∂xk
+ n

∂φ (p)
∂T

(
∂T

∂t

)(1)

+
pk

m
φ (p)

∂n

∂xk
− φ (p)uk

∂n

∂xk

−φ (p)n
∂uk

∂xk
= Lp

(
f (1)

)
,

якому пiсля нескладних, але громiздких обчислень
можна надати форми:

p̃k

m
φ (p̃)

∂n

∂xk
− nφ (p̃)

p̃k

ρT

(
∂p

∂ρ

)
ρ

∂ρ

∂xk
(115)

+nφ (p̃)
{

1
mT

(
p̃ip̃k −

1
3
δikp̃

2

)
+ δik

(
2
3
− Θ
T

)(
p̃2

2mT
− 3

2

)}
∂ui

∂xk

+nφ (p̃)
p̃k

mT

{(
p̃2

2mT
− 3

2

)
− m

ρ

(
∂p

∂T

)
ρ

}
∂T

∂xk
= Lp

(
f (1)

)
,
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для чого ми ввели позначення p̃ ≡ p−mu . Вiдзначи-
мо, що в термiнах цих позначень явний вигляд фун-
кцiї φ (p) (див. (101)–(102)) дається виразом:

φ (p̃) =
g−1

(2πmT )
3
2

exp
(
− p̃2

2mT

)
. (116)

Рiвняння (115) є iнтеґральним рiвнянням для функцiї
f (1) (p,x). Його права частина, пов’язана з функцiєю
f (1) (p,x) iнтеґральним перетворенням, згiдно зi (97)
характеризується єдиним вектором p̃. Лiва частина
(115) є сумою декiлькох доданкiв, кожен iз яких є до-
бутком ґрадiєнта якої-небудь гiдродинамiчної змiнної
та функцiй, що теж визначаються єдиним вектором
p̃. Тому розв’язок цього рiвняння можна шукати у
виглядi

f (1) (p̃,x) = −n
{

2
3
− Θ
T

}
F (p̃)

∂uk

∂xk
(117)

− n

mT
Bik (p̃)

∂ui

∂xk
− 1
m
Ak (p̃)

∂n

∂xk

− n

ρm
Rk (p̃)

∂ρ

∂xk
− n

mT
Gk (p̃)

∂T

∂xk
,

де функцiї Ak (p̃), Bik (p̃), F (p̃), Gk (p̃), Rk (p̃) мають
задовольняти рiвняння

Lp (Rk, ξ) = −φ (p̃)
(
−mp̃k

T

(
∂p

∂ρ

)
T

)
, (118)

Lp (Bik, ξ) = −φ (p̃)
(
p̃ip̃k −

δik
3
p̃2

)
,

Lp (F, ξ) = −φ (p̃)
(

p̃2

2mT
− 3

2

)
,

Lp (Gk, ξ) = −φ (p̃) p̃k (119)

×

((
p̃2

2mT
− 3

2

)
− m

ρ

(
∂p

∂T

)
ρ

)
,

Lp (Ak, ξ) = −φ (p̃) p̃k,

з урахуванням умови (103), тобто
∑

p

f (1) (p,x) = 0.

Зважаючи далi на те, що єдиним вектором у рiв-
няннях (118) є вектор p̃, легко встановити векторну
та тензорну структури величин Ak (p̃), Bik (p̃), F (p̃),
Gk (p̃), Rk (p̃), що входять до (117), (118):

Ak (p̃) = A (p̃) p̃k, F (p̃) = F (p̃) , (120)
Gk (p̃) = G (p̃) p̃k, Rk (p̃) = R (p̃) p̃k,

Bik (p̃) = B (p̃)
(
p̃ip̃k −

1
3
p̃2

)
,

згiдно з якими маємо кiнцевий вираз для функцiї
f (1) (p,x)

f (1) (p̃,x) = −A (p̃)
m

p̃k
∂n

∂xk
− n

(
2
3
− Θ
T

)
(121)

×F (p̃)
∂uk

∂xk
− n

B (p̃)
mT

(
p̃ip̃k −

1
3
p̃2

)
∂ui

∂xk

−nG (p̃)
mT

p̃k
∂T

∂xk
− n

R (p̃)
ρm

p̃k
∂ρ

∂xk
.

Зазначимо також, що з умови (103) випливає обме-
ження на функцiю F (p̃)∑

p

F (p) = 0. (122)

Вираз (121) дає нам змогу отримати внесок у рiв-
няння еволюцiї (99) для густини частинок, що взаємо-
дiють iз середовищем, членiв, квадратичних за ґрадi-
єнтами параметрiв опису(

∂n

∂t

)(2)

= − 1
m

∂

∂xk

∑
p

pkf
(1) (p,x). (123)

Обчислюючи явний вигляд правої частини цього ви-
разу, слiд урахувати властивостi величин (див. (120)),
що характеризують функцiю f (1) (p̃,x):∑

p

p̃jBik (p̃) = 0,
∑
p

p̃jF (p̃) = 0, (124)

∑
p

p̃jGk (p̃) =
δik
3

∑
p̃

p̃2G (p̃),

∑
p

p̃jRk (p̃) =
δik
3

∑
p̃

p̃2R (p̃),

∑
p

p̃jAk (p̃) =
δik
3

∑
p̃

p̃2A (p̃).

Якщо ввести до розгляду такi позначення:

D =
1
3

∑
p̃

(
p̃

m

)2

A (p̃), (125)

DT =
1

3T

∑
p̃

(
p̃

m

)2

G (p̃),

Dρ =
1
3ρ

∑
p̃

(
p̃

m

)2

R (p̃),

то рiвняння еволюцiї (99) для густини частинок iз
точнiстю до другого порядку теорiї збурень за ґра-
дiєнтами параметрiв опису (рiвняння дифузiї) можна
записати так:

∂n (x)
∂t

+∇ (n (x)u) (126)

= ∇ (D∇n+DT∇T +Dρ∇ρ) .

Як легко бачити, коефiцiєнт D описує дифузiйний по-
тiк, викликаний неоднорiднiстю стану самих части-
нок, що взаємодiють iз середовищем, DT характери-
зує термодифузiю, а коефiцiєнт Dρ описує дифузiй-
ний потiк, пов’язаний з неоднорiднiстю густини сере-
довища. Вiдзначимо, що коефiцiєнти D та Dρ, згiдно
зi (120), пов’язанi мiж собою спiввiдношеннями

Dρ =
1
ρ

(
−m
T

(
∂p

∂ρ

)
T

)
D. (127)
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Далi, щоб одержати замкнуту систему рiвнянь руху
для дослiджуваної системи, необхiдно обчислити ве-
личини Lα

(
f (1)

)
= −

∑
p

χα (p)Lp (x)
(
f (1)

)
, що сто-

ять у правiй частинi рiвнянь гiдродинамiки (89) (див.
також (79)). Для цього досить розглянути рiвняння
(115) як перший порядок розкладу Lp (x) за ґрадiєн-
тами гiдродинамiчних змiнних. Помножуючи це рiв-
няння на величини χα (p) й виконуючи пiдсумовуван-
ня за iмпульсом, здобудемо:∑

p

χ4 (p)Lp

(
f (1)

)
= 0, (128)

∑
p

χi (p)Lp

(
f (1)

)
=

∂

∂xi
(nT )− nm

ρ

∂p

∂xi
,

∑
p

χ0 (p)Lp

(
f (1)

)
=

3nT
2

{
2
3
− Θ
T

}
∂uk

∂xk

+ui

∑
p

χi (p)Lp

(
f (1)

)
.

Однак цих виразiв ще недостатньо для того, щоб ви-
писати рiвняння гiдродинамiки середовища також iз
точнiстю до другого порядку за просторовими ґрадi-
єнтами параметрiв опису системи, як це було зробле-
но у рiвняннi (126). Необхiдно знайти ще й величини
Lα

(
f (2)

)
(див. (97), (100)). Вiдбираючи в кiнетичному

рiвняннi (89), вiдповiдно до (100), члени другого по-
рядку за ґрадiєнтами параметрiв опису системи, має-
мо:

Lp

(
f (2)

)
=
(
∂f

∂t

)(2)

+
pk

m

∂

∂xk
f (1) (p,x) ,

де (див. (109)).

(
∂f

∂t

)(2)

= n
∂ϕ

∂ξα

(
∂ξα
∂t

)(2)

+ ϕ

(
∂n

∂t

)(2)

+
(
∂f (1)

∂ξα

)(
∂ξα
∂t

)(1)

(129)

+
(
∂f (1)

∂n

)(
∂n

∂t

)(1)

+
(
∂f (1)

∂∇kξα

)
∇k

(
∂ξα
∂t

)(1)

+
(
∂f (1)

∂∇kn

)
∇k

(
∂n

∂t

)(1)

.

Похiднi
(
∂ξα
∂t

)(2)

обчислюються за допомогою перетворень (109) з використанням виразiв (84), (86). Як зга-

дувалось вище, для обчислення цих величин слiд також використати формули (128), що визначають величини
Lα

(
f (1)

)
. Пiсля знаходження Lα

(
f (2)

)
за тим же рецептом, що й отримання формул (128), ми вже можемо

виписати повну систему рiвнянь руху, що описують еволюцiю дослiджуваної системи на гiдродинамiчному її
етапi. Оскiльки для цього треба провести досить простi по сутi (але громiздкi) обчислення, наведемо тут лише
кiнцевий результат:

∂n

∂t
+∇ (nu) +∇Φ = 0, (130)

∂ρ

∂t
+∇ (ρu) = 0, (131)

∂ui

∂t
+ (u∇)ui +

∇ip

ρ

(
1− mn

ρ

)
+
∇i (nT )

ρ
=

1
ρ

(
1− mn

ρ

)
∇k (ηuik + ζδik∇u)

+
1
ρ
∇k (nηnuik + ζnδik∇u) +

m

ρ

{
ρ
∂Φi

∂ρ
+ n

∂Φi

∂n
+ Θ

∂Φi

∂T
+ Φi

}
∇u

−m
ρ
D

{
∂n

∂xk

∂uk

∂xi
+∇i (n∇u)

}
− mn

ρ
Dρ

{
∂ρ

∂xk

∂uk

∂xi
+∇i (ρ∇u)

}
−mn

ρ
DT

{
∂T

∂xk

∂uk

∂xi
+∇i (Θ∇u)

}
,

∂T

∂t
+ (u∇)T + Θ(∇u)

(
1− 3n

2ρcv

)
+
nT

ρcv
(∇u)

=
1
ρcv

(
1− 3n

2ρcv

){
∇ (κ∇T ) +

η

2

(
∂ui

∂xk
+
∂uk

∂xi

)2

+
(
ζ − 2η

3

)(
∂ul

∂xl

)2
}

+
1
ρcv

∇{κn∇n+ nκT∇T + nκρ∇ρ}+
3
2

(∇u)2
{
ρn
∂ζn
∂ρ

+ Θn
∂ζn
∂T

− 2
3
nζn

}
+

1
ρcv

{
m

ρ
Φ∇p− 3nζn

2

(
∆p
ρ
− ∇p∇ρ

ρ2
+
∂uk

∂xl

∂ul

∂xk

)}
,
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де ми ввели позначення для деяких величин (див. та-
кож (87), (97), (118), (120))

Φ = −D∇n− nDT∇T − nDρ∇ρ, (132)

uik =
∂ui

∂xk
+
∂uk

∂xi
− 2

3
δik

∂ul

∂xl
, (133)

cv =
1
ρ

(
∂ε0
∂T

)
ρ

, (134)

а також знайшли новi кiнетичнi коефiцiєнти, пов’яза-
нi зi взаємодiєю частинок та середовища:

κn =
1
3

∑
p̃

(
p̃

m

)2(
p̃2

2m
− 3T

2

)
A (p̃), (135)

κT =
1

3T

∑
p̃

(
p̃

m

)2(
p̃2

2m
− 3T

2

)
G (p̃),

κρ =
1
3ρ

∑
p̃

(
p̃

m

)2(
p̃2

2m
− 3T

2

)
R (p̃),

ηn =
1
15

∑
p̃

(
p̃

m

)2
p̃2

T
B (p̃), (136)

ζn =
(

2
3
− Θ
T

)
m

3

∑
p̃

(
p̃

m

)2

F (p̃).

Рiвняння (130) i становлять повну систему рiвнянь,
що описують гiдродинамiчний етап еволюцiї части-
нок, якi взаємодiють з гiдродинамiчним середовищем.

VI. АНАЛIЗ РIВНЯНЬ ГIДРОДИНАМIКИ

Передусiм звернiмо увагу на те, що система рiвнянь
(130) мiстить члени, викликанi взаємодiєю частинок i
середовища, яких немає у звичних рiвняннях гiдроди-
намiки i якi пов’язанi з появою нових кiнетичних кое-
фiцiєнтiв. Рiвняння (126) для густини частинок має
структуру рiвняння дифузiї, причому у виразi для
дифузiйного потоку частинок Φ (див. (132)) є три до-
данки. Перший описує дифузiйний потiк, викликаний
ґрадiєнтом густини частинок, другий доданок є дифу-
зiйним потоком, поява якого пов’язана з ґрадiєнтом
температури, а третiй є потоком, викликаним ґрадi-
єнтом густини самого середовища. Зi спiввiдношення
(127) випливає, що для реальних систем коефiцiєнт
Dρ вiд’ємний, Dρ < 0 тобто, частинки “витiсняються”
частинками середовища зi щiльнiших до менш щiль-
них його дiлянок.

Розгляньмо тепер докладнiше рiвняння для швид-
кости середовища. Поява в ньому спiвмножника
(1−mn/ρ) пояснюється тим, що на гiдродинамiчному
етапi еволюцiї середовище рухається разом iз “вморо-
женим” у нього газом частинок як єдине цiле, вiдпо-
вiдно ефективна густина середовища в рiвняннях змi-
нюється на сумарну густину середовища та частинок.

У межах нашої теорiї, коли густина частинок уважа-
ється малою, тобто mn� ρ, цей спiвмножник близь-
кий до одиницi. Останнiй доданок у лiвiй частинi рiв-
няння для швидкости — ∇i (nT ) /ρ — описує внесок
тиску частинок у рух системи. У лiвiй частинi цього
ж рiвняння мiстяться члени, що характеризують ди-
сипативнi процеси, пов’язанi з перенесенням iмпульсу
частинками. Так, поряд зi звичайним дисипативним
членом, що описує дисипацiю енерґiї за рахунок в’яз-
кости рiдини, з’являється такий же за структурою
член, що описує дисипацiю енерґiї за рахунок пере-
несення iмпульсу частинками. Разом з коефiцiєнтами
першої та другої в’язкости середовища η й ζ з’явля-
ються коефiцiєнти першої та другої в’язкости nηn й
nζn, якi пропорцiйнi густинi частинок. Оцiнки спiв-
вiдношень цих величин буде наведено дещо нижче.
Останнi ж чотири доданки в правiй частинi рiвнян-
ня для середньої швидкости середовища виникають у
зв’язку з перенесенням iмпульсу дифузiйним потоком
частинок.

Рiвняння для температури також мiстить новi, по-
рiвняно зi звичним рiвнянням, доданки. Характерним
для таких доданкiв є спiвмножник (1− 3n/ (2ρcv)),
який описує внесок газу частинок до теплоємности.
У межах запропонованої теорiї цей спiвмножник теж
близький до одиницi. Перший доданок у правiй части-
нi рiвняння для температури описує перенесення теп-
ла за рахунок теплопровiдности середовища та його
нагрiвання, викликане в’язкими дисипативними про-
цесами. Другий доданок пов’язаний з перенесенням
тепла частинками з урахуванням як звичайної теп-
лопровiдности, так i перенесення енерґiї дифузiйним
потоком частинок. Останнi доданки описують диси-
пативнi процеси, пов’язанi зi взаємодiєю дифузiйного
потоку частинок з елементом середовища, що рухає-
ться з прискоренням, та процеси, викликанi в’язкiстю
пiдсистеми частинок.

Звернiмось тепер до оцiнки рiзних кiнетичних кое-
фiцiєнтiв та характерних часiв протiкання рiзних ди-
сипативних процесiв. Оцiнюючи коефiцiєнти дифузiї
у τ наближеннi, маємо:

|DT | ∼
1
T

m

mm
D, |Dρ| ∼

1
T

m

mm
D. (137)

Звичайно в системi вiдноснi вiдхилення гiдродинамiч-
них параметрiв вiд їхнього середнього значення неве-
ликi. Наприклад, рiзниця мiж мiнiмальною та мак-
симальною температурою в рiзних частинах системи
набагато менша вiд мiнiмальної температури. Позна-
чмо максимальне вiдхилення густини частинок вiд її
середнього значення в деякий момет часу як δn, мак-
симальне вiдхилення температури вiд її середнього
значення — як δT , максимальне вiдхилення густини
середовища вiд її середнього значення — як δρ. Тодi
легко знайти умови, при яких самодифузiя частинок
є найшвидшим (найбiльш iнтенсивним) iз дифузiйних
процесiв:

δn

n
� m

mm

δT

T
,

δn

n
� m

mm

δρ

ρ
. (138)
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Для легких частинок, коли вiдношення m/mm мале,
така ситуацiя може реалiзовуватися у випадку мало-
сти початкових збурень параметрiв гiдродинамiчного
середовища. У цьому разi нерiвноважний стан пiдсис-
теми частинок описується рiвнянням дифузiї

∂n

∂t
+∇ (nu) = D∆n, (139)

у якому коефiцiєнт дифузiї D визначається рiвноваж-
ними параметрами гiдродинамiчного середовища.

Наведемо тепер оцiнки деяких характерних часiв,
пов’язаних з дисипативними процесами в системi. По-
значмо характернi довжини вiльного пробiгу части-
нок i частинок середовища як bm та bp вiдповiдно
(причому через малу взаємодiю частинок iз середови-
щем маємо bm � bp), а їх середньоквадратичнi швид-
костi як um та up. Лiтерою l позначимо характер-
нi розмiри просторових неоднорiдностей системи. Iз
оцiнки iнтеґрала зiткнень τ — наближенням маємо

Lp (x; f0 (p′,x′) + δf0) ∼ −δf/τh, (140)

τh ∼
bp
up
.

У цiй формулi τh — характерний час переходу систе-
ми до гiдродинамiчного етапу еволюцiї. Тепер ми мо-
жемо знайти характерний час релаксацiї τp за раху-
нок самодифузiї частинок у випадку, коли середовище

майже рiвноважне. Оцiнюючи величини, що входять
до рiвняння, яке описує еволюцiю густини частинок у

системi (130), здобудемо спiввiдношення
δn

τp
∼ D

δn

l2
.

Користуючись рiвняннями (118), (120) та (125), знай-
демо:

τp ∼
l2

D
∼ τh

l2

b2p
∼ l2

τhu2
p

. (141)

З останнього спiввiдношення ми бачимо, що якщо роз-
мiр самої системи бiльший за довжини вiльного пробi-
гу частинок, то в цiй системi реалiзується суттєво гiд-
родинамiчний етап еволюцiї частинок, що може бути
описаний системою рiвнянь (130).

Наведемо також оцiнку внеску частинок у дисипа-
тивнi процеси. Користуючись τ -наближеням та вва-
жаючи срередовище газоподiбним, отримаємо

nηn

η
∼ nκT

κ
∼ nmm

ρ

√
mm

m

bp
bm

. (142)

Остання формула дає змогу нам оцiнити внесок час-
тинок у дисипативнi процеси. Звiдси видно (див.
(130)), що цей внесок може бути суттєвим навiть за
малої кiлькости частинок, тобто коли 1 � mn/ρ.
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A REDUCED DESCRIPTION METHOD IN THE DYNAMIC THEORY
OF PARTICLES INTERACTING WITH MEDIUM

S. O. Nikolayenko1, Yu. V. Slyusarenko2

1Kharkiv National University, Ukraine
2National Science Center “Kharkiv Institute of Physics and Technology”, Kharkiv, Ukraine

e-mail: Slusarenko@kipt.kharkov.ua

In our work we consider spatially inhomogeneous states of particles, weakly interacting with hydrodynam-
ic medium involving Bogolubov’s reduced description method. It has been shown that such a system has both
kinetic and hydrodynamic stages of evolution. On the kinetic stage a one-particle distribution function is a re-
duced description parameter for particles, and, therefore, a medium is described by five hydrodynamic parameters
(density, energy density and velocity). The coupled system of equations of motion for reduced description pa-
rameters is obtained. A transition from the kinetic to hydrodynamic stage of evolution for particles interacting
with the medium has been also studied using a reduced description method. The hydrodynamic parameters of the
medium and the density of particles are chosen as the reduced description parameters. Consequently, a coupled
system of equations, which completely describes the evolution of our system on the hydrodynamic stage, has been
obtained. These equations can describe such systems as neutrons propagating into the hydrodynamic medium
without multiplication and capture.
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