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Сформульовано перенормовану теорiю збурень для опису сильно неiдеальної електрон-
ної рiдини при колективному пiдходi. Далекосяжнi взаємодiї враховано в межах електрон-
плазмонної моделi, а базисною системою є модель, що складається з вiльних електронiв i
невзаємодiючих плазмонiв, чим забезпечується вiдсутнiсть розбiжних дiяґрам теорiї збурень.
Перехiд вiд канонiчної моделi електронної рiдини до електрон-плазмонної моделi здiйснено
за допомогою операторiв переходу. У межах розвинутого пiдходу дослiджено енерґетичнi та
структурнi характеристики моделi електронної рiдини в широкiй дiлянцi параметра неiдеаль-
ности (0 < rs ≤ 30.0).
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I. ВСТУП

Модель електронної рiдини є однiєю з найстарiших
фундаментальних моделей фiзики твердого тiла, а її
дослiдження тривають уже близько 80 рокiв. Упер-
ше модель вироджених нерелятивiстських електронiв
без взаємодiї використав Зоммерфельд для пояснен-
ня провiдности металiв [1], а Фаулер — при спробi
обґрунтування стiйкости вироджених карликiв (див.
[2]). На базi моделi повнiстю виродженого iдеального
релятивiстського електронного газу в працях Чанд-
расекхара [3] побудовано теорiю механiчної рiвноваги
вироджених карликiв, яка витримала випробовуван-
ня часом. При спробах урахувати мiжчастинкову вза-
ємодiю в моделi електронної рiдини за допомогою те-
орiї збурень постала проблема розбiжностей дiяґрам,
що зумовлено далекосяжним характером потенцiялу
Кулона.

У межах теорiї збурень роль взаємодiї характери-
зує параметр неiдеальности, який для моделi елект-
ронної рiдини можна означити як вiдношення серед-
нього значення енерґiї взаємодiї двох електронiв до
середнього значення кiнетичної енерґiї електрона, а
саме:

γ =
e2

r0
〈εk〉−1, (1)

де r0 = (3V/4πN)1/3 — радiус сфери, що припадає на
один електрон (масштаб середньої вiддалi мiж час-
тинками), e — заряд електрона,

〈εk〉 = N−1
∑

k,s

nk,s εk, (2)

εk = {m2c4 + ~
2k2c2}1/2 −mc2,

nk,s — розподiл Фермi, k — хвильовий вектор, s — спi-
нова змiнна. Згiдно з означеннями (1), (2) знаходимо,
що при повному виродженнi в нерелятивiстськiй гра-
ницi

γ =
10

3η2
rs ≈ 0.9 . . . rs, η =

(9π

4

)1/3

, (3)

а в ультрарелятивiстському випадку

γ =
4

3η

e2

~c
≈ 2

3

e2

~c
. (4)

Тут rs = r0a
−1
0 = η(a0kF)−1 — параметр Вiґнера–

Бракнера (a0 — радiус Бора, kF =
(

3π2N
V

)1/3

— хви-

льове число Фермi). Як бачимо, у станi повного ви-
родження модель однорiдної електронної рiдини не
може бути iдеальною — параметр неiдеальности за
порядком величини бiльший за сталу тонкої струк-
тури. У центральних дiлянках вироджених карли-
кiв γ ∼ 10−2, а в земних умовах γ ≈ rs > 1.0. За
величиною параметра неiдеальности прийнято таку
класифiкацiю станiв моделi електронної рiдини: сла-
бо неiдеальнi системи (rs < 1.0), промiжна дiлян-
ка (1.0 < rs < 5.5), дiлянка сильної неiдеальности
(rs > 5.5). Дiлянцi промiжної неiдеальности вiдповi-
дає стан пiдсистеми електронiв провiдности в мета-
лах.

У сорокових роках минулого столiття в працях Вiґ-
нера, Карра та iнших авторiв [4–6] було встановле-
но, що при досить великих значеннях параметра rs у
моделi електронної рiдини реалiзується кристалiчна
структура (квантовий кристал Вiґнера), однак кри-
тичне значення параметра rs, при якому реалiзується
цей фазовий перехiд, було заниженим приблизно на
порядок.
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Як вiдомо, пiдсистема колективiзованих електронiв
вiдповiдальна за характернi особливостi металiчного
стану речовини. Однiєю з них є наявнiсть колектив-
них збуджень, що спiвiснують iз збудженнями одно-
частинковими. Усвiдомлення цього факту привело до
концепцiї колективного опису моделi електронної рi-
дини й моделей металiв. На вiдмiну вiд звичайної те-
орiї збурень у методах колективного опису вiдсутнi
розбiжнi дiяґрами. Iсторично першим був сформульо-
ваний метод колективних змiнних Бома–Пайнса ([7–
9], а також [10]). Щоб видiлити далекосяжнi кореля-
цiї, якi мають колективний характер i в межах теорiї
збурень приводять до розбiжностей, оператор мiже-
лектронних взаємодiй у цьому методi роздiлявся на
два складники:

V̂ =
1

2V

∑

q6=0

Vqθ(q0 − q){ρqρ−q −N} +
1

2

∑

i6=j

Vs(rij).

(5)

Тут ρq =
N
∑

j=1

exp(iqrj) є зображенням Фур’є опера-

тора густини частинок, θ(z) — тета-функцiя, Vq =
4πe2q−2, а потенцiял

Vs(r) =
1

V

∑

q

Vqθ(q − q0) exp(iqr) (6)

описує “залишкову” короткосяжну взаємодiю. Для
опису моделi використано розширений простiр коор-
динат i колективних змiнних ρq, а з метою збережен-
ня кiлькости ступенiв вiльности накладаються додат-
ковi умови — в’язi, оскiльки {. . . , ρq, . . .} i {. . . , rj , . . .}
не є незалежними. При цьому далекосяжний склад-
ник (5) описується в термiнах колективних змiнних.
Слабкий короткосяжний складник, що описується в
межах звичайної теорiї збурень, не дає розбiжних дi-
яґрам. Метод наближений, для дiяґрам вищого по-
рядку, як правило, виконано оцiнки, а точнi розра-
хунки вiдсутнi. Урахування додаткових умов також
виконано наближено. Дiлянка застосування — слабо
неiдеальнi системи й метали.

Розв’язання проблеми розбiжностей у звичайнiй те-
орiї збурень шляхом пiдсумовування безмежних рядiв
найбiльш розбiжних дiяґрам запропоновано у працi
[11] ще до створення методу Бома–Пайнса. Однак че-
рез допущену помилку автора ця iдея була фактично
реалiзована лише через сiм рокiв у роботi [12] шляхом
пiдсумовування поляризацiйних (кiльцевих) дiяґрам.
Метод вiдомий як наближення хаотичних фаз i засто-
совний для дiлянки слабкої неiдеальности. Рiзнi шля-
хи виходу за межi наближення хаотичних фаз ста-
ли основним напрямком розвитку теорiї моделi елек-
тронної рiдини й пiзнiше привели до створення кон-
цепцiї локального поля як наближеного способу вра-
хування багаточастинкових кореляцiй у сучаснiй те-
орiї металiв.

У працях [13,14] запропоновано ще один метод ко-
лективного опису моделi електронної рiдини — метод
змiщень i колективних змiнних. Iдея методу полягала
у використаннi розширеного простору iндивiдуальних

i колективних координат (без видiлення далекосяж-
них чи короткосяжних складових у взаємодiї), а пе-
рехiд до розширеного простору здiйснювався строго,
за допомогою функцiї переходу. Первiсне зображення
гамiльтонiяна моделi — координатне. Як базисна сис-
тема використовується модель електронiв без взаємо-
дiї. Перетворення статистичного оператора у колек-
тивних змiнних еквiвалентнi до деякого перенорму-
вання його, у результатi чого виникають слабкi ефек-
тивнi нелокальнi мiжчастинковi взаємодiї, якi не да-
ють розбiжних дiяґрам. Основнi наближення пов’яза-
нi з необхiднiстю розв’язання безмежного ланцюжка
iнтеґро-диференцiяльних рiвнянь для коефiцiєнтних
функцiй так званого оператора змiщень [13]. Дослi-
джена дiлянка — слабка i промiжна неiдеальнiсть.

У серiї праць [15–19] розвинутий так званий базис-
ний пiдхiд у теорiї електронної рiдини, що ґрунтує-
ться на використаннi динамiчних колективних змiн-
них для розрахунку середнього значення S-матрицi
у межах звичайної теорiї збурень. Апарат колектив-
них змiнних дозволяє формалiзувати пiдсумовування
рядiв дiяґрам теорiї збурень за потенцiялом Кулона,
унаслiдок чого характеристики моделi зображаються
як розклади за ефективними (екранованими) потен-
цiялами i n-частинковими динамiчними кореляцiйни-
ми функцiями. Цей пiдхiд є не що iнше, як перенор-
мована теорiя збурень, сформульована в термiнах n-
частинкових кореляцiйних функцiй базисної системи
(а не в термiнах одночастинкових характеристик, як у
традицiйнiй теорiї збурень). Використання три- й чо-
тиричастинкових кореляцiйних функцiй дає надiйнi
результати в дiлянцi 0 < rs ≤ 10.0. У дiлянцi бiль-
ших rs необхiдне пiдсумовування рядiв дiяґрам, що
пов’язано iз значними технiчними труднощами.

Завдяки своїй строгостi й формалiзованостi мето-
ди пiдсумовування дiяґрам звичайної теорiї збурень
витiснили метод колективного опису Бома–Пайнса в
сучаснiй теорiї металiв. Через цю ж причину не на-
був значного поширення метод змiщень i колективних
змiнних. Однак методи колективного опису ґрунтую-
ться на глибокiй фiзичнiй iдеї про те, що колективнi
збудження вiдiграють роль одного з основних факто-
рiв, а не поправки, яку можна враховувати метода-
ми теорiї збурень. Тому колективний опис може бути
ефективним для опису сильно неiдеальних систем, де
методи звичайної теорiї збурень стають громiздкими
й ненадiйними.

У цiй статтi запропоновано сучасний варiянт колек-
тивного опису моделi електронної рiдини, iдейно бли-
зький до методу Бома–Пайнса. Однак перехiд до роз-
ширеного простору здiйснюємо строго за допомогою
оператора переходу [20]. Колективнi змiннi ρq вiдiгра-
ють допомiжну роль i застосовуються лише для пере-
ходу до операторiв породження i знищення плазмонiв.
При розрахунку статистичної суми моделi як базис-
ну систему (reference system) використано модель, що
складається з пiдсистем вiльних електронiв та невза-
ємодiючих плазмонiв. Це забезпечує вiдсутнiсть роз-
бiжних дiяґрам при розрахунку середнього значення
S-матрицi й добру збiжнiсть теорiї збурень. Кореля-
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цiйнi ефекти враховано за допомогою n-частинкових
динамiчних кореляцiйних функцiй та поправки на ло-
кальне поле для моделi з короткосяжною взаємодiєю.

II. ПЕРЕХIД ДО РОЗШИРЕНОГО ПРОСТОРУ

Як первiсне зображення гамiльтонiяна нерелятивiс-
тської моделi електронної рiдини використаймо зоб-
раження вторинного квантування на базисi плоских
хвиль:

Ĥ = Ĥ0 + V̂ ,

Ĥ0 =
∑

k,s

εka
+
k,sak,s, V̂ =

1

2V

∑

q6=0

Vq Î2(q,−q), (7)

Î2(q,−q) =
∑

k1,k2

∑

s1,s2

a+
k1+q,s1

a+
k2−q,s2

ak2,s2
ak1,s1

,

εk = ~
2k2/2m. Як i в методi Бома–Пайнса, оператор

енерґiї мiжелектронних взаємодiй розбиймо на два
складники,

V̂ = V̂s + V̂l,

V̂s =
1

2V

∑

q6=0

Vs(q)Î2(q,−q), (8)

V̂l =
1

2V

∑

q6=0

Vl(q)(ρ̂qρ̂−q − N̂); ρ̂q =
∑

k,s

a+
k+q,sak,s,

де Vs(q) + Vl(q) = Vq = 4πe2q−2. Щоб уникнути нефi-
зичних розривiв на характеристиках моделi при на-
ближених розрахунках, використаймо розбиття по-
тенцiялу на два складники за допомогою плавних θ-
подiбних функцiй

Vl(q) = Vqy(q|q0), Vs(q) = Vq{1− y(q|q0)}. (9)

Як приклад наведемо двопараметричну функцiю

y(q|q0) = 1 − 2

π
arctg

(

q

q0

)n

, (10)

де q0 має той самий змiст, що й у методi Бома–Пайнса
i може розглядатися як варiяцiйний параметр. Пара-
метр n виберiмо з довгохвильової асимптотики плаз-
монного спектра. У межi n→ ∞ функцiя y(q|q0) пря-
мує до θ(q0−q) . Змiну характеру функцiй y(q|q0) при
змiнi параметра n iлюструє рис. 1.

n=2

0(  |   )

q/q

y q q

100104

0 0.5

 1

 0  1  1.5  2

 0.6

 0.4

 0.2

 0

 0.8

Рис. 1. Залежнiсть функцiї y(q|q0) вiд параметра n.

Як i в працi [21], перейдiмо вiд канонiчної форми
(7) до зображення гамiльтонiяна в розширеному прос-
торi, тобто в термiнах операторiв ak,s i колективних
змiнних ρq, за допомогою оператора переходу [20]

Ĵ(ρ, ρ̂) =
∏

q

′

δ(ρq − ρ̂q)

=

∫

(dω) exp

{

2πi
∑

q

′

ωq(ρq − ρ̂q)

}

, (11)

де ωq = ωc
q− iωs

q — змiнна, спряжена до ρq = ρc
q + iρs

q,
а знак (′) означає, що враховано лише половину мож-
ливих хвильових векторiв q, оскiльки ρq i ρ−q = ρ∗q
не є незалежними.

Нехай хвильова функцiя моделi, яка залежить як вiд iндивiдуальних, так i вiд колективних змiнних, у зобра-
женнi вторинного квантування є Ψ(. . . , ak,s, . . . | . . . , ρ̂q, . . .). У розширеному просторi їй вiдповiдає зображення
Ψ(. . . , ak,s, . . . | . . . , ρq, . . .),

Ψ(. . . , ak,s, . . . | . . . , ρ̂q, . . .) =

∫

(dρ)Ĵ(ρ, ρ̂)Ψ(. . . , ak,s, . . . | . . . , ρq, . . .), (12)

(dρ) ≡∏
q

′dρc
qdρ

s
q. Розгляньмо дiю статистичного оператора моделi на рiвнiсть (12):

exp(−βĤ)Ψ(. . . , ak,s, . . . | . . . , ρ̂q, . . .) =

∫

(dρ)(dω) exp

(

−πi
∑

q

ωqρ̂q

)

(13)

× exp(−βĤω) exp

(

πi
∑

q

ωqρq

)

Ψ(. . . , ak,s, . . . | . . . , ρq, . . .).
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При цьому

Ĥω = {exp(πi
∑

q

ωqρ̂q)} Ĥ exp(−πi
∑

q

ωqρ̂q) = Ĥ0 + V̂s + V̂l − πi
∑

q

ωq[Ĥ0, ρ̂q]− (14)

+
(πi)2

2!

∑

q1,q2

ωq1
ωq2

[[Ĥ0, ρ̂q1
]−, ρ̂q2

]−.

Як бачимо, тут фiґурують лише комутатори операторiв Ĥ0 i ρ̂q, а через те зображення (14) i всi наступнi
зображення статистичної суми не залежать вiд способу розбиття (8). Комутатори, що фiґурують у рiвностi
(14), є такими:

[Ĥ0, ρ̂q]− = εqρ̂q +
~

2

m
f̂q,

[[Ĥ0, ρ̂q1
]−, ρ̂q2

]− = −2N̂εq1
δq1+q2,0 +

~
2

m
(q1,q2)ρ̂q1+q2

, (15)

f̂q =
∑

k,s

(k,q)a+
k+q,sak,s.

Тотожнiсть

πiωq exp

(

πi
∑

q

ωqρq

)

=
∂

∂ρq
exp

(

πi
∑

q

ωqρq

)

(16)

дозволяє виконати iнтеґрування частинами за змiнними ρq i подати рiвнiсть (13) у такому виглядi:

exp(−βĤ)Ψ(. . . , ak,s, . . . | . . . , ρ̂q, . . .)

=

∫

(dρ)Ĵ(ρ, ρ̂) exp
{

−βĤ∗(. . . , ak,s, . . . | . . . , ρq, . . .)
}

Ψ(. . . , ak,s, . . . | . . . , ρq, . . .). (17)

Тут Ĥ∗(. . . , ak,s, . . . | . . . , ρq, . . .) — зображення гамiльтонiяна моделi в розширеному просторi:

Ĥ∗(. . . , ak,s, . . . | . . . , ρq, . . .) = Ĥ0 + V̂s + V̂l +
∑

q

[εqρq +
~

2

m
f̂q]

∂

∂ρq

−N̂
∑

q

εq
∂2

∂ρq∂ρ−q

+
~

2m

∑

q1,q2

(q1,q2)ρq1+q2

∂2

∂ρq1
∂ρq2

; (18)

Vl =
1

2V

∑

q6=0

Vl(q)[ρqρ−q − N̂ ].

Розгляньмо далi статистичну суму моделi у великому канонiчному ансамблi

Z = Sp exp{−β(Ĥ − µN̂)}. (19)

Використовуючи зображення статистичного оператора в розширеному просторi, одержуємо таке зображення
статистичної суми:

Z = Sp

∫

(dρ)Ĵ(ρ, ρ̂) exp{−β[Ĥ∗(. . . , ak,s, . . . | . . . , ρq, . . .) − µN̂ ]}. (20)

Операцiя слiду належить, звичайно, до операторiв вторинного квантування ak,s, при цьому ak,s та ρq є фор-
мально незалежними, а оператор переходу реґулює зв’язки мiж ними.

Для наступного переходу вiд змiнних ρq до операторiв породження i знищення плазмонiв виконаймо циклiчне
перетворення статистичної суми, а саме:

Z = Sp{exp[−Φ̂(ρ̂)] exp[−β(Ĥ − µN̂)] exp Φ̂(ρ̂)} = Sp

∫

(dρ)Ĵ(ρ, ρ̂) exp{−Φ̂(ρ̂)} (21)

× exp{−β[Ĥ∗(. . . , ak,s, . . . | . . . , ρq, . . .) − µN̂ ]} exp{Φ̂(ρ̂)}.
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Оператор Φ̂(ρ̂), вибраний у виглядi

Φ̂(ρ̂) =
1

2

∑

q

ϕ(q)ρ̂qρ̂−q, (22)

комутує з операторами Ĵ(ρ, ρ̂), N̂ та з оператором вза-

ємодiї (ϕ(q) — невiдома функцiя, що буде знайдена
пiзнiше). Пiд знаком iнтеґрала за змiнними ρq за на-
явности оператора переходу можна замiнити опера-
тор Φ̂(ρ̂) його зображенням у колективних змiнних
Φ(ρ) = 1

2

∑

q

ϕ(q)ρqρ−q. Переставляючи expΦ(ρ) налi-

во через оператор exp{−β[Ĥ∗(. . .) − µN̂ ]}, отримаємо
еквiвалентне зображення статистичної суми:

Z = Sp

∫

(dρ)Ĵ(ρ, ρ̂) exp{−βĤΦ(. . . , ak,s, . . . | . . . , ρq, . . .)}; (23)

ĤΦ(. . . , ak,s, . . . | . . . , ρq, . . .) = Ĥs −
N̂

2V

∑

q

[Vl(q) + 2εqV ϕ(q)] +
∑

q

εq[1 − 2N̂ϕ(q)]ρq
∂

∂ρq

+
~

2

m

∑

q

f̂q[
∂

∂ρq
+ ϕ(q)ρ−q] − N̂

∑

q

εq
∂2

∂ρq∂ρ−q

+
1

2V

∑

q

{Vl(q) + 2V ϕ(q)εq[1 − N̂ϕ(q)]}ρqρ−q (24)

+
~

2

2m

∑

q1,q2

(q1,q2)ρq1+q2
{ ∂

∂ρq1

+ ϕ(q1)ρ−q1
}{ ∂

∂ρq2

+ ϕ(q2)ρ−q2
};

Ĥs = Ĥ0 + V̂s − µN̂.

Уведемо ще одну колективну змiнну ρq=0 = N за допомогою дельта-функцiї δ(N − N̂). Тодi в гамiльтонiянi
ĤΦ(. . . , ak,s, . . . | . . . , ρq, . . .) можна замiнити оператор N̂ на змiнну N . Визначаючи функцiю ϕ(q) з умови

2Nϕ(q) = 1, (25)

приходимо до такого зображення статистичної суми:

Z = Sp

∫

(dρ)dN δ(N − N̂)Ĵ(ρ, ρ̂) exp{−β[Ĥs + Ĥρ + Ĥint]}; (26)

Ĥs =
∑

k,s

(εk − µ)a+
k,sak,s + V̂s; εk = εk − 1

2V

∑

q

[

Vl(q) +
V

N εq

]

;

Ĥρ =
1

2V

∑

q

[

Vl(q) +
V

2N εq

]

ρqρ−q −N
∑

q

εq
∂2

∂ρq∂ρ−q

+
~

2

2m

∑

q1,q2

(q1,q2)ρq1+q2

{

∂

∂ρq1

+
ρ−q1

2N

}{

∂

∂ρq2

+
ρ−q2

2N

}

;

Ĥint =
~

2

m

∑

q

(

ρ−q

2N
+

∂

∂ρq

)

f̂q.

Складники гамiльтонiяна у формулi (26) мають чiткий фiзичний змiст: Ĥs описує пiдсистему електронiв з
перенормованим (параболiчним) одночастинковим спектром εk i короткосяжною взаємодiєю, Ĥρ — пiдсистему
колективних збуджень (взаємодiючих осциляторiв), Ĥint — взаємодiю двох пiдсистем.

III. ПЕРЕХIД ДО ЕЛЕКТРОН-ПЛАЗМОННОЇ МОДЕЛI

Перейдiмо вiд змiнних ρq до операторiв вторинного квантування — операторiв породження i знищення плаз-
монiв згiдно з такими спiввiдношеннями [22]:
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bq =
1√
2

{

αqρ̃q +
1

αq

∂

∂ρ̃−q

}

, b+−q =
1√
2

{

αqρ̃q − 1

αq

∂

∂ρ̃−q

}

; (27)

ρ̃q ≡ N−1/2ρq, αq =

{

~ωq

2εq

}1/2

, ~ωq =

{

2
Vl(q)

V
N εq + ε2q

}1/2

.

Уведенi так оператори bq, b+q пiдлягають статистицi
Бозе. Формули оберненого переходу:

ρ̃q =
1√
2αq

(bq + b+−q),
∂

∂ρ̃−q

=
αq√

2
(bq − b+−q). (28)

Щоб перехiд вiд змiнних ρq до операторiв bq, b+q був
строгим, уведiмо оператор переходу

Ĵ(ρ̂(b), ρ) =
∏

q

′δ(ρ̂(b)
q − ρ), (29)

ρ̂(b)
q =

N 1/2

√
2αq

(bq + b+−q),

а також скористаймось тотожнiстю

exp{−β[Ĥs + Ĥρ + Ĥint]} = {SpbĴ(ρ̂(b), ρ)}−1

×Spb{Ĵ(ρ̂(b), ρ) exp[−β(Ĥs + Ĥρ + Ĥint)]}, (30)

де символ Spb означає операцiю слiду за станами
плазмонiв. Пiд знаком iнтеґрала за змiнними ρq при

наявностi оператора Ĵ(ρ̂(b), ρ) перейдiмо до операто-
рiв bq, b+q у складниках Ĥρ та Ĥint згiдно з формулами
(28). Пiсля цього вiзьмiмо iнтеґрал за змiнними ρq:

∫

(dρ)Ĵ(ρ, ρ̂)Ĵ(ρ̂(b), ρ){SpbĴ(ρ̂(b), ρ)}−1 (31)

= Ĵ(ρ̂(b), ρ̂(a)){SpbĴ(ρ̂(b), ρ̂(a)}−1 ≡ Ĵa,b,

де ρ̂
(a)
q ≡ ρ̂q =

∑

k,s

a+
k+q,sak,s. Використовуючи iнте-

ґральне зображення δ-функцiї, розрахуємо величину

SpbĴ(ρ̂(b), ρ̂(a)) =

∫

(dω) exp

{

−2πi
∑

q

′ωqρ̂
(a)
q

}

(32)

× Spb exp

{

2πi
∑

q

′ωqρ̂
(b)
q

}

.

Експоненту, що стоїть пiд знаком Spb, подамо у тако-
му виглядi:

exp

{

2πi
∑

q

′

ωqρ̂
(b)
q

}

= exp

{

2πi
∑

q

′

ωq

(N
2

)1/2 1

αq
(bq + b+−q)

}

= exp

{

2πi
∑

q

′

ωq

(N
2

)1/2 1

αq
[ωqbq + ω−qb

+
q ]

}

= exp

{

−π2N
∑

q

′ ωqω−q

α2
q

}

exp

{

2πi
∑

q

′

ωq

(N
2

)1/2 1

αq
ω−qb

+
q

}

exp

{

2πi
∑

q

′

ωq

(N
2

)1/2 1

αq
ωqbq

}

. (33)

Остання рiвнiсть є частковим випадком формули Бейкера–Гаусдорфа (див. [23]). Тепер потрiбний нам слiд
легко обчислити, а саме:

Spb exp

{

2πi
∑

q

′

ωqρ̂
(b)
q

}

= exp

{

−π2N
∑

q

′ ωqω−q

α2
q

[1 + 2nq]

}

, (34)

де nq = {exp(β~ωq) − 1}−1 — розподiл плазмонiв за енерґiями. Iнтеґруючи за змiнними ωq у формулi (32),
знаходимо шуканий вираз:
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SpbĴ(ρ̂(b), ρ̂(a)) =

{

∏

q

′

[2πNS0(q)]−1

}

exp

{

− 1

2N
∑

q

′ ρ̂qρ̂−q

S0(q)

}

, (35)

де

S0(q) =
εq

~ωq
[1 + 2nq] (36)

— “плазмонне наближення” структурного фактора моделi. У зв’язку з цим оператор Ĵa,b набирає такого ви-
гляду:

Ĵa,b =

{

∏

q

′

[2πNS0(q)]

}

exp

{

1

2N
∑

q

′ ρ̂qρ̂−q

S0(q)

}

Ĵ(ρ̂(b), ρ̂). (37)

Остаточно для статистичної суми одержуємо зображення:

Z = SpaSpb

∫

dN δ(N − N̂)Ĵa,b exp{−β[Ĥs + Ĥp + Ĥep]}. (38)

Вирази для операторiв Ĥp та Ĥep отримуємо з Ĥ(ρ), Ĥint унаслiдок переходу вiд ρq, ∂
∂ρq

до bq, b+q :

Ĥp = Ĥp + Ĥpp, Ĥp =
∑

q

~ωq

(

1

2
+ b+q bq

)

,

Ĥpp =
~

2

16m
√

2N
∑

q1,q2

(q1,q2) α
−1
q1
α−1

q2
α−1

q1+q2
B̂q1

B̂q2
(b+q1+q2

+ b−q1−q2
), (39)

Ĥep =
~

2

2m
√

2N
∑

q

α−1
q f̂−qB̂q; B̂q =

[

~ωq

εq
+ 1

]

bq −
[

~ωq

εq
− 1

]

b+−q.

Зображення (38) можна iнтерпретувати як статис-
тичну суму електрон-плазмонної моделi, при цьо-
му Ĥp є гамiльтонiяном невзаємодiючих плазмонiв
iз “первiсним” спектром ~ωq (див. ф. (27)), Ĥpp

описує плазмоннi ангармонiзми, а Ĥep — електрон-
плазмонну взаємодiю. Оператор Ĵa,b регулює спiввiд-
ношення мiж операторами ak,s та bq, вiн вiдображає
додатковi умови або в’язi, що необхiднi при такому
пiдходi. Одержаний вираз для статистичної суми є
точним i не мiстить жодних наближень.

IV. БАЗИСНИЙ ПIДХIД У МЕЖАХ
ЕЛЕКТРОН-ПЛАЗМОННОЇ МОДЕЛI

Наступний розрахунок статистичної суми виконай-
мо в базисному пiдходi, використовуючи як базисну
систему модель, що складається з пiдсистеми невзає-
модiючих плазмонiв iз гамiльтонiяном Ĥp i пiдсисте-

ми вiльних електронiв iз перенормованим спектром iз
гамiльтонiяном Ĥ0 =

∑

k,s

εka
+
k,sak,s, на вiдмiну вiд ме-

тодiв звичайної теорiї збурень, у яких базисною сис-
темою є модель невзаємодiючих електронiв. Iз цiєю
метою перейдiмо у статистичному операторi до зоб-
раження взаємодiї:

exp{−β[Ĥs+Ĥp+Ĥep]} = exp{−β(Ĥ0+Ĥp)}T Ŝ, (40)

де T — символ хронологiчного впорядкування, а Ŝ-
матриця визначається оператором “залишкових” ко-
роткосяжних взаємодiй V̂s, оператором плазмонного
ангармонiзму Ĥpp та оператором електрон-плазмон-
них нелокальних взаємодiй Ĥep:
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Ŝ = exp{−
β
∫

0

[V̂s(β
′) + Ĥpp(β

′) + Ĥep(β
′)]dβ′}. (41)

Переставляючи статистичний оператор базисної
системи налiво через оператор переходу Ĵa,b, запишi-
мо статистичну суму так:

Z = Spa,b

∫

dN δ(N − N̂)

× exp[−β(Ĥ0 + Ĥp)]T [Ĵa,b(β)Ŝ], (42)

де

Ĵa,b(β) = exp[β(Ĥ0 + Ĥp)]Ĵa,b exp[−β(Ĥ0 + Ĥp)]

=

{

∏

q

′

[2πNS0(q)]

}

exp

{

1

2N
∑

q

′ ρ̂q(β)ρ̂−q(β)

S0(q)

}

×
∫

(dω) exp

{

2πi
∑

q

′

ωq

[

ρ̂(b)
q (β) − ρ̂q(β)

]

}

. (43)

Використовуючи iнтеґральне зображення дельта-
функцiї δ(N − N̂), зведiмо вираз (42) до такої форми:

Z =

∫∫ +∞

−∞

dω0 dNZ0 ξ(ω0) R(ω0) exp(2πiω0N ). (44)

Тут використано такi позначення:

Z0 = Spa,b exp{−β[Ĥ0 + Ĥp]} = exp(−βΩ0) (45)

— статистична сума базисної системи, а Ω0 — її тер-
модинамiчний потенцiял

Ω0 = − 1

β

∑

k,s

ln

[

1 + e−β(εk−µ)

]

+
1

β

∑

q

ln

[

1 − e−β~ωq

]

+
1

2

∑

q

~ωq; (46)

множник ξ(ω0) є середнiм значенням оператора
exp(−2πiN̂)) за станами базисної системи,

ξ(ω0) = {Spae
−βĤ0}−1Spa{e−2πiN̂e−βĤ0} (47)

= exp







−2πiω0N +
∑

n≥2

1

n!
ωn

0 (−2πi)n〈N̂n〉зв0







,

〈N̂n〉зв0 = β1−nµ0
n(0, . . . , 0) = β1−n dn−1

dµn−1

∑

k,s

nk,s.

У станi, близькому до повного виродження, за допо-
могою методу Зоммерфельда одержуємо такi асимп-
тотичнi розклади:

µ0
n(0, . . . , 0) = (−1)n V

π2

µ5/2−n

2n−1

(2m

~2

)3/2

(48)

×
{

Rn − π2

24
(βµ)−2(2n− 3)!! + . . .

}

,

R2 = R3 = 1, Rn = −(2n − 7)!! при n ≥ 4. Як ба-
чимо, при низьких температурах доданки, пропор-
цiйнi µ0

n(0, . . . , 0), даватимуть температурнi поправ-
ки. Множник R(ω0) визначено так:

R(ω0) =
{

Spa,b[e
−β(Ĥ0+Ĥp)e−2πiω0N̂ ]

}−1

(49)

× Spa,b

{

e−β(Ĥ0+Ĥp)e−2πiω0N̂T [Ĵa,b(β)Ŝ]
}

.

Використовуючи властивiсть циклiчної перестановки
добутку операторiв пiд знаком Spa,b{. . .}, множник
R(ω0) можна подати у такому виглядi:

R(ω0) =
{

Spa,b[e
−β[(Ĥ0(ω0)+Ĥp)]]

}−1

(50)

× Spa,b

{

e−β[(Ĥ0(ω0)+Ĥp)] T [Ĵa,b(β|ω0)Ŝ(ω0)]
}

.

Тут формально використано зображення взаємодiї з
оператором

Ĥ0(ω0) = Ĥ0 + 2πiω0N̂ , (51)

що еквiвалентно замiнi змiнної хемiчного потенцiялу
µ на µ(ω0) = µ−2πiω0β

−1. Вiдповiдно Ĵa,b(β|ω0) одер-
жуємо з формули (43), замiнюючи µ → µ(ω0). Таку
саму замiну слiд виконати i в Ŝ-матрицi (41).

Для зручности наступного розрахунку R(ω0) введi-
мо лiнiйнi комбiнацiї операторiв вторинного кванту-
вання для електронiв i плазмонiв у зображеннi взає-
модiї, а саме [10]:

ak,s(ν
∗) =

β
∫

0

ak,s(β
′)ψν∗(β′)dβ′, (52)

bq(ν) =

β
∫

0

bq(β′)ψν(β′)dβ′,

де ψµ(β′) = β−1/2 exp(iνβ′) утворюють два базиси
функцiй змiнної β′ на iнтервалi 0 ≤ β′ ≤ β, задо-
вольняючи умови ортонормованости та повноти,

β
∫

0

ψ∗
µ1

(β′)ψµ2
(β′) dβ′ = δµ1,µ2

, (53)

∑

µ

ψ∗
µ(β1)ψµ(β2) = δ(β1 − β2).

При цьому µ = ν = 2πnβ−1 (частота Бозе–Мацубари),
або ж µ = ν∗ = π(2n + 1)β−1 (частота Фермi–
Мацубари), n = 0;±1;±2; . . .. У частотному зобра-
женнi, перехiд до якого виконано за схемою роботи
[15], S-матриця набирає такої експоненцiйної форми:
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Ŝν(ω0) = exp{−V̂s(ν) − Ĥpp(ν) − Ĥep(ν)}, (54)

V̂s(ν) =
1

2βV

∑

q,ν

Vs(q)
∑

k1,k2

∑

s1,s2

∑

ν∗

1
,ν∗

2

a+
k1+q,s1

(ν∗1 + ν)a+
k2−q,s2

(ν∗2 − ν)ak2,s2
(ν∗2 )ak1,s1

(ν∗1 );

Ĥpp(ν) =
~

2

16m
√

2Nβ

∑

q1,q2

∑

q1+q2 6=0

(q1,q2)
∑

ν1,ν2

α−1
q1+q2

α−1
q1
α−1

q2
B̂x1

B̂x2
(bx1+x2

+ b+−x1−x2
),

Ĥep(ν) =
~

2

2m
√

2Nβ

∑

q,ν

α−1
q f̂−q,−νB̂q,ν ,

f̂x ≡ f̂q,ν =
∑

k,s

∑

ν∗

(k,q)a+
k+q,s(ν

∗ + ν)ak,s(ν
∗);

B̂x ≡ B̂q,ν =

(

~ωq

εq
+ 1

)

bx −
(

~ωq

εq
− 1

)

b+−x; bx ≡ bq(ν).

Розрахунок середнiх значень операторiв у частотному зображеннi ґрунтується на використаннi функцiй Ґрiна
базисної системи

−〈T{ak1,s1
(ν∗1 )a+

k2,s2
(ν∗2 )}〉0 = Ge

k1,s1
(ν∗1 )δk1,k2

δs1, s2 δν
∗
1 , ν

∗
2 ;

−〈T{bx1
b+x2

}〉0 = Gp
q1

(ν1)δq1,q2
δν1, ν2; (55)

Ge
k,s(ν

∗) = {iν∗ − εk + µ(ω0)}−1,

Gp
q(ν) = {iν − ~ωq}−1.

Для запису частотного зображення Ĵa,b(β|ω0) ско-
ристаємось спiввiдношеннями

ρ̂q(β) =
1

β

∑

ν

ρ̂x, (56)

ρ̂x =
∑

k,s

∑

ν∗

a+
k+q,s(ν ∗ +ν) ak,s(ν∗),

ρ̂(b)
q (β) =

(N
2β

)1/2 1

αq

∑

ν

{bq(ν) + b+−q(−ν)}.

У цiй працi ми розрахуємо характеристики моделi
при абсолютному нулi температури. Як бачимо з фор-
мули (47), у цiй межi ξ(ω0) прямує до exp(−2πiω0N),
R(ω0) можна замiнити значенням R(0), i розрахунок
спрощується. У цьому наближеннi iнтеґрал за змiн-
ною ω0 дає δ(N − N), а iнтеґрування за змiнною N
приводить до замiни N → N у всiх виразах, залежних
вiд N .

Хоча метою роботи є опис сильно неiдеальної мо-
делi, ми розглянемо межу слабкої неiдеальности як
тест, що свiдчить про загальний характер формалiз-
му i придатнiсть його до опису моделей з довiльним
значенням параметра неiдеальности. Зауважимо, що
в нашому пiдходi розбiжнi дiяґрами вiдсутнi взага-
лi. Розгляньмо наближення хаотичних фаз, нехтуючи
оператором Ĥpp(ν), коли

Ŝ(ν) = exp{−V̂s(ν) − Ĥep(ν)}, (57)

V̂s(ν) =
1

2β

∑

q

vs(q)

{

1

β

∑

ν

ρ̂xρ̂−x − N̂

}

,

Ĥep(ν) =
1√
β

∑

x

r(q)f̂−xB̂x, r(q) =
~

2

2mαq

√
2N

,

ρ̂x ≡ ρ̂q,ν =
∑

k,s

∑

ν∗

a+
k+q,s(ν

∗ + ν)ak,s(ν
∗).

Для розрахунку множника R(ω0 = 0) у формулi
(50) обчислимо спочатку середнє значення добутку
операторiв Ĵa,b(β|0) exp(−Ĥep(ν)) за станами плазмо-
нiв:
〈{

Ĵa,b(β|0) exp
(

−Ĥep(ν)
)}〉

b

= exp

{

− 1

2βV

∑

x

c(x)Vl(q)f̂xf̂−x (58)

− 1

2Nβ2

∑

q

′
∑

ν

S−1
0 (q)f̂xf̂−x(ε2q + ν2)

(

~
2

m

)−2

c2(x)

+
1

Nβ2

∑

q

′
∑

ν

S−1
0 (q)ρ̂−xf̂x(εq + iν)

(

~
2

m

)−1

c(x)

}

,

c(x) =
(

~
2

m

)2

[ν2 + (~ωq)
2]−1.

97



М. В. ВАВРУХ, H. Л. ТИШКО

Перший доданок у показнику експоненти виникає з
дiяґрами другого порядку для оператора Ĥep(ν), а
другий i третiй доданки — за рахунок зв’язних дi-
яґрам операторiв Ĵa,b(β|0) i exp(−Ĥep(ν)). Два остан-
нi доданки є малими порiвняно з першим у дiлянцi
низьких температур, оскiльки мають “зайвий” степiнь
множника β−1. Нехтування такими членами означає
мультиплiкативне наближення при розрахунку серед-
нього (58). У цьому наближеннi 〈T Ĵa,b(0)〉0 = 1, що
вiдповiдає незалежним електронам i плазмонам. Фi-
зичне пояснення цього факту ґрунтується на тому, що
в дiлянцi низьких температур плазмони “вимороженi”
(середнi значення чисел заповнення плазмонiв є екс-
поненцiйно малими) i через це не можуть впливати на
змiну кiлькости ступенiв вiльности пiдсистеми части-
нок.

Використовуючи це наближення, обчислимо серед-
нє значення S-матрицi у формi (57), узагальнюючи

метод динамiчних колективних змiнних [15]. Уведiмо
оператори переходу Ĵ(ρ, ρ̂) та Ĵ(f, f̂), зображаючи S-
матрицю як iнтеґрал за динамiчними колективними
змiнними ρx та fx:

Ŝ(ν) =

∫

(dρ)(df)Ĵ(ρ, ρ̂)Ĵ(f, f̂) (59)

× exp

{

− 1

2V

∑

q

Vs(q)

[

1

β

∑

ν

ρxρ−x − N̂

]

− 1√
β

∑

x

r(q)f−xB̂x

}

.

Тут ρx, fx — колективнi змiннi (ρx = ρc
x + iρs

x, fx =
f c

x + ifs
x), а оператори переходу визначенi спiввiдно-

шеннями

Ĵ(ρ, ρ̂) =
∏′

x

δ(ρx − ρ̂x) =

∫

(dω) exp

{

2πi
∑

x

ωx(ρx − ρ̂x)

}

, (60)

Ĵ(f, f̂) =
∏′

x

δ(fx − f̂x) =

∫

(dϕ) exp

{

2πi
∑

x

ϕx(fx − f̂x)

}

,

де ωx та ϕx є спряженими до ρx та fx вiдповiдно

ωx = ωc
x − iωs

x, ϕx = ϕc
x − iϕs

x;

−∞ < ωc
x, ω

s
x, ϕ

c
x, ϕ

s
x <∞;

−∞ < ρc
x, ρ

s
x, f

c
x, f

s
x <∞;

(dω) =
∏′

x

dωc
xdω

s
x, (dϕ) =

∏′

x

dϕc
xdϕ

s
x, (61)

(dρ) =
∏′

x

dρc
xdρ

s
x, (df) =

∏′

x

df c
xdf

s
x .

Використовуючи основний множник формули (58), зведiмо розрахунок середнього значення S-матрицi

〈T Ŝ(ν)〉0 =

∫

(dρ)(df)〈T [Ĵ(ρρ̂)Ĵ(f, f̂)]〉0 (62)

× exp

{

− 1

2βV

∑

x

c(x)Vl(q)fxf−x − 1

2V

∑

q

Vs(q)

[

1

β

∑

ν

ρxρ−x −N

]}

до обчислення середнього вiд добутку функцiй переходу за станами частинок

〈T Ĵ(ρ, ρ̂)Ĵ(f, f̂)〉0 =

∫

(dω)(dϕ) exp

{

2πi
∑

x

[ωxρx + ϕxfx]}〈T exp{−2πi
∑

x

[ωxρ̂x + ϕxf̂x]

}

〉0. (63)

У наближеннi хаотичних фаз

〈

T exp

{

−2πi
∑

x

[ωxρ̂x + ϕxf̂x]

}〉RPA

0

= exp

{

− (2π)2

2!
β
∑

x

[ωxω−xµ
0
2(x,−x) (64)

+ϕxϕ−xη
0
2(x,−x) + ωxϕ−xζ

0
2 (x,−x) + ϕxω−xξ

0
2(x,−x)]

}

.
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Тут уведено динамiчнi кореляцiйнi функцiї

µ0
2(x,−x) =

1

β
〈T {ρ̂xρ̂−x}〉0 =

3N

2εF
I2,0(q, u), (65)

2I2,0(q, u) = 1 + (2q)−1
[

1 − q2

4
+ u2

]

∑

σ=±1

σ ln
[

u2 + (1 +
σ

2
)2
]

− u
∑

σ=±1

arctg
[

u−1
(

1 + q
σ

2

)]

;

q ≡ |q|k−1
F , u = ν(2εFq)

−1;

η0
2(x,−x) =

1

β
〈T [f̂xf̂−x]〉0 =

(

m

~2

)2

{(ν2 + ε2q)µ0
2(x,−x) − 2Nεq};

ζ0
2 (x,−x) =

1

β
〈T [ρ̂xf̂−x]〉0 = −m

~2
(εq + iν)µ0

2(x,−x),

ξ02(x,−x) =
1

β
〈T [ρ̂−xf̂x]〉0 = −m

~2
(εq − iν)µ0

2(x,−x).

Iнтеґруючи за змiнними ρx, fx, а потiм за змiнними ωx, ϕx, одержуємо такий результат:

〈T Ŝ(ν)〉RPA
0 = exp(−βΩRPA), (66)

ΩRPA =
1

2β

∑

x

ln ∆(x) − N

2V

∑

q

Vs(q);

∆(x) =

(

1 +
Vs(q)

V
µ0

2(x,−x)
)(

1 +
Vl(q)

V
c(x)η0

2(x,−x)
)

− Vs(q)Vl(q)

V 2
c(x)ζ0

2 (x,−x)ξ02 (x,−x).

Пiдставляючи явнi вирази для кореляцiйних фун-
кцiй ζ0

2 (x,−x) i ξ02(x,−x) та спрощуючи вираз пiд
знаком логарифма, а також враховуючи, що Vs(q) +
Vl(q) = Vq , зведiмо (66) до такої еквiвалентної форми:

ΩRPA =
1

2β

∑

x

ln

(

1 +
Vq

V
µ0

2(x,−x)
)

(67)

+
1

2β

∑

x

ln

(

ν2 + ε2q
ν2 + (~ωq)2

)

− N

V

∑

q

Vs(q).

Перейдiмо вiд термодинамiчного потенцiялу до се-
редньої енерґiї моделi для абсолютного нуля темпера-
тури. Врахуємо, що для цiєї межi можна перейти вiд
пiдсумовування за частотою до iнтеґрування, а тому

1

2β

∑

x

ln

(

ν2 + ε2q
ν2 + (~ωq)2

)

=
1

2

∑

q

(~ωq − εq). (68)

Беручи до уваги, що

1

β

∑

ν

µ0
2(x,−x) =

∑

k,s

nk,s(1 − nk+q,s), (69)

та видiляючи внесок Гартрi–Фока

EHF = − 1

2V

∑

q

Vq

∑

k,s

nk,snk+q,s, (70)

представмо енерґiю основного стану моделi електрон-
ної рiдини в канонiчнiй формi:

E = Eid +EHF +Ecorr. (71)

Як випливає з виразiв (68)–(71), у наближеннi хао-
тичних фаз

ERPA
corr =

1

2β

∑

x

{

ln

[

1 +
Vq

V
µ0

2(x,−x)
]

− Vq

V
µ0

2(x,−x)
}

,

(72)

що збiгається з результатом традицiйної теорiї збу-
рень. Отже, ми встановили, що пiдсумовування без-
межних рядiв нерозбiжних дiяґрам збiгається iз су-
мою ряду найбiльш розбiжних дiяґрам (поляризацiй-
них) звичайної теорiї збурень. Це свiдчить про те, що
зображення статистичної суми в термiнах електронiв
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i плазмонiв, яке ми одержали, є правильним у межi
слабо неiдеальної системи.

Вiдмiннiсть нашого пiдходу вiд канонiчної теорiї
збурень полягає у виборi iншого нульового наближен-
ня (система вiльних електронiв i плазмонiв). Через те
пiсля засереднення за станами плазмонiв ми одержа-
ли ефективну S-матрицю зi слабкими двоелектронни-
ми взаємодiями

〈T Ŝ(ν)〉0,b = exp{−V̂s(ν) − ˆ̃Vl(ν)}, (73)

V̂s(ν) =
1

2βV

∑

q,ν

Vs(q)
∑

k1,k2

∑

s1,s2

∑

ν∗

1
,ν∗

2

a+
k1+q,s1

(ν∗1 + ν)

×a+
k2−q,s2

(ν∗2 − ν)ak2,s2
(ν∗2 )ak1,s1

(ν∗1 ),

ˆ̃Vl(ν) =
1

2βV

∑

q,ν

Ṽl(x)f̂xf̂−x; Ṽl(x) = Vl(q)c(x),

яка не може породити розбiжних дiяґрам.

V. НАБЛИЖЕННЯ ХАОТИЧНИХ ФАЗ
ЗА ПЛАЗМОНАМИ

У цьому роздiлi ми вийдемо за межi наближення
хаотичних фаз щодо електронних змiнних, розрахо-
вуючи середнє значення Ŝ-матрицi у формi (73). Ос-

кiльки оператор ˆ̃Vl(ν) описує слабку двоелектронну
взаємодiю, то використаймо теорiю збурень за степе-
нями цього оператора. При цьому оператор V̂s(ν) вра-
хуємо так, як у звичайному базисному пiдходi. Тодi з

точнiстю до квадрата оператора ˆ̃Vl(ν) маємо такий
розклад внеску до термодинамiчного потенцiялу:

− 1

β
ln〈T ˆ̃Sν〉a,b = Ωs + Ω1 + Ω2 + . . . , (74)

де

Ωs = Ωs
HF + Ωs

corr (75)

— парцiяльний внесок оператора V̂s(ν). Тут

Ωs
HF = − 1

2V

∑

q

Vs(q)
∑

k,s

nk,snk+q,s (76)

— внесок Гартрi–Фока вiд оператора V̂s(ν); а Ωs
corr–

кореляцiйний внесок оператора V̂s(ν) у наближеннi
локального поля:

Ωs
corr =

1

2βV

1
∫

0

dλ
∑

x

Vs(q){µs
2(x,−x|λ) − µ0

2(x,−x)}.

(77)

При цьому

µs
2(x,−x|λ) = µ0

2(x,−x) (78)
{

1 + λ
Vq

V
µ0

2(x,−x)[1 − y(q|q0) −Gs(x|λ)]
}−1

— парна двочастинкова кореляцiйна функцiя моде-
льної системи з короткосяжним потенцiялом двочас-
тинкових взаємодiй λVs(q), а Gs(x|λ) — динамiчна по-
правка на локальне поле цiєї моделi.

Ω1 i Ω2 — внески оператора ˆ̃Vl(ν) у першому i дру-
гому порядках теорiї збурень, а також змiшанi внески

вiд операторiв ˆ̃Vl(ν) та V̂s(ν):

Ω1 =
1

2βV

∑

x

Ṽl(x)η
0
2(x,−x) − 1

2βV 2

∑

x

Vs(q)Ṽl(x)ζ
0
2 (x,−x)ξ02(x,−x)

{

1 − Vs(q)

V
µs

2(x,−x)
}

− 1

4β2V 2

∑

x1,x2

Vs(q1)Ṽl(x2)ξ
0
4(x1,−x1, x2,−x2)

{

1 − Vs(q1)

V
µs

2(x1,−x1)
}

+ . . . ; (79)

Ω2 = − 1

4βV 2

∑

x

{Ṽl(x)η
0
2(x,−x)}2 − 1

8β2V 2

∑

x1,x2

Ṽl(x1)Ṽl(x2)η
0
4(x1,−x1, x2,−x2) + . . . .

У цих формулах µs
2(x,−x) ≡ µs

2(x,−x|1), a множник

1 − Vs(q)

V
µs

2(x,−x) (80)
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є не що iнше, як обернена функцiя дiелектричної проникности модельної системи з потенцiялом Vs(q). У
формулах (79) уведено кореляцiйнi функцiї базисної системи четвертого порядку:

η0
4(x1,−x1, x2,−x2) =

1

β
〈T{f̂x1

f̂−x1
f̂x2

f̂−x2
}〉зв0 ; (81)

ξ04(x1,−x1, x2,−x2) =
1

β
〈T{ρ̂x1

ρ̂−x1
f̂x2

f̂−x2
}〉зв0 .

Цi функцiї розраховано в роботi [24,25] шляхом зведення їх до µ0
3(x1, x2, x3) = 1

β 〈T{ρ̂x1
ρ̂x2

ρ̂x3
}〉зв0 ,

µ0
4(x1,−x1, x2, x2) = 1

β 〈T{ρ̂x1
ρ̂−x1

ρ̂x2
ρ̂−x2

}〉зв0 та функцiй нижчого порядку, спорiднених iз µ0
2(x,−x) та

η0
2(x,−x).
Ураховуючи внесок Ω0, у прийнятому наближеннi одержимо такий вираз для кореляцiйної енерґiї моделi

електронної рiдини:

Ecorr = Es
corr +

1

2

∑

q

{

~ωq − εq − V −1Vl(q)
∑

k,s

nk,s(1 − nk+q,s)
}

+
1

2βV

∑

x

Ṽl(x)η
0
2(x,−x)

− 1

4βV 2

∑

x

{Ṽl(x)η
0
2(x,−x)}2 − 1

2βV 2

∑

x

Vs(q)Vl(q)
ν2 + ε2q

ν2 + (~ωq)2
{µ0

2(x− x)}2
{

1 − Vs(q)

V
µs

2(x,−x)
}

(82)

− 1

4βV 2

∑

x1,x2

Vs(q1)
{

1 − Vs(q1)

V
µs

2(x1,−x1)
}

Ṽl(x2)ξ
0
4(x1,−x1, x2,−x2)

− 1

8βV 2

∑

x1,x2

Ṽl(x1)Ṽl(x2)η
0
4(x1,−x1, x2,−x2) + . . . .

Доданок Es
corr є внеском до кореляцiйної енерґiї ли-

ше за рахунок короткосяжних взаємодiй, а все решта
породжене далекосяжними взаємодiями.

VI. СТРУКТУРНИЙ ФАКТОР, БIНАРНА
ФУНКЦIЯ РОЗПОДIЛУ

I ПОПРАВКА НА ЛОКАЛЬНЕ ПОЛЕ

Як вiдомо, бiнарна функцiя розподiлу F2(r) є чут-
ливою до наближень, що використовують у розрахун-
ках, а тому вона вiдiграє роль тесту для нових тео-
ретичних пiдходiв. Для розрахунку ми використаємо
добре вiдоме спiввiдношення мiж бiнарною функцiєю
розподiлу та структурним фактором S(q):

F2(r) = 1 +
1

N − 1

∑

q

[S(q) − 1]eiqr. (83)

Величина S(q) − 1 є середнiм значенням оператора
Î2(q,−q) за станами системи й може бути зображе-
на у виглядi варiяцiйної похiдної термодинамiчного
потенцiялу за фур’є-зображенням кулонiвського по-
тенцiялу:

S(q) − 1 = N−1〈Î2(q,−q)〉H
= N−1Z−1Sp

{

Î2(q,−q) exp[−β(Ĥ − µN̂)]
}

(84)

= − V

Nβ

δ

δVq
lnZ =

V

N

δ

δVq
Ω.

Згiдно iз прийнятим розбиттям потенцiялу на два
складники, {S(q)− 1} теж зобразимо як два доданки

S(q) − 1 =
V

N

{

y(q|q0)
δΩ

δVl(q)
+ [1 − y(q|q0)]

δΩ

δVs(q)

}

≡ {S(q) − 1}s + {S(q) − 1}l. (85)

Практичний розрахунок структурного фактора й
бiнарної функцiї розподiлу вимагає конкретного ви-
бору функцiї y(q|q0), тобто параметрiв n та q0, а та-
кож попереднього розрахунку поправки на локальне
поле моделi з короткосяжною взаємодiєю Vs(q). Пара-
метр n доцiльно вибрати таким, щоб перенормований
(реальний) спектр плазмонiв у дiлянцi малих хвильо-
вих векторiв можна описати виразом {ω2

0 + 3
5q

2v2
F}1/2.

Щоб коефiцiєнт бiля q2 був правильним, слiд вибрати
n ≥ 4. Граничне хвильове число q0 повинно залежа-
ти вiд параметра неiдеальности. У роботах Д. Пайнса,
якi стосувались слабо неiдеального електронного га-
зу, використано спiввiдношення

q0 = kF0.47r1/2
s . (86)
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Ми встановили, що при виборi q0 у виглядi

q0 = kFr
1/2
s [a+ br1/2

s ]−1, (87)

a = 2.0; b = 0.6

одержуємо добрi результати для кореляцiйної енерґiї,
бiнарної функцiї розподiлу та структурного факто-
ра як у дiлянцi слабкої, так i сильної неiдеальности.
Iз загальних фiзичних мiркувань зрозумiло, що q0 не

може бути бiльшим за 2kF, адже в дiлянцi великих
хвильових векторiв плазмовi коливання згасають. А
тому вибiр q0 у формi (87) є цiлком прийнятним.

Оскiльки потенцiял Vs(q) є короткосяжним, має
змiст розрахувати поправку на локальне поле Gs(x)
у наближеннi Ґелдарта–Тейлора, тобто з точнiстю до
базисної кореляцiйної функцiї µ0

4(x1,−x1, x2,−x2). У
цьому наближеннi

Gs(x) = V −1
q [µ0

2(x,−x)]−2Re
∑

k1,k2

∑

s

Vs(k1 − k2)[nk1,s − nk1−q,s][nk2,s − nk2−q,s]{iν + εk1
− εk1−q}−1 (88)

×
{

[iν + εk2
− εk2−q]−1 − [iν + εk1

− εk1−q]−1
}

.

Використовуючи цилiндричнi системи координат для векторiв k1, k2, уводячи безрозмiрнi змiннi q, u та про-
iнтеґрувавши за кутом ϕ2, приведемо Gs(x) до рiзницi двох безрозмiрних 5-вимiрних iнтеґралiв,

Gs(x) = R1(q, u) −R2(q, u). (89)

При цьому

R1(q, u) =
1

2π
{2I2,0(q, u)}−2

2π
∫

0

dϕ

+1
∫

−1

dz1

+1
∫

−1

dz2

√
1−z2

1
∫

0

dρ1 ρ1

√
1−z2

2
∫

0

dρ2 ρ2f
(1)
q,u(z1, z2)w

−2
1 arctg

(w1

q∗0

)n

; (90)

w1 ≡ {(z1 − z2)
2 + ρ2

1 + ρ2
2 − 2ρ1ρ2 cosϕ}1/2;

f (1)
q,u(z1, z2) = Re

{

(

iu+ z1 −
q

2

)−1[(

iu+ z2 −
q

2

)−1

−
(

iu+ z1 −
q

2

)−1]
}

.

Iнтеґрал R2(q, u) визначений такими спiввiдношеннями:

R2(q, u) =
1

2π
{2I2,0(q, u)}−2

2π
∫

0

dϕ

+1
∫

−1

dz1

+1
∫

−1

dz2

√
1−z2

1
∫

0

dρ1 ρ1

√
1−z2

2
∫

0

dρ2 ρ2f
(2)
q,u(z1, z2)w

−2
2 arctg

(w2

q∗0

)n

; (91)

w2 = {(z1 − z2 − q)2 + ρ2
1 + ρ2

2 − 2ρ1ρ2 cosϕ}1/2;

f (2)
q,u(z1, z2) = Re

{

(

iu+ z1 −
q

2

)−1[(

iu+ z2 +
q

2

)−1

−
(

iu+ z1 −
q

2

)−1]
}

.

При цьому q∗0 ≡ k−1
F q0. Розрахунок поправки на локальне поле за формулами (90)–(91) можливий лише за

допомогою чисельного iнтеґрування. Проте асимптотику поправки при великих хвильових векторах, що якраз
i важливо в нашому варiянтi, знайти легко. Iз формули (88) при q � kF одержуємо:

Gs(q, u) ⇒ 4V −1
q

{

εqµ
0
2(x,−x)

}−2 ∑

k1,k2

∑

s

nk1,snk2,sVs(k1 − k2 − q)

+ 2V −1
q

{

µ0
2(x,−x)

}−2
(

~
2

2m

)2

ε−4
q

∑

k1,k2

∑

s

nk1,snk2,sVs(k1 − k2)(k1,q)(k2 − k1,q). (92)

Оскiльки |k1|, |k2| ≤ kF, а |q| � kF, то в першому доданку (92) потенцiял Vs(k1 − k2 − q) можна замiнити
на Vs(q) i винести з–пiд знака суми. У другому доданку перейдiмо вiд векторiв k1,k2 до k,q1 (покладаючи
k1 = k, k1 − k2 = q1). Унаслiдок цих перетворень одержуємо:
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Gs(q, u) ⇒ 4
{

εqµ
0
2(x,−x)

}−2 ∑

k1,k2

∑

s

nk1,snk2,s (93)

−2V −1(q)
{

µ0
2(x,−x)

}−2
(

~
2

m

)2∑

k,s

nk,s

∑

q1

Vs(q1)(k,q)(q1,q2)nk−q1,s.

Ураховуючи асимптотику µ0
2(x,−x) при великих хвильових векторах (µ0

2(x,−x) → 2Nε−1
q ) i обчислюючи суму

за вектором k у другому доданку формули (93), а саме:

∑

k,s

nk,snk−q1,s(k,q) =
1

2
(q,q1)

∑

k,s

nk,snk−q1,s =











1

2
(q,q1)N

{

1 − 3

4

q1
kF

+
1

16

( q1
kF

)3}

при q1 ≤ 2kF,

0 при q1 > 2kF,

(94)

отримуємо такий остаточний вираз для асимптотики
поправки на локальне поле в короткохвильовiй дiлян-
цi:

Gs(q, u) ⇒
1

2
− 1

π

2
∫

0

dq q2
{

1 − 3

4
q +

1

16
q3
}

arctg
( q

q∗0

)n

.

(95)

У випадку потенцiялу Кулона для слабо неiдеаль-
ної системи G(q, u) у такому наближеннi не залежить
вiд параметра rs i є унiверсальною функцiєю змiнних
(q, u) [26]. Її короткохвильова асимптотика дорiвнює
1/3 незалежно вiд значення частоти u. Асимптотика
Gs(q, u) досягає цього значення при q∗0 → 0. Функ-
цiя Gs(q, u) залежить вiд параметра неiдеальности, її
асимптотика при q � 2kF завжди бiльша за 1/3 i на-
ближається до значення 1/2 при q∗0 → 2. Така межа
характерна для слабких потенцiялiв, як уперше по-
казано у працi [27] на прикладi потенцiялу Юкави.
Зауважимо, що асимптотика поправки на локальне
поле для потенцiялу Кулона прямує до одиницi при
великих rs [17,28].

G (  ,  )q us

s

q
 0

 0.3

 0.4

 0.5
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20

1

r  =1, 2, 3, 5, 7, 10, 15, 20
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 0.2

Рис. 2. Динамiчна поправка на локальне поле модель-
ної системи з короткосяжною взаємодiєю Vs(q) у випадку
безрозмiрної частоти u = 0.1 для дiлянки 1 ≤ rs ≤ 20.

q

s

s uqG (  ,  )
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Рис. 3. Динамiчна поправка на локальне поле модель-
ної системи з короткосяжною взаємодiєю Vs(q) у випадку
безрозмiрної частоти u = 0.5 для дiлянки 1 ≤ rs ≤ 20.

На рис. 2, 3 наведено результати чисельного роз-
рахунку Gs(q, u) для n = 4 з вибором q∗0 за форму-
лою (87) для дiлянки 1 ≤ rs ≤ 20.0. Рис. 2 вiдповi-
дає майже статичному випадку (u = 0.1), а рис. 3 —
промiжному значенню частоти (u = 0.5). Як видно з
рисункiв, висота максимуму зменшується зi збiльшен-
ням rs, а його положення зсувається в дiлянку бiль-
ших хвильових чисел. ЗалежнiстьGs(q, u) вiд частоти
має аналогiчний характер. Зауважимо, що розрахова-
на поправка на локальне поле не перевищує значення
одиницi для розглянутої дiлянки параметра неiдеаль-
ности. Ми розрахували тривимiрний масив функцiї
Gs(q, u) в дiлянцi 1 ≤ rs ≤ 40.0 для чисельного роз-
рахунку енерґетичних та структурних характеристик
моделi.

VII. РЕЗУЛЬТАТИ РОЗРАХУНКУ
ХАРАКТЕРИСТИК МОДЕЛI

На рис. 4 наведено результати розрахунку окре-
мих складникiв розкладу (82) в наближеннi ξ04(. . .) =
η0
4(. . .) = 0 на iнтервалi 0 < rs < 40.0 у рiдберґах на

електрон. При цьому крива 1 вiдповiдає Es
corr, крива
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2 — наступному доданку (одна сума за вектором q),
крива 3 — внеску, пропорцiйному до η0

2(x,−x), крива
4 — внеску, пропорцiйному до {η0

2(x,−x)}2, крива 5 —
внеску, пропорцiйному добутку Vl(q)Vs(q). Для порiв-
няння зображено також кореляцiйну енерґiю, розра-
ховану методом Монте-Карло [29] (крива 6). Рисунок
iлюструє добру збiжнiсть розкладу (82), а також те,
що при великих значеннях rs визначальними є два
першi члени розкладу. На рис. 5 наведено порiвняння
розрахованої кореляцiйної енерґiї (суцiльна крива) з
результатами працi [29](точкова крива), а також з ре-
зультатом розрахунку в наближеннi хаотичних фаз
(штрих-пунктирна крива). Парцiяльнi внески корот-

косяжних (εs) та далекосяжних взаємодiй (εl =
5
∑

i=2

εi)

у кореляцiйну енерґiю зображено на рис. 6. Як бачи-
мо, в дiлянцi rs ≥ 8 внесок далекосяжних взаємодiй
переважає, що обґрунтовує вибiр базисної системи й
колективного опису в цiлому. При цьому внесок дале-
косяжних взаємодiй у повну енерґiю моделi переви-
щує за модулем внесок короткосяжних уже в дiлянцi
rs ≥ 5.

Як видно з таблицi 1, розрахована кореляцiйна
енерґiя в дiлянцi 1 ≤ rs ≤ 40.0 вiдхиляється вiд ре-
зультатiв методу Монте-Карло [29] (а також роботи
[30], у якiй зроблено акуратну апроксимацiю резуль-
татiв працi [29]) набагато менше, нiж знайдена в ба-
гатьох iнших роботах за допомогою напiваналiтичних
методiв.

rs 1 3 5 10 15 20 25 30 35 40

RPA 157.6 105.5 84.95 61.3 49.9 42.8

NP 115 81 65

H 131 86 69

STLS 124 75 56 36 22

TW 134 79 61

VS 112 75 35 21 12

EZ 122 73.8 56.0 37.0 23.6

I 117.4 71.1 53.8 35.0 26.5 21.3

CA 120.0 56.3 37.2 23.0

VWN 120.0 73.8 56.3 37.1 29.08 23.1 19.7 17.6 15.7 14.1

VK 119.7 72.9 54.2 32.6 22.3 16.2

(*) 133.30 76.48 57.05 37.10 28.44 23.46 20.20 17.92 16.28 15.09

Таблиця 1. Кореляцiйна енерґiя моделi електронної рiдини (−103εcorr(rs))

VWN — [30]; NP — [31]; H — [32]; STLS — [33]; TW — [34]; VS — [35]; EZ — [36]; I — [37]; VK — [16];
(*) — результати цiєї роботи.

rs 1 3 5 10 15 20 30

RPA −0.12

STLS 0.24 0.04 −0.02

VS 0.19 −0.04

Y 0.266 0.088 0.033

L 0.269 0.102 0.042 0.006

Z 0.302 0.143 0.081 0.032

I 0.279 0.128 0.070 0.011

O 0.264 0.111 0.066 0.022

VK 0.273 0.136 0.071 0.010

(*) 0.2895 0.1499 0.1022 0.0654 0.0484 0.0383 0.0219

Таблиця 2. Бiнарна функцiя розподiлу при r = 0

STLS — [33]; VS — [35]; I — [37]; L — [38]; Z — [39]; O — [40]; Y — [41]; VK — [16];
(*) — результати цiєї роботи.
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Рис. 4. Залежнiсть складникiв кореляцiйної енерґiї мо-
делi електронної рiдини (див. ф.(82)) — кривi 1–5 — вiд
параметра неiдеальности rs. Крива 6 — результати розра-
хунку методом Монте-Карло [29].
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Рис. 5. Кореляцiйна енерґiя моделi електронної рiди-
ни як функцiя параметра неiдеальности в рiзних набли-
женнях: штрих-пунктирна крива – наближення хаотичних
фаз, точкова крива — результати працi [29], суцiльна кри-
ва — данi цiєї роботи.
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Рис. 6. Порiвняння парцiяльних внескiв до кореляцiй-
ної енерґiї далекосяжних (εl) i короткосяжних (εs) взає-
модiй. MC — результати працi [29].
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Рис. 7. Кореляцiйний складник структурного фактора
моделi сильно неiдеальної електронної рiдини.

На рис. 7 зображено кореляцiйний складник струк-
турного фактора

Sc(q) = Sq − SHF(q), (96)

де

SHF(q) =











3

4

q

kF
− 1

16

( q

kF

)3

при q ≤ 2kF,

1 при q > 2kF.

(97)
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Як видно з рисунка, Sc(q) у довгохвильовiй дiлян-
цi має асимптотику − 3

4
q

kF

(точкова пряма), а тому Sq

має асимптотику S0(q) =
εq

~ωq
, яка повнiстю визнача-

ється внеском плазмонiв.
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Рис. 8. Бiнарна функцiя розподiлу моделi електронної рiдини на дiлянцi параметра неiдеальности 1 ≤ rs ≤ 10.
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Рис. 9. Бiнарна функцiя розподiлу моделi електронної рiдини в дiлянцi сильної неiдеальности.

Обчислена за формулою (83) бiнарна функцiя роз-
подiлу моделi зображена на рисунках 8 та 9. Вона не
має нефiзичних вiд’ємних значень на малих вiдста-
нях мiж електронами, а F2(0) асимптотично набли-
жається до нуля при дуже великих значеннях rs. Як
бачимо з рис. 9, бiнарна функцiя розподiлу в дiлянцi
сильної неiдеальности набуває рис, характерних для
функцiї розподiлу звичайних рiдин — чiтко вираже-
них максимумiв i мiнiмумiв, амплiтуда яких зростає
зi збiльшенням rs. У таблицi 2 наведено нашi, а також

iз робiт iнших авторiв значення бiнарної функцiї роз-
подiлу при r = 0 (F2(0)) залежно вiд rs, що є показни-
ком коректности використаних наближень i достовiр-
ности результатiв розрахунку iнших характеристик
моделi.

Наведенi результати розрахунку енерґетичних i
структурних характеристик при T = 0 K свiдчать про
ефективнiсть запропонованого варiянта колективного
опису моделi електронної рiдини в дiлянцi промiжної
та сильної неiдеальности.
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A NEW VARIANT OF THE COLLECTIVE DESCRIPTION
OF A STRONGLY NON-IDEAL ELECTRON LIQUID

M. V. Vavrukh, N. L. Tyshko
Ivan Franko National University of Lviv, Department for Astrophysics,

8 Kyryla i Mefodija St., Lviv, UA–79005, Ukraine

Formulated in this paper is a renormalized perturbation theory for the description of a strongly non-ideal
electron liquid in the collective approach. Long-range interactions are accounted in the framework of an electron-
plasmon model where the reference system is a model of free electrons and non-interacting plasmons that make
up for the missing divergent diagrams of the perturbation theory. A transformation from a canonical model of
the electron liquid to electron-plasmon model is performed within the transition operators. Within the developed
approach energy and structural characteristics of the electron liquid model in a wide range of coupling parameters
(0 < rs ≤ 30) have been studied.
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