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Проведено чисельний розрахунок радiяльних розподiлiв електронної густини в подвiйних
розплавах алюмiнiю з перехiдними металами залежно вiд концентрацiї компонент у системi.
Проаналiзовано найбiльш значущi величини вiдповiдно до наближення атомних сфер. По-
казано, що при побудовi ефективних електрон-йонних одновузлових потенцiялiв у випадку
подвiйних систем виникають вiдхилення вiд оптимальної поведiнки моделi. Цi вiдхилення є
досить малими i здебiльшого слабо впливають на електронну структуру.
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ВСТУП

Задачi, пов’язанi з розрахунками електронних
транспортних властивостей металiчних систем, ґрун-
туються на використаннi одновузлової Т-матрицi роз-
сiяння [1, 2], а розрахунок таких Т-матриць пов’яза-
ний iз знаходженням одновузлових електрон-йонних
потенцiялiв у прямому просторi [3].

Найпоширенiшою моделлю для побудови одновуз-
лових потенцiялiв є модель МТ-потенцiялу [4] та на-
ближення атомних сфер [5, 6]. У цiй статтi особливу
увагу придiлено застосуванню останнього наближен-
ня.

У наближеннi атомних сфер одновузловий
електрон–йонний потенцiял можна записати так:

ve−i(r ≤ RA) = −
Znucl

r
+

4π

r

∫ r

0

ρe(r
′)r′2dr′ +

+4π

∫ RA

r

ρe(r
′)r′dr′ + vxc(ρe(r)). (1)

Формула (1) — це рiвняння Кона–Шема [7], записа-
не для центрально-симетричного поля. Тут Znucl —
заряд ядра, ρe(r) — радiяльний розподiл електронної
густини, vxc(ρe(r)) — обмiнно-кореляцiйний потенцi-
ял [8–13] та RA — радiус атомної сфери, що визнача-
ється зi спiввiдношення

Znucl = 4π

∫ RA

0

ρe(r)r
2dr. (2)

Останнє рiвняння — це умова електронейтральности
атомної сфери.

У конденсованому станi радiяльний розподiл елек-
тронної густини вiдповiдає певному ефективному се-
редовищу, в яке занурений електрон. Самоузгоджена
процедура знаходження такого середовища фактично
базується на розв’язку рiвняння Кона–Шема, i тому
вона є громiздкою та вимагає застосування потужної

обчислювальної технiки. Використана ж в цiй працi
процедура, а саме, наближення атомних сфер, хоча
є несамоузгодженою, проте завдяки своїй простотi та
достатнiй точностi [6] широко використовується в роз-
рахунках електронних властивостей твердих тiл та їх
розплавiв.

I. НАБЛИЖЕННЯ АТОМНИХ СФЕР

ДЛЯ БIНАРНИХ РОЗПЛАВIВ

Першим необхiдним кроком при побудовi ефектив-
ного середовища, у якому рухається електрон у мета-
лi, є отримання “атомних” функцiй розподiлу елект-
ронної густини, що вiдповiдає атому цього металу в
неконденсованому станi. Такий розподiл можна знай-
ти, розв’язавши рiвняння Кона–Шема (1) (RA → ∞)
для електронiв цього атома в кулонiвському потенцi-
ялi ядра. Ця задача є досить складною та часоємною.
Тому в цiй роботi використано данi, якi отримав та
протабульовав Констанс [14,15] у межах наближення
атомних оболонок (ASA). Розподiл електронної гус-
тини для атома, який знаходиться в точцi з коорди-
натами R, у межах ASA, апроксимується розподiлом
Ґаусса

ρASA
e (r) =

∑

λ

qλ exp
[
−ξλ (R − r)

2
]
. (3)

Коефiцiєнти ξi та qi для низки елементiв — вiд пер-
шого до тридцять шостого — наведено в [14].

Ефективне середовище (екрануючий заряд), у яко-
му рухається електрон у процесi розсiяння на йо-
нi, як у межах теорiї МТ-потенцiялiв, так i в на-
ближеннi атомних сфер представляється суперпози-
цiєю “атомної” електронної густини цього йона та
“хвостiв” електронних густин решти йонiв металу в
серединi атомної сфери першого йона. Отже, для од-
новузлової густини заряду ефективного середовища
можна записати
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ρe(r) = ρASA
e (r) +

∑

Ri 6=0

ρASA
e (Ri − r). (4)

Тут Ri — координата i-ого йона. Слiд зазначити, що
ρe(r) визначена лише в серединi атомної сфери, тобто
на вiдстанях r < RA — атомного радiуса, який визна-
чається з умов електронейтральности вузла.

Зазначимо, що густина ρASA
e (r) (3) є центрально-

симетричною. Цей факт дозволяє застосувати до неї
α-розклад Льовдiна [16–18]. Тодi

ρe(r) = ρASA
e (r) −

1

2r

∑

Ri 6=0

1

|Ri|

∫ |Ri|+r

|Ri|−r

ρASA
e (r′)r′dr′.

(5)
У рiдкому металi вiдсутнiй дальнiй порядок. Якщо

ще припустити вiдсутнiсть хемiчного впорядкування,
то всi напрямки будуть рiвноправними, i тому спiв-
вiдношення (5) залежатиме лише вiд модуля радiус-
вектора

ρe(r) = ρASA
e (r)

−
1

2r

∫

V,R6=0

dR
N(R)

R

∫ R+r

|R−r|

ρASA
e (r′)r′ dr′, (6)

де N(R) — кiлькiсть частинок на вiдстанi R вiд цьо-
го йона. Використовуючи парну кореляцiйну функцiю
рiдкого металу G(R), вираз (6) можна записати так:

ρe(r) = ρASA
e (r)

−
2πn

r

∫ ∞

0

dR G(R)R

∫ R+r

|R−r|

ρASA
e (r′)r′ dr′. (7)

Тут n — кiлькiсть йонiв в одиницi об’єму.
Для багатокомпонентних металiчних розплавiв рiз-

нi йони матимуть рiзнi розподiли густини ρASA
e,α (r), а

отже, — рiзнi функцiї просторового розподiлу елект-
ронної густини. Тому, як видно з (7), вони матимуть
i рiзнi розподiли електронної густини для ефективно-
го середовища. У цьому випадку електронну густину
навколо йона α-типу можна записати так:

ρe,α(r) = ρASA
e,α (r)

−
2πn

r

∑

β

xβ

∫ ∞

0

dR Gαβ(R)R

∫ R+r

|R−r|

ρASA
e,β (r′)r′ dr′. (8)

Пiдсумовування в (8) вiдбувається за всiма компонен-
тами розплаву. Величини xα та Gαβ(R) — вiдноснi
концентрацiї та парцiяльнi парнi кореляцiйнi функцiї
компонент. Слiд зауважити, що для вiдносних кон-
центрацiй виконується правило

∑
α xα = 1.

Згiдно з такою теорiєю, розподiл електронної гус-
тини навколо окремого вузла представляється ρe,α(r)
на вiдстанях, менших за атомний радiус, та ρe,α(RA)
на вiдстанях бiльших за цей радiус. Отже, електронну
густину системи можна роздiлити на сталу в усьому
об’ємi металу величину n0

e та вiдхилення розподiлу
ρe,α(RA) вiд n0

e бiля центрiв розсiяння (йонiв). При
цьому значення обмiнно-кореляцiйного потенцiялу

V0 = Vxc(n
0
e), (9)

буде 0 для вiдлiку енерґiї, а внаслiдок того, що
обмiнно-кореляцiйний потенцiял є вiд’ємною величи-
ною, це викликає зсув дна валентної зони електронiв
вниз щодо вакуумного нуля. У моделi МТ-потенцiялу
та наближеннi атомних сфер такий потенцiял описує
плато [4].

Оптимальною поведiнкою моделi в подвiйних систе-
мах слiд уважати такий випадок, коли ρe,α(RA,α) =
ρe,β(RA,β) = n0

e, а ρe,α(RA,α) гладко виходить на кон-
станту n0

e.

II. НАБЛИЖЕННЯ ПЕРКУСА–ЄВIКА

ДЛЯ БАГАТОКОМПОНЕНТНИХ СИСТЕМ

Як показав Лeбовiтц [19], рiвняння Орнштайна–
Цернiке в наближеннi Перкуса–Євiка можна точно
розв’язати для багатокомпонентних систем. Застосу-
вавши “технiку факторизацiї”, Бакстер [20] показав,
що парцiяльнi структурнi фактори багатокомпонент-
них системи твердих сфер можна записати так:

S(q) = X
1/2[I − nX

1/2
c(q)X1/2]−1

X
1/2, (10)

де: S(q) — матриця парцiяльних структурних факто-
рiв системи {Sαβ(q)}, X — матриця вiдносних концен-
трацiй компонентiв {δα,βxα}, I — одинична матриця
{δα,β}, c(q) — матриця парцiяльних прямих кореля-
цiйних функцiї {cαβ(q)}. Елементи цiєї матрицi ви-
значенi таким рiвнянням:

cαβ(q) = −4π

[
Aαβ

SαSβ − CαCβ

q2
+ Bαβ

CαSβ + CβSα

q3
+ Dαβ

SαSβ

q4
+

+
4πα̃0

q4

(
CαCβdαdβ

4
+

SαSβ

q2
−

CαSβdα + CβSαdβ

2q

)]
. (11)

Тут використано такi позначення: Sα = sin(qdα/2) ; Cα = cos(qdα/2), де dα — дiяметр твердої сфери компо-
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ненти. Якщо ввести новi величини dαβ = 1

2
(dα + dβ) i ηp = 1

6
πn

∑
α xαdp

α, то коефiцiєнти Aαβ , Bαβ , Dαβ та α̃0,
що фiгурують в (11), можна записати так:

α̃0 = n
∑

γ

xγ

[
1 − η3 + 3dγη2

(1 − η3)2

]2

, β̃0 =
9η2

2 + 3η1(1 − η3)

(1 − η3)3
,

Aαβ =
dαβ(1 − η3) + 3

2
dαdβη2

(1 − η3)2
, Bαβ =

1

1 − η3

− β̃0dαdβ ,

Dαβ =
6η2 + 12dαβ(η1 + 3η2

2/(1− η3))

(1 − η3)2
. (12)

Добре вiдомо, що парцiяльнi структурнi фактори пов’язанi з вiдповiдними парними кореляцiйними функцi-
ями за допомогою просторового перетворення Фур’є, а саме:

Gαβ(R) = 1 − (xαxβ)−1/2 1

2πn

∫ ∞

0

[Sαβ(q) − δα,β ]
sin qR

qR
q2 dq. (13)

III. ЧИСЕЛЬНI РЕЗУЛЬТАТИ ДЛЯ РIДКИХ

СИСТЕМ AlxTM1−x

Розрахунки розподiлiв електронної густини навко-
ло вiдповiдних компонент бiнарних сплавiв проводи-
ли в припущенi, що концентрацiя розплаву n та вiд-
носнi концентрацiї складникiв xα пов’язанi спiввiдно-
шенням

n = [xαnα + xβnβ]−1 [nαnβ], (14)

де nα — концентрацiя чистого металу, яка вiдповiдає
найбiльшiй iз температур плавлення компонент. Дiя-
метр твердої кульки визначали з умови, що при тем-
пературi плавлення щiльнiсть упаковки чистого еле-
мента η = 0, 45.

За цих умов отримано низку залежностей розпо-
дiлiв електронних густин навколо рiзносортних ком-
понент сплавiв типу алюмiнiй-перехiдний метал (як
перехiдний метал обрано Fe, Ni та Cr ). Кожна лiнiя
вiдповiдає певнiй концентрацiї елементiв.

На рис. 1 зображено розподiл електронної густини
навколо ядра Al (в цьому випадку у сплавi AlxFe1−x).
Вiдзначимо, що при r → 0 розподiл електронної гус-
тини ρe,α(r) збiгається з розподiлом у вiльному ато-
мi, а саме ρASA

e,α (r) . Мiнiмальне значення розподiлу
вiдповiдає концентрацiї колективiзованих електронiв,
яку в грубому наближеннi можна вважати добутком
середньої валентности компонентiв на концентрацiю
розплаву, а на нескiнченностi розподiл електронної
густини прямує до повної концентрацiї всiх електро-
нiв у сплавi (в припущеннi, що вони рiвномiрно роз-
подiленi в усьому об’ємi розплаву).

Вiдзначимо, що лише на вiдстанi, що перевищує 70–
80% радiуса модельної твердої кульки, спостерiгаємо
вiдхилення ρe,α(r) вiд ρASA

e,α (r)( нагадаємо, що ρe,α(r)
визначена лише при r ≤ RA).

Враховуючи сказане вище, будемо розглядати роз-
подiли електронних густин навколо компонент спла-
вiв у промiжку мiж радiусом та дiяметром твердої

кулi, що наведенi на рис. 2 (вiдповiдають розподiлам
ρe,α(r) в дiлянцi, вiдзначенiй на рис. 1 прямокутни-
ком).

Рис. 1. Характерний розподiл електронної густини на-
вколо атома в металiчному роплавi (наведено ρe,Al(r) для
алюмiнiю в сплавi AlxFe1−x).
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На рис. 2 наведено оптимальнi значення n0
e найниж-

чої залежности (концентрацiйної) ρe,α(r) для рiзних
компонент сплаву. Оптимальнiсть полягає в тому, що

для знаходження цiєї величини використовуємо умо-
ву гладкого переходу електрон-йонного потенцiялу до
сталої величини на атомному радiусi.

Рис. 2. Розподiли електронної густини в сплавах AlxTM1−x в околi атомного радiуса RA.

З другого боку, умова електронейтральности еле-
ментарного об’єму металу є жорсткiшою за умову
гладкости потенцiялу. Залежностi величини n0

e вiд
концентрацiї компонент у розплавi в такому випадку
наведенi на рис. 3.

Вiдзначимо, що електронна густина на атомному
радiусi в рiзних компонент повинна збiгатися, оскiль-
ки в iншому випадку V0 не буде сталою величиною в
усьому об’ємi металу.

Умова гладкости потенцiялу (для системи
AlxFe1−x) (див. рис. 2) визначає такi значення n0

e

навколо рiзних компонент, якi не збiгаються та при-
водить до невиконання умови електронейтральности.

Величини n0
e, визначенi з умови електронейтраль-

ности, збiгаються, але при цьому ефективний одно-
вузловий потенцiял електрон–йонної взаємодiї не є
гладким.

Для системи AlxFe1−x значення електронної густи-
ни n0

e, отриманi з використанням рiзних умов знахо-
дження радiуса атомної сфери, є протилежними, нiж
це було для системи AlxFe1−x. Тут у першому випад-
ку (див. рис. 2) спостерiгаємо збiг, а у другому — роз-
бiжнiсть.

Для системи AlxCr1−x маємо збiг величини n0
e в

обох випадках, але значення атомних радiусiв для
двох умов вiдрiзняються.
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Такi вiдхилення вiд оптимальности знаходяться в
межах 5–8% (пiд оптимальною поведiнкою n0

e ми
розумiємо виконання умови електронейтральности
атомної сфери та умови гладкого переходу розподiлу
електронної густини в константу на межi атомної сфе-

ри, а також виконання умови рiвности n0
e для рiзних

компонентiв), i вони сумiрнi з похибками чисельного
розрахунку. З iншого боку, такi вiдхилення можуть
бути зумовленi використанням наближень: атомних
оболонок та твердих кульок.

Fe Ni

Cr
Рис. 3. Залежностi значення електронної густини на атомному радiусi компонент вiд їх концентрацiї в розплавах

типу AlxTM1−x.

ВИСНОВКИ

Отриманi в цiй роботi данi можна використати в
подальшому розрахунку енерґетичних та кiнетичних
характеристик електронної пiдсистеми невпорядкова-
них розплавiв типу AlxTM1−x. При цьому слiд ура-
ховувати всi вище наведенi зауваження i проводи-
ти оцiнку вiдхилень поведiнки розподiлу електронної
густини вiд оптимальної, бо у випадку їх наближення
до 10% вони можуть спричинити суттєвi вiдхилення в
остаточних результатах, як, наприклад, у значеннях

густини електронних станiв на рiвнi Фермi i, вiдповiд-
но, в значеннях електроопору.

Факт, що вiдхилення вiд оптимальної поведiнки
розподiлу електронної густини може бути спричине-
не не тiльки чисельною похибкою, а й застосуванням
обраної моделi, вимагає подальшого дослiдження.
Шляхами такого дослiдження можуть стати як ви-
користання iнших наближень для опису структур-
них функцiй металу (вихiд за межi моделi твердих
кульок), так i застосування iнших, бажано самоузго-
джених, методiв побудови ефективного середовища.
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THE RADIAL DISTRIBUTION OF ELECTRONIC DENSITY FOR BINARY ALLOYS OF

ALUMINIUM AND TRANSITION METALS

P. Yakibchuk
Ivan Franko National University of Lviv, Department for Physics of Metals,

8 Kyryla i Mefodija St., Lviv, UA–79005, Ukraine

A computation of the radial distribution of electronic density for binary alloys of aluminium and transition
metals is realized within its dependence on components concentration. The most significant values were analyzed
in consideration of the atomic sphere approximation. It was shown that some divergence from the optimal model
behavior occurred while the effective single-site electron-ion potential in the case of binary alloys was being built.
This divergence is sufficiently small and weakly affects the electronic structure in most cases.
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