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У наближеннi квадратичному за змiщеннями атомiв вiд вузлiв iдеальної кристалiчної ґрат-
ки одержано рiвняння для одноелектронної функцiї Ґрiна i знайдено його розв’язок. Розрахун-
ки енерґетичного спектра, його загасання та густини станiв виконано для лiнiйного ланцюжка
атомiв. Зроблено висновки про залежнiсть характеристик зонного спектра вiд ступеня неупо-
рядкування.
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I. ВСТУП

Дослiдження невпорядкованих систем мають уже
багатолiтню iсторiю [1–3]. У цiй галузi одержано ба-
гато важливих результатiв та є цiла низка дослiдних
методик. Серед них такi теоретичнi схеми, як набли-
ження жорстких зон, когерентного потенцiялу, вiрту-
ального кристала, за допомогою яких отримано бiль-
шiсть найвагомiших результатiв у цiй дiлянцi.

Водночас для невпорядкованих систем характер-
ною є значно бiльша рiзноманiтнiсть їхнiх власти-
востей та об’єктiв дослiдження, анiж для iдеальних
кристалiв. Тому ця галузь фiзики є такою, що по-
стiйно розвивається, а в уже вiдомих явищах вияв-
ляються ранiше невiдомi аспекти. Наприклад, пошук
нових напiвпровiдникiв часто здiйснюють у напрям-
ку синтезу складних багатокомпонентних матерiялiв.
Iнтерес до них зумовлений не лише можливiстю по-
єднання в них найрiзноманiтнiших фiзичних власти-
востей, але й можливiстю керувати ними, змiнюючи
їхнiй склад. Поряд iз прикладним значенням вивчен-
ня таких матерiялiв сприяє висвiтленню загальних
фiзичних закономiрностей i механiзмiв електронних
процесiв, якi вiдбуваються у твердих тiлах взагалi i,
як виявилось, у невпорядкованих зокрема. Так, на-
приклад, композицiйну невпорядкованiсть вивчають
уже давно. Проте лише недавно з’ясували, що в крис-
талах складних сполук, як наприклад InAsxSb1−x,
GaxIn1−xP чи InSb1−xBix, у яких спостерiгається та-
ка невпорядкованiсть стосовно атомiв (наприклад As
i Sb у InAsxSb1−x або Sb i Bi у InSb1−xBix, залеж-
нiсть ширини забороненої зони вiд умiсту компонент
є складною. Зокрема, ця ширина може бути бiльшою,
анiж ширина забороненої зони будь-якого iз складни-
кiв, наприклад, InSb i InAs. Таке явище, що одержа-
ло назву композицiйного прогину ширини забороне-
ної зони, дослiджували в багатьох працях i, зокрема,
в роботах [4,5].

Значно менше вивченими є невпорядкованi систе-
ми з безладом змiщень, невпорядкованiсть яких по-
в’язана з випадковими статичними змiщеннями ато-

мiв iз вузлiв iдеальної ґратки. Таку модель розгляда-
ли, аналiзуючи енерґетичний спектр поверхнi твердо-
го тiла й тонких плiвок [6,7]. Цей тип невпорядкова-
ности був виявлений також i у кристалах багатоком-
понентних оксидних сполук, що мають п’єзоелектрич-
нi, сеґнетоелектричнi чи феромагнетнi властивостi [8–
10], у яких атоми деяких сортiв зазнають випадко-
вих змiщень iз рiвноважних положень. Саме такими
змiщеннями пояснюється, зокрема, дифузне розсiю-
вання рентґенiвського випромiнювання цими криста-
лами, що проявляється в розширеннi дифракцiйних
лiнiй [10].

У нашiй роботi невпорядковану систему з безладом
змiщень дослiджено методом двочасових температур-
них функцiй Ґрiна у схемi сильного зв’язку. Така мо-
дель дає змогу врахувати на основi контрольованих
наближень вплив невпорядкування на електронний
енерґетичний спектр системи та його властивостi.

II. ГАМIЛЬТОНIЯН СИСТЕМИ

Розгляньмо одноелектронну задачу з гамiльтонiя-
ном

Ĥ =
p̂2

2m
+ V (r) , (1)

де V (r) =
∑
l

V (r−Rl), Ri — радiус-вектори, що ви-

значають положення атомiв твердого тiла.
Для гамiльтонiяна (1) побудуймо представлення

вторинного квантування, вибравши базисними функ-
цiями атомнi хвильовi функцiї. Для спрощення вико-
ристаймо лише одну таку функцiю, а для визначенос-
ти приймiмо її атомною хвильовою функцiєю s-стану.
Атомнi функцiї рiзних вузлiв вважатимемо наближе-
но ортогональними. Тодi

Ĥ =
∑
i,j

Hija
+
i aj , (2)
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де Hij =
∫
ψ∗(r−Ri)Ĥψ(r−Rj)dV ≈ εsδij +V (|Ri−

Rj |), V (|Ri −Rj |) =
∫
ψ∗(r−Ri)V (r)ψ(r−Rj)dV ≡

Vij , ψ(r−Ri) — атомна хвильова функцiя i-го атома,
Ri — радiус-вектор i-го атома, a+

i (aj) — оператори
породження (знищення) електрона на i(j)-му атомi.

Якщо атоми твердого тiла змiщенi з рiвноважних
положень R0

l на величину ul, то Rl = R0
l + ul. То-

дi матричнi елементи оператора V (r) у лiнiйному за
змiщеннями наближеннi будуть

V (|Ri −Rj |) ≈ V
(∣∣R0

i −R0
j

∣∣)
+
∑

γ

(
uγ

i − uγ
j

)
V γ
(
R0

i −Rγ
j

)
, (3)

де V γ
(
R0

i −R0
j

)
= ∂

∂(R0
i )

γ V
(∣∣R0

i −R0
j

∣∣) , i оскiльки

похiдна вiд парної функцiї є функцiєю непарною, то

V γ
(
R0

i −R0
j

)
= −V γ

(
R0

j −R0
i

)
. (4)

Тодi гамiльтонiян системи буде таким:

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ ′, (5)

де Ĥ0 =
∑
i,j

H0
ija

+
i aj ,

H0
ij = εsδij+V (|R0

i−R0
j |), Ĥ ′ =

∑
i,j,γ

(
uγ

i − uγ
j

)
V γ

ija
+
i aj .

III. РIВНЯННЯ ДЛЯ ФУНКЦIЙ ҐРIНА ТА
ЙОГО РОЗВ’ЯЗОК

Енерґетичний спектр системи знайдемо з функцiї
Ґрiна Gi,j =

〈〈
ai

∣∣a+
j

〉〉
, рiвняння для якої в енерґе-

тичному зображеннi є таким:

E
〈〈
ai

∣∣a+
j

〉〉
E

=
〈[
ai, a

+
j

]〉
+
〈〈[

ai, Ĥ
] ∣∣a+

j

〉〉
E
. (6)

Для гамiльтонiяна (5) воно набуває вигляду:

EGi,j = δi,j +
∑

n

H0
inGn,j +

∑
n,γ

(uγ
i − uγ

n)V γ
inGn,j . (7)

Здiйснивши перехiд у k-простiр, для функцiї
Gk,k′ = 1

N

∑
i,j

e−ikR0
iGi,je

ikR0
j одержимо таке рiвнян-

ня:

(E −Ho(k))Gk,k′ = δk,k′

+
1√
N

∑
q,γ

uγ(k− q)(V γ(q)− V (k))Gq,k′ , (8)

де H0(k), V γ(k) i uγ(k) — фур’є-зображення матрич-
них елементiв H0

ij , V
γ

ij i змiщення uγ
i . Рiвняння (8)

мiстить величини uγ(k − q)Gq,k′ , для яких слiд за-
писати новi рiвняння, що матимуть подiбнi конструк-
цiї вищих порядкiв. Цi рiвняння утворюють ланцю-
жок взаємопов’язаних рiвнянь, для яких можна знай-
ти лише наближений розв’язок. Ми також скориста-
ємося наближеним методом, що базується на вико-
ристаннi конфiґурацiйно-усереднених функцiй Ґрiна

й обривi ланцюжка рiвнянь за допомогою апрокси-
мацiї вищих функцiй Ґрiна нижчими. Застосувавши
метод послiдовних наближень для конфiґурацiйно-
усереднених функцiй Ґрiна, одержимо(

E −H(0)(k)
)
Gk,k′ = δk,k′

+
1√
N

∑
q,γ

V γ(q)− V γ(k)
E −H0(q)

uγ(k− q)δq,k′

+
1
N

∑
q,q′,γ,γγ′

(V γ(q)− V γ(k))(V γ′
(q′)− V γ′

(q))
E −H0(q)

× uγ(k− q) uγ′(q− q′) Gq′,k′ . (9)

До виразу uγ(k− q) uγ′(q− q′)Gq′,k′ рiвняння (9)
застосуймо розщеплення, що запропонував для амор-
фних магнетикiв Канейошi [11], яке часто використо-
вують у теорiї спiнових i електронних систем [12, 13].
У цьому наближеннi рiзнi ui вважаються незалежни-
ми, їх середнє значення, усереднене по всiй системi,
дорiвнює нулевi, а

uγ(k− q) uγ′(q− q′)Gq′, k′ ≈ uγ(k− q) uγ′(q− q′)

× Gq′, k′ δk,q′δγ,γ′ . (10)

Уважаючи, що розподiл змiщень |ui| можна опи-
сати функцiєю Ґаусса, знайдемо, що uγ (k − q) = 0, а
uγ(q) uγ(−q) = (uγ)2. Тодi рiвняння для усереднених
функцiй Ґрiна набирає вигляду:(

E −H0(k)− 1
N

∑
q,γ

(uγ)2
(Ṽ γ(q)− Ṽ γ(k))2

E −H0(q)

)
×Gk,k′ = δk,k′ , (11)

а його розв’язком є

Gk,k′ =
δk,k′

E −H0(k)− 1
N

∑
q,γ

(uγ)2 (Ṽ γ(q)−Ṽ γ(k))2

E−H0(q)

. (12)

У (11) i (12) враховано, що оскiльки V γ
ij є непарною

функцiєю, то V γ(k) = iṼ γ(k).
Рiвняння ж для спектра має вигляд

E −H0(k)− 1
N

∑
q,γ

(uγ)2

(
Ṽ γ(q)− Ṽ γ(k)

)2

E −H0(q)
= 0. (13)

Доданок

∑
(k, E) =

1
N

∑
q,γ

(uγ)2

(
Ṽ γ(q)− Ṽ γ(k)

)2

E −H0(q)
(14)

у (13) є таким, що вiдповiдає другому порядковi тео-
рiї збурень i при малих змiщеннях вiдiграє ту ж роль,
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що й масовий оператор квантової теорiї поля. Вiн має
особливостi на дiйснiй осi, видiлити якi можна, зро-
бивши замiну E=E+iδ. Тодi∑

(k, E) =
∑ ′

(k, E)− i
∑ ′′

(k, E) .

Дiйсна частина
∑ ′

(k, E) дорiвнює

∑ ′
(k, E) =

1
N
P
∑
q,γ

(uγ)2

(
Ṽ γ(q)− Ṽ γ(k)

)2

E −H0(q)
, (15)

визначає змiни спектра, пов’язанi зi змiщеннями ато-
мiв iз рiвноважних положень. Уявна ж частина∑ ′′

(k, E) =
π

N

∑
q,γ

(uγ)2
(
Ṽ γ(q)− Ṽ γ(k)

)2

× δ
(
E −H0(q)

)
(16)

пов’язана зi загасанням спектра.
Важливою характеристикою енерґетичного стану

електрона в невпорядкованiй системi є його густина
станiв. Вона доступна для безпосереднього експери-
ментального визначення, за її допомогою можна вста-
новити ряд важливих характеристик системи, i крiм
того, вона належить до самоусереднюваних величин.
Густина електронних станiв виражається через фун-
кцiю Ґрiна, як ρ(E) = Sp ImGk,k′ .

Узявши шпур вiд уявної частини функцiї Ґрiна,
одержимо

ρ(E) =
1
N

∑
k

∑′′ (k, E)(
E −H0(k)−

∑′(k, E)
)2

+
(∑′′(k, E)

)2 .
(17)

IV. ОДНОВИМIРНА ҐРАТКА

Для прикладу застосуймо одержанi результати до
одновимiрного ланцюжка атомiв з постiйною ґратки
a. Врахувавши взаємодiю лише мiж найближчими су-
сiдами й непарнiсть функцiї V γ(r), знайдемо, що

Ṽ γ(q) = Im
∑

i

V γ(Ri)e−iqRi

= −2V γ
i,i+1 sin qa = −2V γ sin qa. (18)

Спектр упорядкованого ланцюжка атомiв, для яко-
го Σ(q, E) = 0, визначаємо виразом

H0(q) = εs − 2V cos qa. (19)

Тодi

∑
′(k,E) =

2
∑
γ

(uγ)2(V γ)2

π

×
+π∫

−π

sin2 qa+ sin2 ka+ 2 sin ka sin qa
E − εs + 2V cos qa

d (qa) . (20)

Виконавши iнтеґрування, знайдемо, що при (E −
εs)2 < 4V 2,

∑
′(k,E) =

∑
γ

(uγ)2 (V γ)2

V 2
(E − εs) = c(E − εs). (21)

∑ ′ (k,E) у виразi (21) визначена через безрозмiрну

величину c =

P
γ

(uγ)2(V γ)2

V 2 , якою можна характеризу-
вати мiру безладу в системi. Урахувавши (21), спектр
набирає вигляду

E = εs − 2
V

1− c
cos ka. (22)

Вiдзначимо, що вираз (22) описує розширення енер-
ґетичних зон, характерне для топологiчно невпоряд-
кованих систем (див., наприклад [14, 15]).

При умовi (E − εs)2 > 4V 2

∑
′(k,E) =

−c√
(E − εs)2 − 4V 2

×
(
(E − εs)2 − 4V 2 − 4V 2 sin2 ka

)
+ c(E − εs), (23)

а рiвняння для спектра є таким:

(E − εs)(1− c) + 2V cos ka = − c√
(E − εs)2 − 4V 2

×
(
(E − εs)2 − 4V 2 − 4V 2 sin2 ka

)
. (24)

Його наближенi розв’язки, коли |E − εs| близьке до
2V , при E = εs + 2V + ∆E

∆E = c2V
sin4 ka

(1− c+ cos ka)2
, (25)

i при E = εs − 2V −∆E

∆E = c2V
sin4 ka

(1− c− cos ka)2
, (26)

збiгаються iз чисельним розв’язком рiвняння (24) у
всiх точках, крiм особливих точок виразiв (25) i (26),
iз яких видно, що цi поправки мiстять лише наступ-
нi вiд урахованих у цiй роботi внески. Тому в набли-
женнi, прийнятому в роботi, поправки до спектра при
умовi (E − εs)2 > 4V 2 вiдсутнi.

Загасання спектра визначається уявною частиною
масового оператора, який для лiнiйного ланцюжка
атомiв набирає вигляду

Σ′′(k,E) = 2 c V 2

π∫
−π

(sin2 qa+ sin2 ka+ 2 sin ka · sin qa)

× δ ((E − εs) + 2V cos qa) d (qa) . (27)

Виконавши iнтеґрування, знайдемо, що
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∑ ′′
(k,E) = c

4V 2(1 + sin2 ka)− (E − εs)
2√

4V 2 − (E − εs)
2

.
(28)

Як випливає iз (28), загасання в системi є, якщо
(E − εs)2 < 4V 2 , а, пiдставивши у (28) вираз для
спектра, знайдемо, що в наближеннi, квадратичному

за змiщеннями, воно дорiвнює:

Γ = 4cV |sin ka| . (29)

Густину станiв знайдемо iз (17), пiдставивши вiдпо-
вiднi вирази для дiйсної та уявної частини масового
оператора,

ρ(E) =
1
N

∑
k

∑ ′′
(k,E)

((E − εs) + 2V cos ka−
∑ ′ (k,E))2 + (

∑ ′′ (k,E))2
. (30)

Зважаючи на те, що
∑ ′

(k,E) = c (E − εs), а
∑ ′′

(k,E) = 4cV |sin ka| , одержимо для ρ(E) такий вираз:

ρ (E) =
2c
π

π∫
−π

d(ka)
V |sin ka|

((E − εs) (1− c) + 2V cos ka)2 + (4V sin ka)2
, (31)

Рис. 1. Густина станiв електронiв як функцiя збезроз-
мiреної енерґiї (E − εs) /V при εs = 0 для рiзних значень
ступеня безладу c = Σγ(uγ)2 (V γ)2 /V 2, c = 0.01 — кри-
ва 1, c = 0.05 — крива 2, c = 0.1 — крива 3.

Результати числового розрахунку густини станiв
зображено на рисунку, на якому графiк кожної на-

ступної залежности ρ (E) змiщений щодо попередньо-
го на п’ять одиниць уздовж осi ординат.

ВИСНОВКИ

Для невпорядкованої системи з безладом змiщень
у моделi сильного зв’язку з базисом атомних фун-
кцiй s-стану одержано рiвняння для функцiї Ґрiна
i в наближеннi, квадратичному за змiщеннями ато-
мiв вiд рiвноважного положення, знайдено його роз-
в’язок. Усереднена за всiма конфiґурацiями функцiя
Ґрiна використана для знаходження спектра, його за-
гасання та густини станiв одновимiрного ланцюжка
атомiв. Установлено, що ширина зони, яка описується
виразом (22), лiнiйно зростає зi збiльшенням ступеня
безладу. Загасання спектра також лiнiйно зростає зi
збiльшенням безладу, а густина станiв при змiнi сту-
пеня безладу характер своєї поведiнки змiнює мало,
зокрема, на границi зони вона, як це характерно для
одновимiрних систем, рiзко зростає, а потiм швидко
спадає. При цьому її значення зi збiльшенням ступе-
ня невпорядкування зменшується, а iнтервал енерґiй,
у якому її визначено, розширюється.

Автор висловлює подяку професорам I. О. Вакар-
чуковi та В. М. Ткачуковi за увагу до роботи й обго-
ворення її результатiв.
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ENERGY SPECTRUM AND DENSITY OF STATES
FOR A DISORDERED TIGHT-BINDING MODEL WITH DISPLACEMENTS DISORDER

O. M. Voznyak
The Pre-Carpatian Vasyl Stefanyk University, Chair of Solid State Physics,

57 Shevchenko St., Ivano-Frankivsk, UA–76025, Ukraine

An equation for one-electron Green’s function has been obtained and its solution has been found within the
quadratic approximation for the atomic displacements from the sites of a regular crystal lattice. A calculation of
the energy spectrum, its damping and density of states has been performed for a linear atomic chain. A relation
of the characteristics of the band spectrum on the degree of disorder has been found.
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