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Запропоновано теорiю екситонного спектра в цилiндричнiй нанотрубцi. На основi моделi
прямокутних потенцiялiв i ефективних мас електрона й дiрки методом Бете знайдено спектр
зв’язаних екситонних станiв у нанотрубцi.

Розрахована енерґiя основного стану екситона в наносистемi InP/InAs/InP задовiльно ко-
релює з експериментальними вимiрами.
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I. ВСТУП

Хоча iнтенсивнiсть вивчення фiзичних процесiв у
наносистемах не зменшується, однак iнтерес до кван-
тових точок, дротiв та плiвок виявляється не рiвно-
мiрний. Так, останнiм часом знову збiльшилася кiль-
кiсть дослiджень складних рiзновидiв квантових дро-
тiв узагалi й цилiндричних нанотрубок зокрема [1–9].

Якщо теорiя електронного, дiркового й фононного
спектрiв та взаємодiї цих квазiчастинок мiж собою у
складних коаксiяльних квантових дротах в основно-
му створена [10–12], то послiдовної теорiї екситонного
спектра, не кажучи про теорiю екситон–фононної вза-
ємодiї, у таких системах поки що немає взагалi.

Вiдсутня й теорiя екситонного спектра в нанотруб-
ках, хоча недавно з’явилася праця [9], де експери-
ментально отримано екситонний спектр у нанотрубцi
InP/InAs/InP та наведено першi теоретичнi оцiнки в
межах найпростiшої моделi.

Метою пропонованої статтi є побудова послiдовної
теорiї екситонного спектра у квантових нанотрубках,
яка б ураховувала в екситонному спектрi не лише
адитивну суму електронних i дiркових енерґiй, але й
кулонiвську взаємодiю цих квазiчастинок. Очевидна
складнiсть цiєї задачi полягає в тому, що при побудовi
послiдовної теорiї доведеться враховувати аксiяльну
симетрiю наносистеми i сферичну симетрiю електрон-
дiркової взаємодiї, яка є дуже важливою, оскiльки са-
ме вона забезпечує зв’язаний стан екситонного елек-
трона й дiрки мiж собою у квантовiй нанотрубцi.

II. ГАМIЛЬТОНIЯН I СПЕКТР ЕКСИТОНА
В ЦИЛIНДРИЧНIЙ КВАНТОВIЙ ТРУБЦI

Розглянуто наногетеросистему (рис. 1), яка склада-
ється з двох коаксiяльних напiвпровiдникових цилiнд-
ричних квантових дротiв, розташованих у зовнiшньо-
му середовищi. Уважається, що неузгодженiсть пос-
тiйних ґраток та рiзниця дiелектричних проникнос-
тей контактуючих середовищ настiльки незначна, що

справджується модель ефективної маси i прямокут-
них потенцiялiв для електрона й дiрки [12].
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Рис. 1. Геометрична схема нанотрубки (а) та потенцiя-
льнi енерґiї електрона й дiрки (б).

Будемо вивчати експериментально реалiзовану сис-
тему [9], у якiй матерiяльнi параметри внутрiшньої
дротини й зовнiшнього середовища однаковi, а труб-
ки — iншi. При цьому потенцiял електрона й дiрки у
трубцi менший, нiж за нею, тобто вона є квантовою
ямою для обох квазiчастинок (рис. 1). Отже, ефек-
тивнi маси, дiелектричнi проникностi й потенцiяльнi
енерґiї електрона й дiрки в усiх середовищах наносис-
теми вважаються вiдомими i в цилiндричнiй системi
координат iз вiссю OZ уздовж аксiяльної осi наносис-
теми визначаються так:
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Гамiльтонiян взаємодiючих електрона й дiрки в дослiджуванiй наносистемi з урахуванням ширини заборо-
неної зони (Eg1) середовища трубки в цилiндричнiй системi координат має вигляд
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де всi позначення очевиднi, а потенцiяльна енерґiя
взаємодiї електрона з дiркою є такою:

U(re, rh) = − e2

ε(re, rh)
√

(ze − zh)2 + (ρe − ρh)2
, (3)

(re,h = ρe,h + ze,hnz).

Звичайно, знайти точний розв’язок стацiонарного
рiвняння Шрединґера,

Ĥψ(re, rh) = Eψ(re, rh), (4)

неможливо, тому застосуймо такий наближений ме-
тод.

У просторi трубки, де, в основному, i буде рухатись
екситон, перейдiмо вiд змiнних ze, zh до змiнних у сис-
темi центра мас за спiввiдношеннями
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Тепер гамiльтонiян (2) матиме вигляд
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+Ĥe(ρe) + Ĥh(ρh), (6)

де

M = m(1)
e +m

(1)
h , µ =

m
(1)
e m

(1)
h

m
(1)
e +m

(1)
h

(7)

— вiдповiдно ефективна маса повздовжнього руху ек-
ситона як цiлого та наведена маса внутрiшнього руху
електрона й дiрки вздовж осi OZ.

Гамiльтонiяни Ĥe(ρe) та Ĥh(ρh) описують рух елек-
трона й дiрки у площинi, перпендикулярнiй до осi OZ

Ĥe,h(ρe,h) = −~
2

2
∇ρ

e,h

1

me,h
∇ρ

e,h
+ve,h(ρe,h). (8)

Оскiльки рух екситона здiйснюється, в основному,
в трубцi, де можна вважати ε(re, rh) ≈ ε1, то в цьому
наближеннi рух центра мас екситона вздовж осi OZ
вiддiляється
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2M
ψP(z) = − ~

2
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так, що енерґiя (EP) i хвильова функцiя ψP(z) по-
здовжнього руху екситона будуть

EP =
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2M
, ψP(Z) =

1√
2π~

eiPZ/~. (10)

Розв’язками рiвнянь Шрединґера для плоского ру-
ху невзаємодiючих мiж собою електрона i дiрки,
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(ρe,h) = E⊥

ne,hme,h
ψne,hme,h

(ρe,h), (11)

з урахуванням умов нормування й неперервности хвильових функцiй та потокiв їх густин визначаються самi
цi функцiї
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)
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де ne,h,me,h — радiяльнi та магнетнi квантовi числа вiдповiдно,
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Розв’язки дисперсiйних рiвнянь (iндекси бiля магнетних чисел для спрощення запису опущенi),

k
(1)
m

m(1)
Im(k(0)

m ρ0)J
′
m(k(1)

m ρ0) −
k

(0)
m

m(0)
I ′m(k(0)

m ρ0)Jm(k(1)
m ρ0)

k
(0)
m

m(0)
I ′m(k(0)

m ρ0)Nm(k(1)
m ρ0) −

k
(1)
m

m(1)
Im(k(0)

m ρ0)N
′
m(k(1)

m ρ0)

(15)

=

k
(1)
m

m(1)
Km(k(0)

m ρ1)J
′
m(k(1)

m ρ1) −
k

(0)
m

m(0)
K ′

m(k(0)
m ρ1)Jm(k(1)

m ρ1)

k
(0)
m

m(0)
K ′

m(k(0)
m ρ1)Nm(k(1)

m ρ1) −
k

(1)
m

m(1)
Km(k(0)

m ρ1)N
′
m(k(1)

m ρ1)

,

визначають енерґетичнi рiвнi E⊥
ne,hme,h

електрона (дiрки) у русi в площинi, перпендикулярнiй до осi OZ.

Тепер у повному гамiльтонiянi системи (6) ще необ-
хiдно видiлити енерґiю внутрiшнього руху екситона
вздовж z-ої осi. Як видно з третього доданка гамiль-
тонiяна (6), вiн є тим потенцiялом, який зв’язує внут-
рiшнiй рух екситона як уздовж осi Oz, так i в перпен-
декулярнiй до неї площинi. Через складну залежнiсть
потенцiялу не лише вiд z, а ще й вiд |ρe−ρh|, з ним не-
можливо точно розв’язати рiвняння Шрединґера для
z-ої компоненти окремо. У зв’язку з цим скористає-
мось методом Бете, або, як цей пiдхiд названо у книзi
I. О. Вакарчука [13], “моделлю з малим парaметром,
створеним з нiчого”. Отже, у гамiльтонiянi (6) додамо
й вiднiмемо потенцiял

U(z) = − U0

ch2(z/a)
, U0 =

e2

ε1a
(16)

з варiяцiйним параметром a. Такий потенцiял, з одно-
го боку, має основнi властивостi потенцiялу взаємодiї
електрона й дiрки, тому в сумi з кiнетичною енерґi-
єю z-ої компоненти вiн дасть енерґiю зв’язаного ста-

ну (E
||
n), а з другого боку, в рiзницi з потенцiялом

електрон-дiркової взаємодiї вiн дасть уже досить ма-
лу величину в розумiннi теорiї збурень

∆U =
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(17)

− e2

ε(1)
√
z2 + (ρe − ρh)2 + 4ρeρh sin2(ϕe − ϕh)

.

Отже, оскiльки рiвняння Шрединґера

Ĥ||ψn(z) = E(0)
n ψn(z) (18)

з гамiльтонiяном

Ĥ|| = − ~
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2µ
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∂z2
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має точний розв’язок [14] для енерґiї E
(0)
n
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,

n = 0, 1, 2, . . . (21)

та для хвильової функцiї

ψn(ξ) = (1 − ξ2)εn/2 (22)

× F

(
εn − S, εn + S + 1, εn + 1,

1 − ξ

2

)
,

де ξ = th(z/a), то гамiльтонiян (6) уже можна подати
у виглядi

Ĥ = Ĥ0 + ∆̂U, (23)

де

Ĥ0 = ĤP + Ĥ|| + Ĥe + Ĥh +Eg1 (24)

— основна частина, а (∆̂U) — збурення, що визнача-
ється формулою (17).

Тепер енерґiя екситона (E(0)(a,P)) в нульовому на-
ближеннi, як функцiя варiяцiйного параметра a, дає-
ться виразом

E(0)(a,P) = E(0)
n (a) +Ene,me

+Enh,mh
+

P2

2M
+Eg1, (25)
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а хвильовi функцiї
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nhmh

(n,P , a) = ψP(Z)ψn(a, z)ψneme
(ρe, ϕe)ψnhmh

(ρh, ϕh) =

∣∣∣∣
neme

nhmh
nP

〉
(26)

через ψn(a, z) також залежать вiд параметра a.
Поправка (∆E(0)(a)) до енерґiї внутрiшнього руху екситона E(0)(a) знаходиться на хвильових функцiях (25)

як дiягональний матричний елемент

∆Eneme
nhmh

(n, a) =

〈
n
neme

nhmh

∣∣∣∣
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∣∣∣∣
neme

nhmh
n

〉
. (27)

У результатi аналiтичного розрахунку енерґiя
внутрiшнього поздовжнього руху екситона (скорель-
ованого взаємодiею електрона й дiрки) буде також
функцiєю параметра a

Eneme

nhmh
(n, a) = E(0)

n (a) + ∆Eneme

nhmh
(n, a)

= E(0)
n (a) + ∆En(a) + ∆Eneme
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(n, a), (28)

де

∆En(a) = U0

∞∫

0

|ψn(a, z)|2ch−2(z/a)dz, (29)
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(a) = − 4
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ρedρe
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0

ρhdρh

π/2∫

0
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× |ψn(a, z)|2|ψneme
(ρe)|2|ψnhmh

(ρh)|2√
z2 + (ρe − ρh)2 + 4ρeρh sin2 ϕ

. (30)

Знайшовши значення ā, яке реалiзує мiнiмум
Eneme

nhmh
(n, ā) = Eneme

nhmh
(n), отримуємо кiнцевi вирази

для енерґетичного спектра

Eneme

nhmh
(n,P) = Eneme

nhmh
(n) +Eneme

+ Enhmh
+E(1)

g +
P2

2M
(31)

i хвильових функцiй

ψneme

nhmh
(n,P) = ψneme

(ρe, ϕe)ψnhmh
(ρh, ϕh)

× ψn(z)ψP(Z) (32)

екситона в цилiндричнiй квантовiй трубцi.
Подальший розрахунок спектра й аналiз його влас-

тивостей виконується числовими методами для кон-
кретних наногетеросистем з вiдповiдними фiзичними
й геометричними параметрами.

III. АНАЛIЗ ЕКСИТОННОГО СПЕКТРА
У КВАНТОВIЙ ТРУБЦI

Розрахунок спектра i хвильових функцiй екситона
в цилiндричнiй нанотрубцi виконано для наносисте-
ми InP/InAs/InP, яка отримана й експериментально

дослiджена у працi [9], де основа квантової нанотруб-
ки мала шестикутну форму. Фiзичнi параметри на-
носистеми такi. Ефективна маса електрона та дiрки,

вiдповiдно, m
(0)
e = 0.07m0, m

(0)
h = 0.6m0 у середо-

вищi InP; m
(1)
e = 0.027m0, m

(1)
h = 0.41m0 у середо-

вищi InAs. Глибина потенцiяльної ями для електрона
ve = 330 meV, для дiрки vh = 520 meV. Сталi ґраток
aInP = 0.5869 нм, aInAs = 0.5660 нм.

Щоб вияснити властивостi екситонного спектра за-
лежно вiд геометричних розмiрiв нанотрубки, за фор-
мулою (27) розраховано всi складники екситонної
енерґiї. Результати розрахунку такi.

На рис. 2 наведено залежнiсть варiяцiйного пара-
метра a вiд величини ρ0 при рiзних заченнях товщи-
ни шару — ями ∆, а на вкладцi показано, що пара-
метр a реалiзує мiнiмум екситонної енерґiї (Eneme

nhmh
=

965, 67 meV) при тих геометричних розмiрах нанот-
рубки, якi були в експериментi [9].

На рис. 3,а,б,в наведено залежнiсть енерґiй (Ee,h
n,m)

поперечного руху електрона (а) й дiрки (б) та енерґiї
∆Eneme

nhmh
зв’язку електрона й дiрки вiд внутрiшнього

радiуса (ρ0) нанотрубки при рiзних її товщинах ∆.
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Рис. 2. Залежнiсть параметра a вiд ρ0 при рiзних зна-
ченнях ∆ та залежнiсть повної енерґiї екситона E10

10 вiд
параметра a.
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Iз рис. 3 видно такi основнi властивостi спектра.
1. Зi змiною величини внутрiшнього радiуса (ρ0) на-

нотрубки, незалежно вiд величини ∆, основний енер-
ґетичний рiвень змiнює своє положення у шкалi енер-
ґiй вiд того, яке вiн має у квантовому дротi радiуса
∆, до того, яке вiн має у плоскiй плiвцi товщиною ∆.
Цього, звичайно, i слiд було чекати з фiзичних мiр-
кувань.

2. Унаслiдок того, що при зiбльшеннi ширини ями
∆ (однакової для нанотрубки i квантової плiвки) ос-
новнi рiвнi в нанотрубцi i квантовiй плiвцi опускаю-
ться з рiзною швидкiстю (що видно з рисунка), то i
картина еволюцiї електронного й дiркового спектрiв
у дiлянцi малих (∆ ≤ 10 нм) i великих (∆ > 10 нм)
значень ∆ суттєво рiзна.

3. У дiлянцi товщин нанотрубки ∆ > 10 нм поло-
ження основних рiвнiв електрона i дiрки практично
збiгаються з їхнiми значеннями у плоскiй квантовiй
плiвцi.

Зi зменшенням величини ∆ основнi рiвнi обох ква-

зiчастинок змiщуються в дiлянку менших енерґiй i,
проходячи через мiнiмум, далi наближаються до по-
ложення основних рiвнiв у квантовому дротi радiуса
∆, якщо вони розташованi над рiвнями у квантовiй
плiвцi, або цей мiнiмум досягається при ∆ → 0, якщо
рiвень у квантовому дротi розташований нижче вiд
рiвня у квантовiй плiвцi.

На рис. 3,в наведено залежнiсть енерґiї зв’язку ек-
ситона вiд величини внутрiшнього радiуса (ρ0) нано-
трубки при рiзних заченнях її товщини ∆. Як видно,
зменшення ρ0 при ∆ = const збiльшує енерґiю зв’язку
екситона, оскiльки приводить до бiльшої його просто-
рової локалiзацiї. Абсолютна величина енерґiї зв’язку
екситона при товщинi трубки 1–5 нм на два поряд-

ки менша, нiж енерґiї Ee,h
10 електрона чи дiрки, то-

му й залежнiсть енерґiї основного екситонного стану
(E10

10 ) вiд геометричних параметрiв нанотрубки, в ос-
новному, зумовлена особливостями поведiнки енерґiй
основних станiв електрона i дiрки, що видно з рис. 4.
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Рис. 3. Залежнiсть складникiв екситонної енерґiї Ee

10 (a), Eh

10 (б), ∆E10

10 (в) вiд радiуса нанотрубки (ρ0) при рiзних
товщинах ∆.
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Рис. 4. Залежнiсть енерґiї основного стану екситона E10

10 вiд радiуса нанотрубки (ρ0) при рiзних значеннях
її товщини ∆.

Iз цього ж рисунка 4 видно, що теоретично розра-
хована величина екситонної енерґiї в нанотрубцi тов-
щиною ∆ = 1, 5÷2, 5 нм непогано узгоджується з екс-
периментальним [9] положенням пiка у шкалi енерґiй
(Eexp ∼ 860 meV ± 40 meV).

Подальше точнiше врахування геометричних ха-

рактеристик нанотрубки, електрон– та екситон–
фононної взаємодiй та взаємодiї з рiзними домiшка-
ми в теоретичнiй моделi, а також полiпшення експе-
риментальних можливостей зi створення бiльш одно-
рiдних (особливо за розмiрами) нанотрубок дає надiю
на добре узгодження теорiї й експерименту.
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THE EXCITON SPECTRUM IN A CYLINDRICAL QUANTUM NANOTUBE

M. V. Tkach, O. M. Makhanets, A. M. Gryschuk
Fedkovych Chernivtsi National University,

2, Kotsyubynskoho St., Chernivtsi, UA–58012, Ukraine

e-mail: theorphys@chnu.cv.ua

A theory of the exciton spectrum in the cylindrical nanotube is proposed in the paper. The spectrum of bound
exciton states in a nanotube is obtained in the framework of rectangular potentials and electron and hole effective
masses within the Bethe method.

The energy of the exciton ground state calculated for the InP/InAs/InP nanosystem is in good correlation
with experimental data.
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