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ВСТУП

Формування великомасштабної структури Всесвi-
ту є центральною проблемою сучасної космологiї. До
її елементiв вiдносять галактики, скупчення та над-
скупчення галактик, порожнини в їх розподiлi, хма-
ри нейтрального водню в мiжгалактичному середо-
вищi (Lyα хмари), збурення густини, швидкостi та
метрики-простору часу в епоху космологiчної реком-
бiнацiї, якi зумовлюють флюктуацiї температури ре-
лiктового випромiнювання. Характеристиками вели-
комасштабної структури є просторовi (дво- i триточ-
ковi) кореляцiйнi функцiї галактик та багатих скуп-
чень галактик, їх пекулярнi швидкостi, функцiя мас
та рентґенiвської свiтностi скупчень галактик, розпо-
дiли об’єктiв за червоними змiщеннями. Їхнi значення
залежать вiд спектра потужности скалярних збурень
густини речовини на лiнiйнiй стадiї розвитку, який
називають початковим спектром збурень. Його фор-
ма (залежнiсть амплiтуди вiд масштабу) на великих
масштабах (бiльших за масштаб горизонту частинки
на момент рекомбiнацiї) збiгається з формою первiс-
ного спектра, який зґенерований у ранню епоху внас-
лiдок квантових флюктуацiй метрики простору–часу.
На менших масштабах — залежить вiд точних зна-
чень параметрiв космологiчної моделi та спiввiдно-
шень густин компонентiв речовини й енерґiї, якi за-
повнюють Всесвiт.

Спостережуванi властивостi нашого Всесвiту вка-
зують на те, що на раннiй стадiї (10−43 ≤ t ≤
10−10 сек) вiн пройшов принаймнi через одну коротко-
часну епоху експоненцiйного розширення — iнфляцiй-
ну стадiю. Такi моделi називають iнфляцiйними кос-
мологiчними моделями.

Раннi моделi iнфляцiї передбачали масштабно-
iнварiянтний первiсний спектр потужности збурень
густини у скалярнiй модi — спектр Зельдовича–
Гарiссона: P (k) ∝ kns з ns = 1. Реалiстичнiшi моделi
iнфляцiї передбачають вiдхилення вiд плоского спек-
тра, як у бiк пологiших ns < 1, так i крутiших ns > 1,
залежно вiд конкретної моделi скалярного поля, iн-
флатона, що забезпечує iнфляцiю.

У наступних параграфах викладено теорiю космо-
логiчних збурень у калiбрувально-iнварiянтному пiд-
ходi та проаналiзовано узгодженiсть її передбачень iз
даними спостережувальної космологiї. Оскiльки да-
нi вимiрювань анiзотропiї релiктового випромiнюван-
ня в багатьох експериментах, таких, як Boomerang,
MAXIMA, DASI, Archeops, CBI, WMAP, остаточно
довели iснування акустичних пiкiв у спектрi потуж-
ности його флюктуацiй температури, якi формуються
скалярною модою збурень iз адiябатичними початко-
вими умовами, то саме цей клас космологiчних збу-
рень аналiзуємо з погляду формування великомасш-
табної структури Всесвiту.

I. МОДЕЛЬ ВСЕСВIТУ АЙНШТАЙНА–
ДЕ СIТТЕРА–ФРIДМАНА–ЛЕМЕТРА

Основою всiх космологiчних моделей, якi обгово-
рюють у науковiй лiтературi, є розв’язок рiвнянь Ай-
нштайна для однорiдного iзотропного Всесвiту. За
динамiчними властивостями їх можна роздiлити на
кiлька типiв:

— модель порожнього Всесвiту з космологiчною
сталою (модель де Сiттера 1917 р.);

— моделi з матерiєю без космологiчної сталої (мо-
делi Фрiдмана 1922 року з додатною i вiд’ємною
кривиною 3-и простору та з нульовою кривиною
Айнштайна–де Сiттера 1932 р.);

— моделi з матерiєю та космологiчною сталою (ста-
цiонарна модель Айнштайна 1917р., моделi Леметра
1927 р.).

Розгляньмо найзагальнiшу модель iз матерiєю,
космологiчною сталою та довiльною кривиною 3-
простору.

Отже, у такому Всесвiтi гiперповерхня сталого ча-
су є однорiдною й iзотропною, кривина 3-простору K
стала (не залежить вiд просторових координат) i його
метрику можна записати так:

dl2 = γijdxidxj = dr2 + χ2(r)
(

dϑ2 + sin2 ϑdϕ2
)

(1)
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χ2(r) =







r2 , K = 0
sin2 r , K > 0
sinh2 r , K < 0,

(2)

Метрика 4-простору в цих випадках має вигляд

ds2 = gµνdxµdxν = −c2dt2 + a2(t)γijdxidxj (3)

= −a2(η)dη2 + a2(η)γijdxidxj = a2(η)γµνdxµdxν .

Отже, далi ми будемо використовувати фундамен-
тальний метричний тензор простору-часу

gµν = diag(−a2(η), a2(η), a2(η)χ2(r), a2(η)χ2(r) sin2 ϑ),

(4)

метричний тензор конформного до нього 4-простору

γµν = diag(−1, 1, χ2(r), χ2(r) sin2 ϑ) (5)

та метричний тензор 3-простору (гiперповерхнi, орто-
гональної до лiнiй часу)

γij = diag(1, χ2(r), χ2(r) sin2 ϑ). (6)

Надалi ми покладатимемо c = 1, тому часова змiн-
на t має розмiрнiсть довжини. Mножник a(t) = a(η)
вiдiграє функцiю радiуса 3-сфери в евклiдовому 4-
просторi для задання координат у 3-просторi додатної
кривини, функцiю радiуса 3-псевдосфери в евклiдо-
вому 4-просторi для задання координат у 3-просторi
вiд’ємної кривини та функцiю масштабного множни-
ка у 3-просторi нульової кривини. Далi називатимемо
його просто масштабним множником. Тут i далi ла-
тинськi iндекси i, j, . . . пробiгають значення 1,2,3, а
грецькi ν, µ, . . . — 0,1,2,3. Кривина 3-и простору зво-
диться до значень K = ±1 для 3-просторiв додатної
i вiд’ємної кривини вiдповiдним нормуванням масш-
табного множника a(η). У цих випадках масштабний
множник a має розмiрнiсть довжини (радiус 3-сфери
або 3-псевдосфери), а координати конформного часу
η i простору r — безрозмiрнi. Для 3-простору Евклiда
— K = 0 — зручно нормувати масштабний фактор на
одиницю на сучасний момент часу — a(η0) = 1. У цiй
моделi a безрозмiрне, а координати часу i простору
мають розмiрнiсть довжини.

Рiвняння Айнштайна 1917 р. з космологiчною ста-
лою Λ

Rµν − 1

2
gµνR = 8πGTµν + gµνΛ (7)

для такої метрики й тензора енерґiї-iмпульсу Tµν iде-
альної рiдини зводяться до звичайних диференцiяль-
них рiвнянь для функцiї a(η) (далi ˙≡ d/dη):
(

ȧ

a

)2

+ K =
8πG

3
a2(ρm + ρrad) +

1

3
Λa2, (8)

ä

a
−
(

ȧ

a

)2

= −4πG

3
a2 (ρm + 3pm + ρrad + 3prad)

+
1

3
Λa2, (9)

де ρ(m,rad) = −T 0
0 (m,rad), p(m,rad) = T 1

1 (m,rad) =

T 2
2 (m,rad) = T 3

3 (m,rad), а всi iншi компоненти тензо-
ра енерґiї iмпульсу дорiвнюють нулевi через однорiд-
нiсть й iзотропнiсть 3-простору.

Iз закону збереження енерґiї-iмпульсу

T ν
µ ;ν = 0 (10)

(тут i далi “;” означатиме коварiянтну похiдну по ко-
ординатi з указаним iндексом) випливає, що

ρ̇ = −3
ȧ

a
(ρ + p). (11)

Система рiвнянь (8)–(9) повинна бути доповнена
рiвнянням стану p(ρ). Для загального випадку p =
ωρ, який включає практично всi космологiчнi застосу-
вання рiвнянь Айнштайна–Фрiдмана (8)–(9), останнє
рiвняння iнтеґрується й дає

ρ(η) = ρ(η0)

(

a(η)

a(η0)

)−3(ω+1)

. (12)

Для барiонної матерiї з нехтiвно малим тиском або
холодної темної матерiї — середовищ iз пилоподiбним
рiвнянням стану (ω = 0), ρm(η) = ρm(η0) [a(η0)/a(η)]

3.
Для випромiнювання ω = 1/3 i ρrad(η) =

ρrad(η0) [a(η0)/a(η)]4. Для лоренц-iнварiянтної густи-
ни енерґiї вакууму або ”силового поля”, яке опису-
ється космологiчною сталою, (ω = −1), ρΛ(η) =
ρΛ(η0) =const. Надалi всi змiннi величини в теперiш-
нiй момент часу позначатимемо iндексом 0.

Якщо ввести означення безрозмiрних величин гус-
тини матерiї Ωm, космологiчної сталої ΩΛ, кривини
3-простору ΩK так, що

Ωm ≡
(

8πGρma2

3(ȧ/a)2

)

η0

, Ωrad ≡
(

8πGρrada2

3(ȧ/a)2

)

η0

,

ΩΛ ≡
(

Λa2

3(ȧ/a)2

)

η0

, ΩK ≡
( −K

(ȧ/a)2

)

η0

, (13)

то рiвняння (8)–(9) в позначеннях (13) набирає вигля-
ду

H = H0

(

Ωrad
a4
0

a4
+ Ωm

a3
0

a3
+ ΩK

a2
0

a2
+ ΩΛ

)

1

2

, (14)

q =
H2

0

H2

(

Ωrad
a4
0

a4
+

1

2
Ωm

a3
0

a3
− ΩΛ

)

, (15)

де H ≡ a−1da/dt = a−2da/dη = ȧ/a2 — стала Габ-
бла на поточний момент часу η, а q ≡ −

(

aä/ȧ2 − 1
)

— параметр прискорення. (В останньому рiвняннi по-
кладено pm = 0). На цей момент η = η0 рiвняння
Айнштайна дають такi спiввiдношення:

Ωrad + Ωm + ΩK + ΩΛ = 1, (16)

q0 = Ωrad + Ωm/2 − ΩΛ. (17)

Як бачимо, темп розширення Всесвiту визначаєть-
ся його складниками. Це рiвняння дає змогу пов’я-
зати червоне змiщення z спостережуваного об’єкта з
конформним часом моменту випромiнювання η кван-
тiв свiтла, якi ми реєструємо в цей момент часу η0.
Справдi, оскiльки, за означенням,

z + 1 =
a0

a
, (18)

то
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η0 − η =
1

H0a0

∫ z

0

dz′

[Ωrad(z′ + 1)4 + Ωm(z′ + 1)3 + ΩΛ + ΩK(z′ + 1)2]
1

2

. (19)

Кванти електромагнетного випромiнювання, як i
iншi безмасовi частинки, поширюються вздовж гео-
дезiйних, для яких ds = 0. Для сиґналiв, що поширю-
ються радiяльно, iз (4) маємо диференцiяльне спiввiд-
ношення: dη = dr. Iнтеґруючи його в припущеннi, що
початок системи вiдлiку на Землi, отримаємо вiдстань
до об’єкта, який випромiнив сиґнал у момент космо-
логiчного часу η: r = η0−η. Отже, величина η0−η, як
функцiя червоного змiщення z є важливою для бага-
тьох космологiчних та астрофiзичних застосувань. У
загальному випадку цей iнтеґрал можна порахувати
тiльки чисельно. Для наочности наведемо аналiтичнi
вирази для 2-х простих (але важливих) моделей: де
Сiттера (Ωm = Ωrad = 0, ΩK = 0, ΩΛ = 1) —

η0 − η =
z

H0a0

√
ΩΛ

,

i Айнштайна–де Сiттера (Ωm = 1, ΩK = 0, ΩΛ = 0) —

η0 − η =
2

H0a0

(

1 − 1√
z + 1

)

.

Перша модель описує дуже раннiй (початкова iнфля-
цiйна стадiя) i дуже пiзнiй (кiнцева iнфляцiйна ста-
дiя) Всесвiт, коли у ньому домiнувало й домiнуватиме
щось на кшталт космологiчної сталої. Друга — перi-
од його розквiту, коли формувалася його структура,
галактики, народжувалися зорi. . .

Пам’ятаючи, що конформний час η зв’язаний iз фi-
зичним t диференцiяльним спiввiдношенням

dt = a(η)dη,

можна отримати зв’язок мiж червоним змiщенням
спостережуваного об’єкта та моментом фiзичного ча-
су t, коли випромiнювання було випущене

t =
1

H0

∫ ∞

z

dz′

(z′ + 1) (Ωrad(z′ + 1)4 + Ωm(z′ + 1)3 + ΩΛ + ΩK(z′ + 1)2)
1

2

. (20)

Якщо нижня межа в цьому iнтеґралi z = 0, то от-
римаємо вiк Всесвiту сьогоднi t0.

Отже, маємо 5 параметрiв — Ωrad, Ωm, ΩΛ, ΩK i H0

(iз них незалежними є 4 внаслiдок (16)), якi визнача-
ють вiк Всесвiту, швидкiсть його розширення в довi-
льний момент часу, параметр прискорення, вiдстань
до горизонту частинки та зв’язок супутньої вiдста-
нi r (через яку виражають усi iншi спецiяльно озна-
ченi вiдстанi — фiзичну, фотометричну, означену за
кутовими розмiрами та iн.) iз червоним змiщенням.
Iз них найнадiйнiше прямими вимiрами визначений
радiяцiйний складник, зумовлений електромагнетним
релiктовим випромiнюванням:

Ω
(e. m.)
rad = Ωγ ≡ 4σT 4

0

3H2
0/8πG

= 2.47 · 10−5h−2

(

T0

2.725

)4

, (21)

де h ≡ H0/100км/c/Мпк, T0 — сучасна температура
релiктового випромiнювання, яка, згiдно з вимiрами в

космiчних експериментах COBE [1]1 i WMAP [2,3], до-
рiвнює 2.725±0.001. Iз тесту видима зоряна величина
— червоне змiщення для наднових типу Ia, реалiзова-
ного за допомогою космiчного телескопа iм. Габбла,
випливає обмеження на Ωm i ΩΛ виду: Ωm−0.75ΩΛ =
−0.25 ± 0.125 [4, 5], яке вказує на позитивне значен-
ня ΩΛ у спiввiдношеннi приблизно 3:2 зi значенням
Ωm. Їхня сума близька до 1. Отже, Ωrad � Ωm, ΩΛ

i ним можна знехтувати в аналiзi динамiки розши-
рення Всесвiту в епоху a(η) � aeq ≡ a(ηeq), де ηeq

— момент рiвности густини енерґiї випромiнювання й
матерiї,

aeq ≡ 4.15 · 10−5

(

1 + fν

1.683

)(

T0

2.725

)4
(

Ωmh2
)−1

, (22)

де fν — частка густини енерґiї, яка припадає на легкi
нейтрино, на час ηeq . Якщо всi три сорти нейтрино
безмасовi або їх маси меншi вiд 1 еВ, то fν = 0.683.

Iз рiвнянь (14)–(15) також випливає, що у Всесвiтi
з нульовою кривиною 3-простору космологiчна ста-
ла домiнує за густиною на z ≤ zΛ = (ΩΛ/Ωm)

1/3 − 1

1Дж. Мазеровi за дослiдження спектра релiктового випромiнювання присуджена Нобелiвська премiя в галузi фiзики
за 2006 р.
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(ρm ≤ ρΛ), а прискорення розширення змiнює знак
на zq = (2ΩΛ/Ωm)1/3 − 1 так, що q > 0 на z > zq, i
q < 0 на z < zq. Тобто у нашому Всесвiтi з ΩΛ = 0.74
i Ωm = 0.26 космологiчна стала почала домiнувати
за густиною iз zΛ = 0.42, а прискорене розширення
розпочалось ще iз zq = 0.79.

Для останньої з омег — ΩK — до cьогоднi ще немає
прямих методiв її визначення, а непрямi вказують на
те, що у всiй доступнiй для спостережень дiлянцi вона
близька до 0, тобто геометрiя 3-простору є евклiдовою
або майже евклiдовою.

Визначення сталої Габбла за червоним змiщенням
та фотометричною вiдстанню об’єктiв рiзної природи
сьогоднi має ще значно бiльшi систематичнi похибки,
нiж статистичнi: H0 = (74 ± 4 ± 8)км/c/Мпк [6–11].
Крiм того, цей метод сягає вiдстаней тiльки до 1 Гпк
i, по сутi, дає значення сталої Габбла в цьому око-
лi довкола нас, i його спiввiдношення iз ґлобальним

H0 необхiдно ще з’ясовувати. Можливо, саме тому
значення H0, отриманi на основi методу Зельдовича–
Сюняєва та гравiтацiйного лiнзування, нижчi на 15–
30%. Отже, визначенню, за спостереженнями, пiдля-
гають 4 параметри — Ωm, ΩΛ, ΩK i H0. Враховуючи
спiввiдношення (16), отримуємо тiльки 3 незалежнi з
них.

II. TЕОРIЯ КОСМОЛОГIЧНИХ ЗБУРЕНЬ.
ОДНОКОМПОНЕНТНЕ СЕРЕДОВИЩЕ

Теоретичною основою формування великомасштаб-
ної структури Всесвiту є теорiя ґравiтацiйної нестiй-
кости Всесвiту, який розширюється, започаткована
роботою Є. Лiфшица в 1946 р. [12, 13].

Означимо малi за амплiтудою збурення метрики
простору-часу й тензора енерґiї-iмпульсу так:

gµν = ḡµν + a2hµν , ḡ00 = −a2, ḡij = a2γij |hµν | � 1

T µ
ν = T

µ

ν + θµ
ν , T

0

0 = −ρ̄, T
i

j = p̄δi
j |θµ

ν |/ρ̄ � 1,
(23)

де риска означає незбуренi фоновi величини. Малi
збурення метрики математично представляються як
тензорне поле hµν , задане в 4-просторi з фоновою мет-
рикою ḡµν , так що всi тензорнi операцiї над ними ви-
конуються з використанням незбуреної метрики (4).
Очевидно, що hµν , як i ḡµν , є симетричним тензором
2-го ранґу в 4-просторi й мiстить 10 незалежних ком-
понент:

h00 ≡ −2A, h0i ≡ −Bi, hij ≡ 2Hij .

Рiвняння Айнштайна для збурень можна розв’я-
зати, якщо задано систему вiдлiку та систему ко-
ординат або якщо збурення (23) представлено в
калiбрувально-iнварiянтних змiнних. Суть переходу
до таких змiнних полягає у вилученнi зi загального
розв’язку рiвнянь Айнштайна з метрикою й тензором
енерґiї-iмпульсу загального виду (23) тої частини роз-
в’язкiв, яка зумовлена довiльнiстю в координатних
перетвореннях тензорних величин та iнварiянтнiстю
щодо таких перетворень рiвнянь Айнштайна (доклад-
нiше про це див. [12]–[18] i посилання в них). Тут i
далi будемо використовувати позначення працi [18] —
єдиної оглядової роботи в цiй галузi, опублiкованої
в українських наукових виданнях (див. також кни-
гу [19]). Оскiльки iснує довiльнiсть у виборi системи
координат, то завжди є можливiсть 4 компоненти мет-
ричного тензора звести до наперед заданого вигляду
перетворенням координат x̃µ = fµ(xν). Отже, зали-
шається 6 фiзичних ступенiв вiльности, якi, однак,
залежнi вiд вибору fµ.

A. Калiбрувально-iнварiянтнi збурення метрики,
густини та швидкости речовини

Для вияснення спiввiдношення мiж фiзичними й
координатними ступенями вiльности (останню ще на-
зивають калiбрувальним ступенем вiльности) зручно
розщепити компоненти за модами — скалярною, век-
торною та тензорною, як це було запропоновано в пi-
онерськiй працi Лiфшица 1946 року [12]. Суть такого
розщеплення полягає в тому, що будь-яке 3-векторне
поле Bi(x) можна записати як суму поздовжнього
(longitudinal) i поперечного (transverse) складникiв

Bi = B
(L)
i + B

(T )
i , ∇×B(L) = ∇ · B(T ) = 0, (24)

де ∇× — ротор, а ∇· — диверґенцiя у 3-и просторi до-
вiльної кривини, тобто узагальненi коварiянтнi похiд-
нi по просторових координатах. Їхня назва походить
вiд того, що в розкладi по плоских хвилях поздов-
жнiй складник паралалельний хвильовому вектору,
а поперечний — перпендикулярний. Такий розклад
не однозначний, але завжди здiйсненний. Поздовж-
нiй складник можна представити ґрадiєнтом вiдпо-
вiдної скалярної функцiї, тодi як поперечний є вихро-
вим вектором, що не може бути отриманий коварi-
янтним диференцiюванням скалярної функцiї. Цi два
складники незалежнi й у лiнiйнiй теорiї не впливають
на розвиток один одного.

Аналогiчний розклад можна здiйснити для тензо-
ра 2-го ранґу Hij(x), з тою рiзницею лише, що тут
є уже три можливостi: обидва iндекси — поздовжнi
компоненти; один — поздовжня, другий — поперечна;
обидва iндекси — поперечнi:
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Hij = H
(LL)
ij + H

(LT )
ij + H

(TT )
ij , (25)

де першi два доданки є узагальненням (24) для тен-
зора 2-го ранґу, а останнiй є тензором з нульовою ди-
верґенцiєю: γjk∇kH

(TT )
ij = 0. Перший доданок, LL

складник, можна представити як суму дiягонального
й безслiдового тензорiв: H

(LL)
ij = HLγij + HT

ij . Решта
складникiв — LT i TT — є теж безслiдовими. Без-
слiдовий симетричний тензор HT

ij можна записати як
ґрадiєнт скалярного поля HT

HT
ij =

(

∇i∇j −
1

3
γij∇2

)

HT , (26)

а симетричний безслiдовий тензор H (LT ) — як ґрадi-
єнт поперечного векторного поля H

(V )
i :

H
(LT )
ij =

1

2

(

∇iH
(V )
j −∇jH

(V )
i

)

. (27)

Вихрове векторне поле H
(V )
j та “вихрове безслiдове

тензорне поле” H
(TT )
ij задовольняють умови

∇iH
(V )
i = H

(T )i

i = ∇jH
(TT )j

i = 0.

Оскiльки ми розвиваємо лiнiйну теорiю збурень, то
для розкладу за власними функцiями скалярних ве-
личин скористаємось набором власних функцiй ла-
пласiяна

∆Y (S) = −k2Y (S),

а векторних i тензорних — вiдповiдно узагальненого
рiвняння Гельмгольца

∆Y
(V )
j = −k2Y

(V )
j , i ∆Y

(T )
ji = −k2Y

(T )
ji ,

де Y
(V )
j поперечний вектор — ∇jY

(V )
j = 0, а Y

(T )
ji — си-

метричний поперечний безслiдовий тензор, для якого
Y

(T )j
j = ∇iY

(T )
ji = 0.

Аналогiчно до (26)–(27) можна побудувати векто-
ри й тензори скалярного типу та тензори векторного
типу. Для цього означимо

Y
(S)
j ≡ −k−1∇jY

(S), Y
(S)
ij ≡ k−2∇i∇jY

(S) +
1

3
γijY

(S),

Y
(V )
ij ≡ − 1

2k

(

∇jY
(V )
i + ∇iY

(V )
j

)

.

Векторне поле тепер можна записати як розклад

Bi = BY
(S)
i + B(V )Y

(V )
i , (28)

а тензорне, як

Hij = HLY (S)γij + HT Y
(S)
ij + H(V )Y

(V )
ij

+ H(T )Y
(T )
ij , (29)

де B, B(V ), HL, HT , H(V ) i H(T ) функцiї η i k. Ви-
гляд функцiй Y (S), Y

(V )
ij i Y

(T )
ij для Всесвiту з K = 0

наведено у [20], a їх узагальнення для 3-простору з не-
нульовою кривизною, K 6= 0, зроблено в роботi [21].
Отже, довiльнi малi збурення метрики простору-часу
можна розкласти на 3 типи залежно вiд того, як вони
перетворюються зi змiною просторових координат —
скалярнi, векторнi й тензорнi. У лiнiйнiй теорiї кож-
ний тип, чи, iнакше, мода збурень, розвиваються не-
залежно i для однорiдного iзотропного фону можуть
описуватись незалежно одна вiд одної за часовою i
просторовою координатами. Тобто розклад просторо-
вої залежности кожної з мод збурень може бути свiй.
Надалi, поки ми не виходимо за межi лiнiйної те-
орiї, розумiтимемо просторову залежнiсть будь-якої
скалярної, векторної чи тензорної функцiй як таку,
що представлена в розкладi за вiдповiдними функцiя-
ми, а щоб не загромаджувати формули iнтеґральними
представленнями, їх просто опускатимемо. Рiвняння
записуватимемо для гармонiк вiдповiдного розкладу.

Нехай метрика однорiдного iзотропного Всесвiту
γµν має вигляд (4). Здiйснимо мале перетворення ко-
ординат виду x̃µ = xµ + ξµ, де |ξµ| � |xµ|, x0 ≡ η,
x̃0 ≡ η̃. За допомогою тензорних перетворень,

gαβ(xγ) =
∂x̃µ

∂xα

∂x̃ν

∂xβ
g̃µν(x̃γ),

в лiнiйному наближеннi отримаємо

h̃αβ = hαβ − 2
ȧ

a
ξ0γαβ − ξν ∂

∂xν
γαβ(xγ)

− γαν(xγ)
∂ξν

∂xβ
− γµβ(xγ)

∂ξµ

∂xα
.

Уведемо позначення: ξ0 ≡ T (η)Y (S)(xγ), ξi ≡ Li. Ос-
таннiй можна вважати компонентами 3-вектора, який
знову ж таки розкладемо на “скалярний” i “вихровий”
складники, кожен з яких представимо у розкладi за
власними функцiями рiвняння Гельмгольца

Li(η, xk) = L(η)Y
(S)
i (xk) + L(V )Y

(V )
i (xk). (30)

Таке мале перетворення координат приводить до малих змiн метрики простору-часу чи перетворень збурень
метрики виду:

h̃00 = h00 + 2

(

ȧ

a
T + Ṫ

)

Y (S), h̃0i = h0i − TY
(S)
,i − L̇Y

(S)
i − L̇(V )Y

(V )
i ,

h̃ij = hij − 2
ȧ

a
TY (S)γij − LY

(S)
i|j − L(V )Y

(V )
i|j − LY

(S)
j|i − L(V )Y

(V )
j|i . (31)
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(Тут i далi ” | ” над рядком чи пiд рядком означатиме вiдповiдно контра- чи коварiянтну похiдну у 3-просторi
з метрикою γij по змiннiй, зазначенiй iндексом пiсля неї.) Застосовуючи такi перетворення до метрики зi
збуреннями hµν з урахуванням (28), (29) i (30), компоненти розкладу збурень A, B, B(V ), HL, HT , H(V ) i H(T )

перетворюватимуться так:

Ã = A − ȧ

a
T − Ṫ , B̃ = B + L̇ + kT, B̃(V ) = B(V ) + L̇(V ), (32)

H̃L = HL − ȧ

a
T − k

3
L, H̃T = HT + kL, H̃(V ) = H(V ) + kL(V ), H̃(T ) = H(T ). (33)

Використавши цi спiввiдношення, можна побуду-
вати величини, якi не змiнюють свого вигляду при
малих перетвореннях координат. Такi величини нази-
вають калiбрувально-iнварiянтними. Як бачимо, тен-
зорна компонента H(T ) не змiнилася. Отже, тензор-
нi збурення метрики є калiбрувально-iнварiянтними
величинами. Скалярнi компоненти (A, B, HL, HT ) i
векторнi (B(V ), H(V ))змiнилися, але певною комбiна-
цiєю компонент у цих двох групах можна побудува-
ти калiбрувально-iнварiянтнi величини. Справдi, лег-
ко бачити, що величина

σ(V ) = k−1Ḣ(V ) − B(V ) = k−1 ˙̃H
(V )

− B̃(V ) (34)

є iнварiянтною. Розрахована в однiй системi коорди-
нат у певнiй точцi фiзичного 4-простору, вона зали-
шається такою ж у будь-якiй системi координат у тiй
самiй точцi фiзичного простору. Це також означає,
що вибором координат не можна усунути “фiзичнi”
векторнi збурення. Можна лише певним вибором ξi

занулити B(V ) або H(V ). Справдi, покладаючи, на-
приклад, kL(V ) = H(V ), отримаємо, що H̃(V ) = 0, але
B̃(V ) 6= 0 i в цiй системi координат B̃(V ) = −σ(V ). Таке
калiбрування називають векторним. (Загалом тен-

зор σ(V )Y
(V )
ij є тензором зсуву на гiперповерхнi ста-

лого часу).
Iз скалярних компонент метричного тензора можна

побудувати кiлька калiбрувально-iнварiянтних вели-
чин [15,16].
Поздовжнє або конформно-ньютонiвське ка-

лiбрування. Часто вживаними через їхню прос-
ту фiзичну iнтерпретацiю є такi двi незалежнi
калiбрувально-iнварiянтнi комбiнацiї скалярних ком-
понент метричного тензора:

Φ = HL +
1

3
HT − ȧ

a
k−2

(

ḢT − kB
)

= H̃L +
1

3
H̃T − ȧ

a
k−2

(

˙̃HT − kB̃
)

, (35)

Ψ = A − k−2
(

ḦT − kḂ
)

− ȧ

a
k−2

(

ḢT − kB
)

= Ã − k−2
(

¨̃HT − k ˙̃B
)

− ȧ

a
k−2

(

˙̃HT − kB̃
)

. (36)

Для того, щоб зрозумiти “геометричну суть” цих
калiбрувальних величин, скористаємося довiльнiстю
у виборi функцiй ξν так, щоб “занулити” HT i B.
Для цього необхiдно покласти L = −k−1HT i T =

k−1B+k−2ḢT . У цих координатах за вiдсутности век-
торної й тензорної моди збурень метрика (4) i (23)
приймає вигляд:

ds2 = (ḡµν + a2h(S)
µν ) = −a2(1 + 2ΨY (S))dη2

+ a2(1 + 2ΦY (S))γijdxidxj . (37)

Тобто, за наявности тiльки скалярних збурень можна
вибрати таку систему координат, у якiй метрика за-
лишатиметься дiягональною, а малi поправки до не-
збуреної метрики є калiбрувально-iнварiянтними ве-
личинами Ψ i Φ для часової i просторової компонент
вiдповiдно. За геометричною суттю таке калiбруван-
ня (систему вiдлiку) називають поздовжнiм, або дi-
ягональним (longitudinal gauge, HT = B = 0). Iз
метрики (37) випливає фiзичний змiст калiбрувально-
iнварiянтних величин Ψ i Φ. Очевидно, що Ψ є амп-
лiтудою просторової залежности iнтервалу власного
часу вiд iнтервалу координатного часу вздовж норма-
лi до гiперповерхнi сталого часу з нульовим зсувом.
Скаляр кривини такої поверхнi

R = a−2
(

6K + 4(k2 − 3K)
)

ΦY (S),

тому Φ є амплiтудою збурень кривини. За її фiзич-
ною реалiзацiєю ми назвали її системою вiдлiку, су-
путньою до незбуреного космологiчного фону [25,26].
Оскiльки Ψ i Φ пов’язанi зi класичним ньютонiвським
ґравiтацiйним потенцiялом збурень, то це калiбруван-
ня ще називають конформно-ньютонiвським калiбру-
ванням [24, 32]. У лiтературi величини Ψ i Φ назива-
ють потенцiялами Бардiна.
Синхронне калiбрування. У науковiй лiтературi
країн СНД воно бiльше вiдоме як синхронна система
координат (i система вiдлiку). Iз рiвнянь (32) випли-
ває, що завжди можна вибором T , L i L(V ) домогтися
Ã = B̃ = B̃(V ) = 0, тобто h00 = h0i = 0 i синхрон-
нiсть системи вiдлiку забезпечується i зi збуреннями.
Причому ще залишається довiльнiсть у заданнi такої
системи вiдлiку. Особливо вiдчутна вона, коли ана-
лiзуються тiльки скалярнi збурення. Вона “пролази-
ть” у кiнцевi результати у виглядi фiктивних (нефi-
зичних) розв’язкiв. Метод їх усунення запропонував
Лiфшиц [12–14]. Щобiльше, цими розв’язками можна
скористатися для знаходження фiзичних розв’язкiв,
як це було зроблено в нашiй працi [25,26]. У цьому ка-
лiбруваннi за вiдсутности векторної й тензорної мод
збурень метрика (4) i (23) набирає вигляду:
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ds2 = (ḡµν + a2h(S)
µν )

= −a2dη2 + a2(γij + HLY (S)γij + HT Y
(S)
ij )dxidxj .

Збурення в тензорi енерґiї-iмпульсу. Нехай
енерґiя й iмпульс у кожнiй точцi матерiяльного сере-
довища (в наближеннi суцiльного середовища) опи-
суються загальним симетричним тензором енерґiї-
iмпульсу T µ

ν = T
µ

ν + θµ
ν . Означимо густину енерґiї ρ

i 4-вектор швидкости потоку u густини енерґiї так,
що густина енерґiї — це проєкцiя 0-компонент тензо-
ра енерґiї-iмпульсу на 4-вектор u, а потiк енерґiї —
проєкцiя просторових компонент на 4-вектор u:

−T 0
ν uν = ρ, T µ

ν uν = −ρuµ, uµuµ = −1. (38)

Як i в параграфi 1, приймаємо, що незбуренi ком-
поненти вектора 4-швидкости є ūα = a−1(1, 0, 0, 0)
(ūα = a(−1, 0, 0, 0)). Збурення цих величин запише-
мо так:

ρ = ρ̄ (1 + δ) , uµ = ūµ + δuµ. (39)

Уважаємо збурення малими: δ � 1, δuµ � 1. У лiнiй-
нiй теорiї збурень нехтуємо квадратичними членами.
З умови нормування uµuµ = −1 випливає, що

u0 =
1

a
(1 − AY (S)). (40)

Перепозначмо для зручности просторову частину 4-
вектора швидкости й розкладiмо її, як i ранiше, на
вектор-ґрадiєнт i вектор-ротор:

δui/ū0 = vi = vY (S)i + v(V )Y (V )i. (41)

Розкладiмо тензор енерґiї-iмпульсу на скалярну, век-
торну й тензорну незалежнi та незвiднi одна до одної
компоненти, подiбно до того, як ми вчинили з метрич-
ним тензором. Для цього введiмо проєкцiйний тензор
P µ

ν ≡ uµuν +δµ
ν , за допомогою якого видiлимо танґен-

цiяльний складник тензора енерґiї-iмпульсу τµν , ор-
тогональний до вектора u, так:

τµν = P µ
α P ν

β T αβ. (42)

Цей тензор називають тензором напружень, або тен-
зором тиску. За вiдсутности збурень маємо τ 0

0 = τ0
i =

0, τ i
j = p̄δi

j . Його
(

0
0

)

i
(

0
i

)

компоненти залишаються
нульовими i за наявности малих збурень (у лiнiйно-
му наближеннi). Тензор τ i

j узагалi може мiстити ска-
лярну, векторну й тензорну незалежнi моди збурень.
Видiлiмо їх. Представмо спочатку τ i

j як суму дiяго-
нального й безслiдового тензорiв:

τ i
j = p̄

[

(1 + ΠL) δi
j + Πi

j

]

, Πi
i = 0. (43)

Перший доданок ураховує iзотропний тиск, другий
— анiзотропний складник тиску, зумовлений, напри-
клад, беззiткнювальними частинками iз залишковими
тепловими швидкостями (релiктовi нейтрино з масою
в кiлька еВ) чи релiктовими фотонами, розсiяними в
плазмi з неоднорiдною густиною електронiв i прото-
нiв. Для iдеальної рiдини Πi

j = 0. Безслiдовий тензор

Πi
j , аналогiчно до Hij , розкладiмо на скалярний (оби-

два iндекси — компоненти вектора-ґрадiєнта), век-
торний (один iндекс — компоненти вектора-ґрадiєнта,
другий — компоненти вектора-ротора) i тензорний
(обидва iндекси — компоненти вектора-ротора) склад-
ники

Πi
j = Π(S)Y

(S) i
j + Π(V )Y

(V ) i
j + Π(T )Y

(T ) i
j .

Застосовуючи тi ж перетворення координат до ком-
понент тензора енерґiї iмпульсу i його складникiв, що
й до метрики (30)–(31), отримаємо перетворення, ана-
логiчнi до (32)–(33):

δ̃ = δ − ρ̇

ρ
T = δ + 3(1 + ω)

ȧ

a
T, ṽ = v + L̇,

ṽ(V ) = v(V ) + L̇(V ),

Π̃L = ΠL +
˙̄p

p̄
T = ΠL + 3(1 + ω)

c2
s

ω

ȧ

a
T, Π̃(S) = Π(S),

Π̃(V ) = Π(V ), Π̃(T ) = Π(T ). (44)

Як бачимо, всi 3 складники безслiдового тензора зсу-
ву Πi

j є калiбрувально-iнварiянтними (з точнiстю до
другого порядку малости) при малих довiльних пере-
твореннях координат. Це наслiдок теореми Стюарта–
Вокера для безслiдового тензора. Четвертий iнварi-
янт можна отримати простою комбiнацiєю першого й
останнього виразiв (44):

Γ = ΠL − c2
s

w
δ,

де c2
s ≡ ṗ/ρ̇ — квадрат адiябатичної швидкости звуку,

а w ≡ p/ρ — ентальпiя. У [16] показано, що Γ пропор-
цiйна диверґенцiї потоку ентропiї збурень. Очевидно,
що для адiябатичних збурень, якi є основним предме-
том дослiджень цiєї роботи, Γ = 0.

Калiбрувально-iнварiянтну характеристику збу-
рення густини та швидкости можна отримати ком-
бiнацiєю δ, v i v

(V )
i з вiдповiдними компонентами збу-

рень метрики:

V ≡ v − 1

k
ḢT , (45)

D ≡ δ + 3(1 + w)
1

k

ȧ

a
(v − B) , (46)

Dg ≡ δ + 3(1 + w)

(

HL +
1

3
HT

)

, (47)

Ds ≡ δ − 3(1 + w)
1

k

ȧ

a

(

B − 1

k
ḢT

)

, (48)

V (V ) ≡ v(V ) − 1

k
Ḣ(V ), (49)

Ω(V ) ≡ v(V ) − B(V ) = σ(V ) + V (V ). (50)

Калiбрувально-iнварiянтнi величини (45), (46),
(48), (49) i (50) увiв Бардiн i в працi [15] позна-
чив v

(0)
s , εm, εg, v

(1)
s i v(1) вiдповiдно. Їхнiй фiзич-

ний змiст стає зрозумiлим, якщо застосувати згада-
нi вище калiбрування. В конформно-ньютонiвському
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калiбруваннi HT = B = 0 i V = v, Ds = δ. От-
же, збурення густини та швидкости речовини, ви-
значенi в системi вiдлiку, супутнiй до незбуреного
фону, чи конформно-ньютонiвському калiбруваннi, є
калiбрувально-iнварiянтними величинами. Наведена
тут калiбрувально-iнварiянтна величина Dg пов’яза-
на з нею простим спiввiдношенням

Dg = Ds + 3(1 + ω)Φ

(комбiнацiя калiбрувально-iнварiянтних величин є
калiбрувально-iнварiянтною величиною) i являє со-
бою збурення густини в системi вiдлiку, у якiй флю-
ктуацiї скаляра кривини гiперповерхнi сталого часу
вiдсутнi [16].

Перша з наведених калiбрувально-iнварiянтних ха-
рактеристик збурення — D, дорiвнює збуренню густи-
ни δ в системi вiдлiку, у якiй v = B. Але це умова ор-
тогональности свiтових лiнiй матерiї до гiперповерхнi
сталого часу t = const, тобто D являє собою збурення
густини на просторовiй гiперповерхнi, у кожнiй точцi
якої матерiя нерухома. Прикладом може бути пило-
подiбне середовище, у якому можна реалiзувати сис-
тему вiдлiку, що є синхронною i супутньою одночасно
— v = B = 0.

Векторнi збурення мають значно меншу калiбру-
вальну довiльнiсть, оскiльки перетворення часової ко-
ординати не породжують векторних складникiв збу-
рень метрики чи матерiї. У векторному калiбруваннi
(H(V ) = 0) V (V ) = v(vec), а Ω(V ) = v(vec) + σ(V ). Пер-
ший з них є амплiтудою тензора зсуву

σij = a
(

ḢT − kv
)

Y
(S)
ij ,

а другий — амплiтудою тензора завихрення

ωij ≡ 1

2
P k

i (uk;l − ul;k) P l
j

= a
(

v(V ) − B(V )
)(

Y
(V )
i|j − Y

(V )
j|i

)

.

Оскiльки жоднi малi перетворення координат виду
x̃α = xα + ξα не мiняють тензорних компонент збу-
рень метрики H(T ) i тензора енерґiї-iмпульсу Π(T ), то

вони автоматично є калiбрувально-iнварiянтними ве-
личинами.

Докладнiший виклад фiзичного змiсту наведених
тут калiбрувально-iнварiянтних величин можна знай-
ти у працях [15,16, 32, 33].

B. Рiвняння еволюцiї амплiтуди збурень

Уперше розв’язки для всiх мод збурень у синхрон-
нiй системi вiдлiку отримав Лiфшиц у своїй класич-
нiй працi [12]. Розв’язки рiвнянь для скалярної мо-
ди збурень у конформно-ньютонiвському калiбруван-
нi та їх зв’язок iз розв’язками в синхронному наве-
дено в наших роботах [25, 26]. У працi [24] подано
рiвняння для збурень у синхронному i в конформно-
ньютонiвському калiбруваннях та багатокомпонент-
ного середовища. Там же описано програму числово-
го iнтеґрування цiєї системи рiвнянь, яка є загально-
доступною (http://arcturus.mit.edu/cosmics/) i на ос-
новi якої створено пакет програм для комп’ютерно-
го розрахунку спектрiв потужности скалярної i тен-
зорної мод збурень (CMBFAST [34, 35], CAMBCODE
[36], CMBEASY [37]). Тут ми наводимо послiдовний
калiбрувально-iнварiянтний пiдхiд, розвинутий у пра-
цях [15, 16, 18], i тi аналiтичнi розв’язки, якi будуть
необхiдними в цiй роботi.

Слiд зауважити, що вiдмiннiсть мiж координат-
ними значеннями збурення густини δ i швидко-
сти речовини v в iнших вiдмiнних вiд конформно-
ньютонiвського калiбрування та калiбрувально- iнва-
рiянтними характеристиками цих фiзичних парамет-
рiв (V , D, Dg , Ds) є суттєвою для збурень iз масшта-
бом, бiльшим за горизонт (kη � 1), де збурення мет-
рики сумiрнi за величиною зi збуренням густини. Ко-
ли масштаб збурень значно менший за горизонт час-
тинки, то рiзниця мiж ними щезає. У цьому випадку
для опису еволюцiї збурень достатньо рiвнянь класич-
ної гiдродинамiки. Повна теорiя повинна охоплювати
всi стадiї еволюцiї великомасштабної структури Все-
свiту, тому наводимо рiвняння для збурень, отриманi
з рiвнянь Айнштайна (7) та рiвнянь збереження (10):

рiвняння зв’язку δG0
α = 8πGδT 0

α —

(

k2 − 3K
)

Φ = 4πGa2ρD, (51)

k

(

ȧ

a
Ψ − Φ̇

)

= 4πGa2(ρ + p)V, (52)

1

2

(

2K − k2
)

σ(V ) = 8πGa2(ρ + p)V (V ), (53)

рiвняння динамiки δGi
j = 8πGδT i

j —

−k2 (Φ + Ψ) = 8πGa2pΠ(S), (54)

k

(

σ̇(V ) + 2
ȧ

a
σ(V )

)

= 8πGa2pΠ(V ), (55)

Ḧ(T ) + 2
ȧ

a
Ḣ(T ) +

(

2K + k2
)

H(T ) = 8πGa2pΠ(T ), (56)
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рiвняння збереження δT β
α;β = 0 —

Ḋg + 3
(

c2
s − w

) ȧ

a
Dg + (1 + w)kV + 3w

ȧ

a
Γ = 0, (57)

V̇ +
(

1 − 3c2
s

) ȧ

a
V = k

(

Ψ − 3c2
sΦ
)

+
c2
sk

1 + w
Dg +

wk

1 + w

[

Γ − 2

3

(

1 − 3K

k2

)

Π(S)

]

, (58)

V̇ (V ) +
(

1 − 3c2
s

) ȧ

a
V (V ) =

p

2(ρ + p)

(

k − 2K

k

)

Π(V ). (59)

У бiльшостi застосувань цих рiвнянь до проблем
космологiї припускається, що космологiчна рiдина є
iдеальною рiдиною (в українськiй лiтературi частi-
ше вживається термiн “iдеальний газ”), а отже, ан-
iзотропна частина тензора напружень Πi

j = Π(S) =

Π(V ) = Π(T ) ≡ 0, тобто правi частини рiвнянь дина-
мiки у всiх складниках дорiвнюють нулевi. Для ска-
лярної моди це веде за собою рiвнiсть Ψ = −Φ. Ми
працюємо в межах стандартної космологiчної пара-
дигми, згiдно з якою структура утворилася шляхом
ґравiтацiйного зростання адiябатичних збурень гус-
тини речовини, зґенерованих в iнфляцiйну епоху. Для
таких збурень Γ = 0. Збурення густини речовини, як
видно з рiвнянь для калiбрувально-iнварiянтних змiн-
них, зв’язанi тiльки зi скалярною модою збурень.

III. ЕВОЛЮЦIЯ СКАЛЯРНИХ ЗБУРЕНЬ

Рiвняння еволюцiї скалярних адiябатичних збу-
рень густини космологiчного середовища, добрим на-
ближенням якого є iдеальна рiдина, мають вигляд
[15,16, 18]:

Ḋg + 3
(

c2
s − w

) ȧ

a
Dg + (1 + w)kV = 0, (60)

V̇ +
(

1 − 3c2
s

) ȧ

a
V = k

(

1 + 3c2
s

)

Ψ +
c2
sk

1 + w
Dg , (61)

(3K − k2)Ψ = 4πGa2ρD, (62)

Ψ̇ +
ȧ

a
Ψ = 4πGa2(ρ + p)

V

k
. (63)

Отже, для 3 невiдомих функцiй (Ψ, Dg, V ) маємо 4
рiвняння. Четверта невiдома функцiя в цих рiвняннях
— D — не є незалежною, тому що може бути представ-
лена через iншi три:

D = Dg + 3(1 + w)

(

Ψ +
ȧ

a

V

k

)

= Ds + 3(1 + w)
ȧ

a

V

k
. (64)

Система, однак, не переозначена, оскiльки всi рiвнян-
ня сумiснi через тотожностi Бiянкi.

Наведемо їхнi розв’язки спочатку для епохи домi-
нування випромiнювання, яка наступила зразу пiсля
того, як збурення були зґенерованi, а потiм — для
епохи домiнування речовини, або епохи формування

структури Всесвiту. Як було вже згадано у Вступi,
спостереження вказують на те, що кривизна 3-и прос-
тору сьогоднi нехтiвно мала, тому, як випливає з па-
раграфа 1, її внесок у динамiку розширення Всесвi-
ту в раннi епохи був ще меншим. Отже, покладаємо
K = 0. Роль космологiчної сталої в еволюцiї збурень
у ранню епоху теж не значна, тому приймаємо тут
Λ = 0.

A. Епоха домiнування випромiнювання

У цю епоху w = c2
s = 1/3, a ∝ η i рiвняння для

збурень (60)–(63) набирають вигляду:

Ḋg = −4

3
kV, (65)

V̇ = 2kΨ +
1

4
kDg, (66)

−2k2η2Ψ = 3Dg + 12Ψ +
12

kη
V, (67)

Ψ̇ +
1

η
Ψ =

2

kη2
V. (68)

Iз них можна отримати одне диференцiяльне рiвнян-
ня 2-го порядку для Dg

D̈g +
12k

k3η3 + 6kη
Ḋg +

(

1

3
− 4

k2η2 + 6

)

k2Dg = 0, (69)

загальним розв’язком якого є

Dg = C1

(

cosx − 2
sinx

x

)

+ C2

(

sin x + 2
cosx

x

)

, (70)

де x ≡ kη/
√

3, а C1 i C2 — сталi iнтеґрування. З рiв-
няння (65) отримуємо розв’язок для амплiтуди швид-
кости V

V =

√
3

4
C1

(

sinx + 2
cosx

x
− 2

sinx

x2

)

+

√
3

4
C2

(

− cosx + 2
sinx

x
+ 2

cosx

x2

)

, (71)

а з рiвняння (67) — для амплiтуди потенцiялу Ψ

Ψ = −1

2
C1

(

cosx

x2
− sin x

x3

)

− 1

2
C2

(

sinx

x2
+

cosx

x3

)

. (72)
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Зi спiввiдношення (64) мiж калiбрувально-
iнварiянтними величинами знаходимо розв’язки для
D i Ds:

D = C1

(

cosx − sin x

x

)

+ C2

(

sin x +
cosx

x

)

= −2x2Ψ, (73)

Ds = C1

(

cosx − 2
sinx

x
− 2

cosx

x2
+ 2

sinx

x3

)

+ C2

(

sin x + 2
cosx

x
− 2

sinx

x2
− 2

cosx

x3

)

. (74)

Проаналiзуймо поведiнку цих калiбрувально-
iнварiянтних величин у ранньому Всесвiтi, коли рiв-
няння стану стало ультрарелятивiстським (P = 1

3ρ)
пiсля iнфляцiї i всiх iнших можливих фазових пе-
реходiв i станiв. Очевидно, що принаймнi вже в
лептоннiй ерi (10−6 − 1 c) це рiвняння стану було
справедливим. Цiй епосi вiдповiдають червонi змi-
щення z ∼ 109 − 1012. Горизонт частинки в цю
епоху змiнюється вiд ∼ 100 м до ∼ 109 м. Оскiль-
ки збуренням масштабу галактик вiдповiдає хвильо-
ве число kgal ∼ 10−21 м−1, а скупчень галактик —
kcl ∼ 10−23 м−1 (у супутнiх координатах), то для них
x < 10−12 � 1. Тобто в цю епоху розмiр елементiв
великомасштабної структури значно перевищував го-
ризонт частинки k−1

gal,cl � η й акустичний горизонт

k−1
gal,cl � csη = η/

√
3. Умова x � 1 дає змогу розклас-

ти тригонометричнi функцiї в розв’язках (70)-(74) у
ряд Маклорена, якi з точнiстю до членiв 2-го порядку
малости набирають вигляду:

Dg = C1

(

−1− x2

6

)

+ C2

(

2

x
− x3

12

)

, (75)

V =

√
3

4
C1

(

x

3
− x3

10

)

+

√
3

4
C2

(

2

x2
+

x2

3

)

, (76)

Ψ =
1

6
C1

(

1 − x2

10

)

− 1

2
C2

(

1

x3
+

1

2x

)

, (77)

D = −1

3
C1

(

x2 − x4

10

)

+ C2

(

1

x
+

x

2

)

, (78)

Ds = C1

(

−1

3
− 7

30
x2

)

+ C2

(

− 2

x3
+

1

x

)

. (79)

Таким чином, рiвняння для еволюцiї амплiтуди збу-
рень скалярної моди мають два фундаментальнi роз-
в’язки — наростаючий, iз константою iнтеґрування
C1, i cпадний з константою iнтеґрування C2. Цi конс-
танти загалом є комплексними функцiями хвильового
числа k i задаються початковими умовами, якi мо-
жуть бути довiльними, але мають задовольняти умо-
ву лiнiйности. Для довiльного збурення, зґенеровано-
го в ранню епоху, кiлькiсть фiзичних ступенiв вiль-
ности в заданнi початкових умов максимальна, ко-
ли амплiтуди обох мод сумiрнi. Отже, якщо на по-
чаток лептонної ери наростаюча i cпадна моди су-
мiрнi за величиною, то на її кiнець амплiтуда cпад-
ної приблизно в 1010 разiв менша. Iнша аргументацiя,

яка наводиться в лiтературi при опусканнi з аналiзу
спадного розв’язку, пов’язана з утратою реґулярнос-
ти чи однорiдности й iзотропности при t → 0 внас-
лiдок її розбiжности. Iз переходом до iнфляцiйних
моделей ця арґументацiя втрачає значення, оскiльки
цi розв’язки не можна протягнути через iншi епохи.
Їх необхiдно “зшивати” з вiдповiдними розв’язками
“пограничної” епохи, iнфляцiйної, як мiнiмум. Отже,
доходимо обґрунтованого висновку, що тiльки нарос-
таючий фундаментальний розв’язок рiвнянь еволюцiї
космологiчних скалярних адiябатичних збурень зв’я-
заний з iснуючою структурою Всесвiту. А отже, роз-
в’язок оберненої задачi — за спостережуваною струк-
турою Всесвiту отримати iнформацiю про початковi
умови й фiзичнi процеси в ранньому Всесвiтi — пови-
нен базуватись на наростаючiй скалярнiй модi космо-
логiчних збурень. На найбiльш раннiй момент, коли
умови отримання цих розв’язкiв виконуються, спiв-
вiдношення мiж амплiтудами наростаючого розв’язку
калiбрувально-iнварiянтних величин таке:

V(1) = − x

4
√

3
Dg(1), Ψ(1) = −1

6
Dg(1),

D(1) =
x2

3
Dg(1), Ds(1) =

1

3
Dg(1).

Система спостерiгачiв (уявних, звичайно), якi реалi-
зують конформно-ньютонiвську систему вiдлiку, на
основi космологiчних вимiрювань могла б установити,
що збурення метрики й густини речовини галактич-
них масштабiв приблизно однаковi за величиною.

Отже, поки масштаб збурень бiльший за гори-
зонт частинки (чи звуковий горизонт, оскiльки во-
ни сумiрнi), то амплiтуда збурень у калiбрувально-
iнварiянтних величинах зростає згiдно з (75)–(79).
Фiзичний масштаб збурень lgal,cl ∼ ak−1

gal,cl збiльшу-
ється пропорцiйно до масштабного фактора. Оскiль-
ки горизонт частинки в моделях з переважанням за
густиною ґравiтуючої матерiї зростає швидше вiд фi-
зичного масшабу збурень, то завжди наступить той
момент, коли збурення за розмiрами стане меншим
за розмiр горизонту частинки на цей час, тобто ко-
ли x ∼ 1. Для збурень масштабу галактики цьому
моментовi часу (∼ 1 рiк) вiдповiдає червоне змiщен-
ня ∼ 106. Збурення з розмiром багатого скупчення
галактик (∼ 5 Мпк) входить у горизонт частинки в
момент часу ∼ 200 рокiв, йому вiдповiдає червоне
змiщеня ∼ 5 · 104. Для аналiзу розвитку амплiтуди
збурень у цей час необхiдно користуватися точними
розв’язками (70)–(74). Подивiмось тепер, як iз часом
змiнюється амплiтуда тих збурень, якi давно ввiйшли
в горизонт i їх розмiр набагато менший за горизонт
частинки, x � 1. Легко бачити, що в цей час

Dg = D = Ds = C1 cosx, V =

√
3

4
C1 sinx,

Ψ = −1

2
C1

cosx

x2
, (80)

тобто збурення поводяться як стоячi акустичнi хвилi.
Тепер уже Ψ � D i часовий розвиток калiбрувально-
iнварiянтних величин збурень повнiстю збiгається
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з результатами координатного опису розвитку збу-
рень у межах класичної гiдродинамiки. На завершен-
ня цього параграфа наведемо графiчну залежнiсть
(рис. 1) амплiтуд калiбрувально-iнварiянтних вели-
чин вiд часу (70)–(72)

Рис. 1. Епоха домiнування випромiнювання. Залеж-
нiсть амплiтуд калiбрувально-iнварiянтних величин D,
Dg, Ds, V , Ψ зростаючої моди збурень вiд конформно-
го часу η, зведеного до безрозмiрних одиниць x = kη/

√
3.

Стала iнтеґрування C1 покладена тут рiвною −1.

B. Епоха домiнування матерiї

На момент часу, який вiдповiдає червоному змiщен-
ню zeq ≈ a−1

eq (рiвняння (22)), густина релятивiстсько-
го складника речовини (ργ+ν ∝ a−4) i нерелятивiстсь-
кої барiонної й темної матерiї (ρm ∝ a−3) зрiвнюють-
ся, пiсля чого визначальну роль у динамiцi розширен-
ня Всесвiту починає вiдiгравати матерiя. У барiоннiй
моделi без темної матерiї з Ωm = Ωb ≈ 0.1 (барiонна
модель) такий момент рiвности густин наступає одно-
часно з космологiчною рекомбiнацiєю zrec ≈ a−1

rec. До
цього моменту часу весь водень йонiзований, i внас-
лiдок жорсткого зв’язку (через томсонiвське розсiю-
вання) випромiнювання з речовиною плазма веде себе
як суцiльне середовище з ультрарелятивiстським рiв-
нянням стану i швидкiстю звуку cs ≈ 1/

√
3. До цього

моменту часу амплiтуди калiбрувально-iнварiянтних
величин збурень еволюцiонують згiдно з (70)–(74) для
зростаючого розв’язку. Пiсля рекомбiнацiї, яку мож-
на важати миттєвою, середовище стає цiлком прозо-
рим, випромiнювання вiд’єднується вiд матерiї, тиск
i швидкiсть звуку спадають до таких низьких вели-
чин, що масштаб галактичних збурень робиться знач-
но бiльшим вiд масштабу Джинса. Тиск стає несуттє-
вим у динамiцi розширення й еволюцiї збурень. От-
же, наступне наближення — це суцiльне середовище
з нульовим тиском P = 0 i нульовою кривиною 3-
простору.

Рiвняння (60)–(63) в цьому випадку (a ∝ η2) наби-
рають вигляду

Ḋg = −kV, (81)

V̇ +
2

η
V = kΨ, (82)

6Dg + (18 + k2η2)Ψ +
36

kη
V = 0, (83)

Ψ̇ +
2

η
Ψ =

6

kη2
V. (84)

Iз них можна отримати диференцiяльне рiвняння 2-
го порядку для будь-якої калiбрувально-iнварiянтної
велиини Dg , D, V чи Ψ. Для останньої рiвняння є
найпростiшим,

Ψ̈ +
6

η
Ψ̇ = 0,

з очевидними фундаментальними розв’язками:

Ψ = C̃1 + C̃2x
−5, (85)

де x ≡ kη, а C̃1 i C̃2 — константи iнтеґрування, якi за-
галом є комплексними функцiями хвильового числа k
i задаються початковими умовами або умовами зши-
вання розв’язкiв на межi епох. Iз рiвнянь (81)–(84) i
(64) отримуємо розв’язки для iнших калiбрувально-
iнварiянтних величин:

Dg = −C̃1

(

5 +
x2

6

)

− 1

6
C̃2x

−3, (86)

V =
1

3
C̃1x − 1

2
C̃2x

−4, (87)

D = −1

6
C̃1x

2 − 1

6
C̃2x

−3 = −1

6
x2Ψ, (88)

Ds = −C̃1

(

2 +
x2

6

)

− C̃2

(

1

6
x−3 − 3x−5

)

. (89)

Як i в попереднiй епосi, маємо два фундаментальнi
розв’язки — зростаючий (константа iнтеґрування C̃1)
i спадаючий (константа iнтеґрування C̃2). Очевидно,
що формування структури Всесвiту описується зрос-
таючим розв’язком. Спадний необхiдний, однак на по-
чатку епохи, коли зшиваються розв’язки на момент
змiни рiвняння стану.

Рис. 2. Епоха домiнування матерiї. Залежнiсть амплi-
туд калiбрувально-iнварiянтних величин D, Dg, Ds, V , Ψ
зростаючої моди збурень вiд конформного часу η, зведе-
ного до безрозмiрних одиниць x = kη. Амплiтуди збурень
густини нормованi на 1 для kη = 50.
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Вiдстань до горизонту частинки на момент космо-
логiчної рекомбiнацiї ∼ 200h−1 Мпк, тому для еле-
ментiв великомасштабної структури масштабу галак-
тик, скупчень i навiть надскупчень галактик x � 1.
Для них Dg ≈ Ds ≈ D = −x2Ψ/6, тобто |Ψ| � D,
i рiзниця мiж координатним описом (у конформно-
ньютонiвськiй, синхроннiй, супутнiй чи iнших сис-
темах вiдлiку) i калiбрувально-iнварiянтним описом
щезає. Розвиток збурень цих масштабiв iз достат-
ньою точнiстю описується i в межах класичної гiд-
родинамiки [38]. На рис. 2 показано залежнiсть амплi-
туд калiбрувально-iнварiянтних величин (85)–(89) вiд
x = kη. Як бачимо, D, Dg i Ds вiдрiзняються на мас-
штабах, бiльших за горизонт частинки λ > η. Важ-
ливою рисою цiєї моделi є незмiннiсть ґравiтацiйного
потенцiялу з часом.

C. Моделi з космологiчною сталою i 3-кривиною

На пiзнiх етапах еволюцiї Всесвiту (z < 10) слiд
очiкувати впливу космологiчної сталої та кривини 3-
простору на темп зростання амплiтуди збурень. Для
оцiнки такого впливу проаналiзуймо систему рiвнянь
(60)–(63) при ΩΛ 6= 0 i ΩK 6= 0. Рiвняння (61) i (63)
можна звести до одного рiвняння для потенцiялу Ψ

Ψ̈ + 3
ȧ

a
Ψ̇ +

(

2
ä

a
− ȧ2

a2
− K

)

Ψ = 0,

або для збурення густини D

D̈ +
ȧ

a
Ḋ +

(

ä

a
− 2

ȧ2

a2
− K

)

D = 0,

де a є розв’язком рiвняння (14). Останнє рiвняння з
використанням (14) можна звести до вигляду

D′′

(

Ωm +
a

ao
ΩK +

a3

a3
o

ΩΛ

)

+D′

(

3

2a
Ωm +

2

ao
ΩK + 3

a2

a3
o

ΩΛ

)

− D
3

2a2
Ωm = 0,

(90)

де (′) ≡ d
da , ao — масштабний фактор у сучасну епоху.

Загальний розв’язок цього рiвняння є таким:

D(a) = C1
ao

a
X1/2

∫ a

0

X−3/2da + C2
ao

a
X1/2, (91)

де X = (ao/a)Ωm + ΩK + (a/ao)
2ΩΛ, C1, C2 —

сталi iнтеґрування, якi визначаються з початкових
умов. Iз рiвнянь (60)–(63) можна отримати розв’язки
для амплiтуд iнших калiбрувально-iнварiянтних ве-
личин збурень. Залежностi амплiтуд калiбрувально-
iнварiянтних величин D, Dg , Ds, V та Ψ зростаючої
моди збурень (k = 0.006h Мпк) вiд масштабного фак-
тора a показанi на рис. 3 для моделi з матерiєю космо-
логiчною сталою, а на рис. 4 — для моделi з вiд’ємною
кривиною 3-простору.

Рис. 3. Модель з космологiчною сталою (ΩΛ = 0.73,
Ωm = 0.27, ΩK = 0): залежнiсть амплiтуд калiбруваль-
но-iнварiянтних величин D, Dg, Ds, V , Ψ зростаючої мо-
ди збурень (k = 0.006h/Мпк) вiд масштабного фактора a.
Амплiтуди збурень густини нормованi на 1 для сучасного
моменту часу.

Рис. 4. Модель iз кривиною 3-простору < 0 (ΩK = 0.73,
Ωm = 0.27, ΩΛ = 0): залежнiсть амплiтуд калiбруваль-
но-iнварiянтних величин D, Dg, Ds, V , Ψ зростаючої мо-
ди збурень (k = 0.006h/Мпк) вiд масштабного фактора a.
Амплiтуди збурень густини нормованi на 1 для сучасного
моменту часу.

Важливою вiдмiннiстю розвитку збурень у цих мо-
делях у порiвняннi iз показаними на рис.2 є сповiль-
нення зростання амплiтуд на пiзнiх етапах еволюцiї та
змiннiсть ґравiтацiйного потенцiялу з часом. Перша
дозволяє погодити теоретичнi передбачення розподi-
лу квазарiв, галактик та скупчень галактик за чер-
воними змiщеннями зi спостережуваними, а друга зу-
мовлює iнтеґральний ефект Сакса–Вольфа у форму-
ваннi спектра потужности флюктуацiй температури
релiктового випромiнювання.

Розв’язки (91) часто використовуються в теорiї
формування великомасштабної структури Всесвiту,
тому проаналiзуймо докладнiше його асимптотики
при a → 0, a → ∞ та рiзних спiввiдношеннях Ωm,
ΩK та ΩΛ.

а). Коли a → 0, (91) зводиться до розв’язкiв (88):

237



Б. НОВОСЯДЛИЙ

D(a) ≈ 2/5 C1/Ωm a +
√

Ωm C2 (ao/a)3/2. Перший
розв’язок — зростаючий за амплiтудою розв’язок ска-
лярної моди збурень у пилоподiбному Всесвiтi, другий
— спадний. Оскiльки в епоху космологiчної рекомбi-
нацiї D(arec) ∼ 10−5, то другий розв’язок можна опус-
тити в аналiзi розвитку збурень у пiслярекомбiнацiй-
ну епоху - C2 ∼ D(arec)(arec/a0)

3/2 (arec � a0).
б). Коли a → ∞ (пiзня стадiя еволюцiї моделей з

космологiчною сталою > 0, стадiя де Сiттера), (91)→
D(a) ≈ D(a1) + 1/(2ΩΛ) C1(a

−2
1 − a−2) +

√
ΩΛ C2, де

D(a1) = C1
ao

a1

√

X(a1)

∫ a1

0

X−3/2da,

a ≥ a1 � a0. Отже, малi збурення густини речовини
на десiттерiвськiй стадiї розширення Всесвiту “засти-
гають”.

Цi асимпотитики не залежать вiд значення пара-
метра кривини 3-простору |ΩK | ≤ ΩΛ. Якщо ΩΛ ≈ 0
i ΩK > 0 при a → 0, отримаємо такi ж асимтотич-
нi розв’язки, як у випадку a), а при a → ∞ (91)→
D(a) ≈ D(a1) + a0/ΩK C1(1 − a1/a) +

√
ΩK C2a0/a

для a ≥ a1 � a0. Отже, у вiдкритiй фрiдманiвськiй
моделi Всесвiту (ΩK > 0) наростаючий розв’язок рiв-
нянь еволюцiї амплiтуди збурень густини речовини
теж асимптотично прямує до сталого значення, “за-
стигає”.

Найцiкавiшим є перехiдний перiод, у якому ми про-
водимо спостереження i їх аналiз. Динамiка розвит-
ку амплiтуди збурень густини в дiяпазонi червоних
змiщень вiд 0 до 100 для трьох класiв моделей пока-
зана на рис. 7 суцiльними лiнiями. Зростаючий роз-
в’язок (91) використовується для зв’язку характерис-
тик великомасштабної структури Всесвiту з початко-
вим спектром потужности збурень густини речовини
в ΛCDM моделях.

IV. КОСМОЛОГIЧНI ЗБУРЕННЯ
В БАГАТОКОМПОНЕНТНОМУ СЕРЕДОВИЩI

Спостережуваний Всесвiт можна описати моделлю
однокомпонентного середовища на раннiх стадiях йо-
го еволюцiї задовго до космологiчної рекомбiнацiї та
деякий перiод пiсля неї, коли роль випромiнювання
вже не суттєва, а вплив космологiчної сталої ще не
суттєвий. Але в перiод вiдриву релiктового випромi-
нювання вiд барiонної речовини ми повиннi врахо-
вувати в динамiцi розвитку збурень обидвi цi ком-
поненти, а також наявнiсть темної матерiї. В епоху
формування великомасштабної структури Всесвiту та
її елементiв важливими компонентами, що визнача-
ють її спостережуванi характеристики, є темна мате-
рiя, темна енерґiя та барiонна речовина. В моделях
iз квiнтесенцiєю у виглядi поля-вiдстежувача на всiх
етапах еволюцiї збурень необхiдно брати до уваги на-
явнiсть не менш як двох компонент одночасно. Отже,
приходимо до необхiдности розширення теорiї космо-
логiчних збурень для багатокомпонентного середови-
ща. Її основи закладенi у фундаментальнiй працi [16].

Зрозумiло, що збурення метричного тензора — гео-
метричної частини рiвнянь Айнштайна — є тими ж,
що й у розглянутому вже випадку однокомпонентно-
го середовища. Вiдмiнностi з’являються в матерiяль-
нiй частинi рiвнянь, тому що: а) кожна компонента
збурена за властивою для неї природою; б) взаємодiя
мiж компонентами приводить до перетiкання енерґiї
мiж ними; в) з’являються додатковi невизначеностi у
фiксацiї системи вiдлiку, усереднення спостережень у
якiй дає один i той самий космологiчний фон (додат-
ковий калiбрувальний ступiнь вiльности).

Уважаємо, що загальний тензор енерґiї-iмпульсу
системи є сумою тензорiв енерґiї-iмпульсу кожної
компоненти

T µ
ν =

∑

n

T µ
(n)ν . (92)

Тут i далi iндекс у дужках означатиме номер ком-
поненти (наприклад, 1 — електромагнетне випромi-
нювання, 2 — барiонна речовина, 3 — холодна тем-
на матерiя i т. д.). Для консервативної в цiлому сис-
теми виконується закон збереження повного тензора
енерґiї-iмпульсу

T µ
ν ;µ =

∑

n

T µ
(n)ν ;µ = 0, (93)

але для кожної компоненти через взаємодiю мiж ними
з’являється 4-вектор джерела потоку енерґiї Q(n):

T µ
(n)ν ;µ = Q(n)ν . (94)

З (93) випливає рiвняння зв’язку мiж усiма Q(n)ν :

∑

n

Q(n)ν = 0. (95)

Уважаємо, що кожна компонента описується тензо-
ром енерґiї-iмпульсу iдеальної рiдини:

T µ
(n)ν = (ρ(n) + p(n))uνuµ + p(n)δ

µ
ν ,

де ρ(n) i p(n) — густина енерґiї i тиск n-ої компоненти.
У незбуреному випадку

uν = (−a, 0, 0, 0), uν = (a−1, 0, 0, 0),

що веде за собою

Q(n)ν = (−aQ(n), 0, 0, 0), Qν
(n) = (a−1Q(n), 0, 0, 0).

Рiвняння руху для цiєї компоненти набирає вигляду

ρ̇(n) = −3
ȧ

a

(

1 − q(n)

)

h(n), (96)

де

h(n) = ρ(n) + p(n), q(n) ≡ Q(n)/

(

3
ȧ

a
h(n)

)

.

Складаючи рiвняння (96) для всiх n з урахуванням
(95), отримаємо рiвняння (11), у якому ρ =

∑

n ρ(n),
p =

∑

n p(n), h = ρ + p.
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Як i в однокомпонентному середовищi 4-швидкiсть
кожної компоненти означена як одиничний часоподiб-
ний власний вектор uν

(n), а густина енерґiї i тиск —
вiдповiдно 0− 0 та i− i компоненти вiдповiдного тен-
зора енерґiї-iмпульсу:

T 0
0 (n) = −ρ(n) T i

i (n) = p(n)δ
i
i .

Аналогiчно представляються також збурення густини
та швидкости кожної компоненти —

ρ(n) = ρ̄(n)

(

1 + δ(n)

)

, uν
(n) = ūν

(n) + δuν
(n),

якi в розкладi за власними функцiями рiвняння Ге-
льмгольца мають вигляд

ρ(n) = ρ̄(n)

(

1 + δ(n)Y
)

, ui
(n)/ū0

(n) = v(n)Y
i,

u0
(n) = ū0

(n) (1 − AY ) , ui (n)/ū0 (n) = −
(

v(n) − B
)

Yi,

u0 (n) = ū0 (n) (1 + AY ) .

Компонентами тензора енерґiї-iмпульсу для n-ої ком-
поненти є:

T 0
0 (n) = −ρ(n)

(

1 + δ(n)Y
)

, T i
0 (n) = −h(n)v(n)Y

i,

T 0
i (n) = h(n)

(

v(n) − B
)

Yi,

T i
j (n) = p(n)

(

δi
j + ΠL (n)δ

i
j + ΠT (n)Y

i
j

)

,

де ΠL (n) i ΠT (n) — це вiдповiдно амплiтуди iзотроп-
ного й анiзотропного складникiв збурення тиску n-ої
компоненти.

Легко бачити, що величини збурень усiєї матерiї,
якi входять до правої (матерiяльної) частини рiвнянь
Айнштайна, є сумою вiдповiдних величин за всiма
компонентами

ρδ =
∑

n

ρ(n)δ(n), hv =
∑

n

h(n)v(n),

pΠL =
∑

n

p(n)ΠL (n), pΠT =
∑

n

p(n)ΠT (n).

Iз урахуванням (92), (95) отримаємо такi самi рiвнян-
ня еволюцiї скалярних збурень усiєї матерiї у вибра-
нiй системi вiдлiку, як i в однокомпонентному сере-
довищi. Уведемо калiбрувально-iнварiянтнi величини
збурень i наведемо рiвняння їх динамiки для кожної
компоненти.

При калiбрувальних перетвореннях амплiтуди збу-
рень n-ої компоненти перетворюються подiбно, як i в
однокомпонентному середовищi, за винятком тих кое-
фiцiєнтiв, якi з’являються при перетвореннях густини
енерґiї внаслiдок вiдмiнности рiвнянь (11) i (96):

v(n) = v̄(n) + L̇, δ(n) = δ̄(n) + 3(1 + ω(n))(1 − q(n))
ȧ

a
T,

ΠL (n) = Π̄L (n) + 3(1 + ω(n))(1 − q(n))
c2
(n)

ω(n)

ȧ

a
T, ΠT (n) = Π̄T (n).

Калiбрувально-iнварiянтнi величини збурень будуються подiбно, як i в однокомпонентному середовищi:

V(n) ≡ v(n) −
1

k
ḢT , D(n) ≡ δ(n) + 3(1 + ω(n))(1 − q(n))

ȧ

a

1

k
(v(n) − B), Γ(n) ≡ ΠL (n) −

c2
(n)

ω(n)
δ(n). (97)

Для збурення густини енерґiї n-ої компоненти маємо кiлька альтернативних означень

Dc (n) ≡ δ(n) + 3(1 + w(n))(1 − q(n))
1

k

ȧ

a
(v − B) , (98)

Dg (n) ≡ δ(n) + 3(1 + w(n))(1 − q(n))

(

HL +
1

3
HT

)

, (99)

Ds (n) ≡ δ(n) − 3(1 + w(n))(1 − q(n))
1

k

ȧ

a

(

B − 1

k
ḢT

)

, (100)

якi пов’язанi мiж собою спiввiдношеннями

Ds (n) = Dg (n) − 3(1 + w(n))(1 − q(n))Φ

= D(n) − 3(1 + ω(n))(1 − q(n))
ȧ

a

1

k
V(n) = Dc (n) − 3(1 + ω(n))(1 − q(n))

ȧ

a

1

k
V. (101)

Калiбрувально-iнварiянтна величина збурення D(n)

— це збурення густини в системi вiдлiку, супутнiй до
n-ої компоненти, а Dc (n) — в системi вiдлiку супутнiй

до середньої швидкости всiєї матерiї.

Радикальною вiдмiннiстю розгляданого випадку
вiд однокомпонентного середовища є наявнiсть ще
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однiєї величини — функцiї джерела Qν (n), яка фе-
номенологiчно описує взаємодiю компонент й обмiн
енерґiєю-iмпульсом мiж ними. Як i в [16], запишемо
її в розкладi на двi частини — проєкцiї на 4-вектор се-
редньої швидкости uν й ортогональний до неї склад-
ник:

Qν (n) = Q̃(n)uν + fν (n), fν (n)u
ν = 0. (102)

Оскiльки uν i fν (n) — величини 1-го порядку мало-
сти в лiнiйнiй теорiї збурень, то в системi вiдлiку, су-
путнiй до центра мас, f0 (n) = 0 завжди. Тобто цей
складник є 3-вектором, який описує “збурений” склад-
ник 4-вектора функцiї джерела, ортогональний до 3-
вектора швидкости цiєї компоненти. “Збуренi” склад-
ники функцiї джерела записуємо в розкладi за влас-
ними функцiями рiвняння Гельмгольца так:

Q̃(n) = Q(n)(1 + ε(n))Y,

fi (n) =
ȧ

a
h(n)f(n)Yi .

Оскiльки при калiбрувальних перетвореннях

ε(n) = ε̄(n) −
Q̇(n)

Q(n)
T,

то можна побудувати кiлька калiбрувально-
iнварiянтних величин, аналогiчних до (97)–(100)

E(n) ≡ ε(n) −
1

k

Q̇(n)

Q(n)
(v(n) − B), (103)

Ec (n) ≡ ε(n) −
1

k

Q̇(n)

Q(n)
(v − B) = E(n)

+
1

k

Q̇(n)

Q(n)

(

V(n) − V
)

, (104)

Eg (n) ≡ ε(n) −
Q̇(n)

Q(n)

(

ȧ

a

)−1(

HL +
1

3
HT

)

, (105)

Es (n) ≡ ε(n) +
1

k

Q̇(n)

Q(n)

(

B − 1

k
ḢT

)

, (106)

якi так спiввiдносяться мiж собою:

Es (n) = Eg (n) +
Q̇(n)

Q(n)

(

ȧ

a

)−1

Φ = E(n) +
1

k

Q̇(n)

Q(n)
V(n)

= Ec (n) +
1

k

Q̇(n)

Q(n)
V. (107)

Ортогональний складник функцiї джерела не змiнює-
ться при калiбрувальних перетвореннях — f(n) = f̄(n),
а отже є калiбрувально-iнварiянтною величиною.

Рiвняння Айнштайна (зв’язку й еволюцiйнi) для
калiбрувально-iнварiянтних величин всiєї матерiї є
тими ж, що й рiвняння (51), (52) i (54), де, замiсть
ρ, p, D, V i Π(S), необхiдно покласти

ρ =
∑

n

ρ(n), p =
∑

n

p(n), ρD =
∑

n

ρ(n)D(n),

V =
∑

n

(

ρ(n) + p(n)

)

V(n)/ (ρ + p) ,

Π(S) =
∑

n

p(n)Π(n)/p. (108)

Рiвняння ж руху для кожної компоненти отримуємо з
рiвнянь збереження енерґiї-iмпульсу (94) кожної ком-
поненти:

Ḋg (n) + 3
[

c2
(n)) + q(n) − ω(n) + q(n)ω(n)

] ȧ

a
Dg (n) + (1 + ω(n))kV(n)

= aρ−1
(n)

(

AQ(n) + Es (n)Q(n) −
äa − ȧ2

a2
Q̇(n)Φ

)

− 3
ȧ

a
ω(n)Γ(n), (109)

V̇(n) +
[

1 − 3c2
(n) + 3(1 + c2

(n))q(n)

] ȧ

a
V(n) = 3

ȧ

a
q(n)V + k

(

Ψ − 3c2
(n)(1 − q(n))Φ

)

+
c2
(n)k

1 + ω(n)
Dg (n) +

ω(n)k

1 + ω(n)

[

Γ(n) −
2

3

(

1 − 3K

k2

)

Π(n)

]

+
ȧ

a
f(n). (110)

Тут A ≡ Ψ − (2 − aä/ȧ2)Φ − aΦ̇/ȧ (калiбрувально-
iнварiянтна величина введена в [16]).

Для iнтеґрування системи диференцiяльних рiв-
нянь Айнштайна (51), (52) i (54) iз (108) та рiвнянь
збережень (109)–(110) необхiдно ще задати функцiї
Qν (n) (102) або одну з калiбрувально-iнварiянтних ве-
личин (103)–(106) та f(n), якi описують взаємодiю (не-
ґравiтацiйну) компонент. Для збурень iз масштабом,
бiльшим за горизонт частинки, їх можна опустити,
для менших масштабiв вони залежать вiд конкрет-

ного фiзичного механiзму взаємодiї. Далi буде роз-
глянуто барiонно-фотонну плазму, в якiй взаємодiя
мiж частинками зумовлена ефектами розсiяння Том-
сона та Комптона.

Отже, для розрахунку збурень густини енерґiї ви-
промiнювання та флюктуацiй температури релiкто-
вого випромiнювання, якi зумовленi адiябатичними
збуреннями в епоху космологiчної рекомбiнацiї, необ-
хiдно враховувати взаємодiю випромiнювання з барi-
онною плазмою через томсонiвське й комптонiвське
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розсiювання, перерозподiл квантiв за частотами, по-
ляризацiєю та напрямками поширення.

Якщо складниками густини енерґiї Всесвiту є без-
зiткнювальнi частинки, холодна та гаряча темна ма-
терiя, то для обчислення компонент тензора енерґiї-
iмпульсу використовують рiвняння Больцмана для
еволюцiї функцiї розподiлу частинок у фазовому
просторi.

V. РIВНЯННЯ БОЛЬЦМАНА ДЛЯ ЕВОЛЮЦIЇ
ФУНКЦIЇ РОЗПОДIЛУ ЧАСТИНОК

У ФАЗОВОМУ ПРОСТОРI

Оскiльки ми розглядаємо скалярнi збурення,
то виведемо рiвняння Больцмана в конформно-
ньютонiвському калiбруваннi (37). Фазовий простiр
описуємо шiстьома змiнними — трьома положенями
xi i супутнiми до них компонентами iмпульсу Pi. Для
частинки з масою m супутнiй iмпульс Pi = mUi,

де Ui = dxi/
(

−ds2
)1/2

. Супутнiй i власний iмпульси
pi = pi пов’язанi спiввiдношенням

Pi = a (1 + Φ) pi. (111)

За вiдсутности збурень метрики рiвняння Гамiльтона
показують, що супутнiй iмпульс є сталою величиною,
а власний — є функцiєю вiд a−1. Функцiя розподiлу
визначає кiлькiсть частинок в елементарному об’ємi
dx1dx2dx3dP1dP2dP3 фазового простору

f
(

xi, Pj , η
)

dx1dx2dx3dP1dP2dP3 = dN. (112)

Важливо, що f є скалярною величиною, iнварiянтною
при канонiчних перетвореннях. Основним наближен-
ням розподiлу частинок є розподiл Фермi–Дiрака для
фермiонiв (знак +) та Бозе–Айнштайна для бозонiв
(знак –):

f0 = f0 (ε) =
gs

h3
P

1

eε/kBT0 ± 1
, (113)

де ε = a
(

p2 + m2
)1/2

=
(

P 2 + a2m2
)

, T0 = aT — тем-
пература частинок у сучасну епоху, фактор gs — кiль-
кiсть ступенiв вiльности, hp i kB — константи Планка
i Больцмана вiдповiдно.

У збуреному просторi-часi xi i Pi залишаються ка-
нонiчно спряженими змiнними, а рiвнянням руху час-
тинок є рiвнянням Гамiльтона. Щоб вилучити збу-
рення метрики з означення iмпульсiв частинок, ви-
користовують замiсть Pj величину qj ≡ apj [22], а
3-iмпульс qj представляється як добуток абсолютно-
го значення iмпульсу й одиничного вектора його на-
прямку: qj = qnj , де nini = δijn

ini = 1. Змiнив-
ши так координати фазового простору, отримаємо
f
(

xi, q, nj , η
)

замiсть f
(

xi, Pj , η
)

. Це перетворення не
канонiчне (qi не є канонiчно спряженою змiнною для
xi), але його коректнiсть забезпечується вiдповiдни-
ми перетвореннями iмпульсiв у рiвняннях Гамiльто-
на. Оскiльки qj не канонiчний iмпульс, то d3xd3q не є
елементом об’єму у фазовому просторi, а fd3xd3q —

не кiлькiсть частинок. У конформно-ньютонiвському
калiбруваннi, наприклад, кiлькiсть частинок — це
(1 + 3Φ) fd3xd3q, що є зрозумiлим, оскiльки власною
вiдстанню є a (1 + Φ) dxi.

За наявности збурень енерґiя частинки ε означує-
ться як енерґiя, вимiряна супутнiм до неї спостерiга-

чем ε =
(

q2 + a2m2
)1/2

. Звiдси можна отримати ча-
сову компоненту 4-iмпульсу: P0 = − (1 + Ψ) ε. Для
ультрарелятивiстських частинок, таких, як нейтри-
но та фотони, ε в розподiлах Фермi–Дiрака та Бозе–
Айнштайна можна просто замiнити на q.

Вираз для тензора енерґiї-iмпульсу, записаний че-
рез функцiю розподiлу, загалом має вигляд

Tµν =

∫

dP1dP2dP3 (−g)
−1/2 PµPν

P 0
f
(

xi, Pj , η
)

, (114)

де g — визначник gµν . Функцiю розподiлу можна за-
писати як суму функцiї розподiлу в нульовому набли-
женнi та збуреної частини в нових змiнних q та nj :

f
(

xi, Pj , η
)

= f0 (q)
[

1 + F
(

xi, q, nj , η
)]

. (115)

У конформно-ньютонiвському калiбруваннi в лi-
нiйному наближеннi (−g)

−1/2
= a−4 (1 − Ψ − 3Φ) i

dP1dP2dP3 = (1 + 3Φ) q2dqdΩ (dΩ — тiлесний кут зв’я-
заний з напрямком iмпульсу ni). Використовуючи ви-
рази

∫

dΩninj = 4πδij/3 i
∫

dΩni =
∫

dΩninjnk = 0, з
рiвняння (114) в лiнiйному наближеннi за збуреннями
отримаємо

T 0
0 = −a−4

∫

q2dqdΩ
√

q2 + m2a2f0 (q) (1 + F ) , (116)

T 0
i = a−4

∫

q2dqdΩqnif0 (q) F, (117)

T i
j = a−4

∫

q2dqdΩ
q2ninj

√

q2 + m2a2
f0 (q) (1 + F ) . (118)

При цьому використали представлення Pi через добу-

ток q i ni, а вираз для енерґiї ε (q, η) =
(

q2 + a2m2
)1/2

пiдставляли лише в iнтеґрал, а в арґументi незбу-
реної функцiї розподiлу залишали q. Масштабний
фактор a та F визначенi в точцi

(

xi, η
)

конформно-
ньютонiвського калiбрування.

Еволюцiю функцiї розподiлу описуємо рiвнянням
Больцмана, яке у змiнних

(

xi, q, nj , η
)

записується
так:

Df

dη
=

∂f

∂η
+

dxi

dη

∂f

∂xi
+

dq

dη

∂f

∂q
+

dni

dη

∂f

∂ni

=

(

∂f

∂η

)

C

, (119)

де права частина мiстить доданки, вигляд яких зале-
жить вiд конкретного фiзичного механiзму взаємодiї.
Iз рiвнянь для геодезiйних

P 0 dP µ

dη
+ Γµ

αβP αP β = 0,

одержимо
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dq/dη = −qΦ̇ − ε (q, η) ni∂iΨ.

Тут dni/dη є O (h) . I оскiльки величина ∂f/∂ni є та-
кож величиною першого порядку малости, то додан-
ком (dni/dη) (∂f/∂ni) у рiвняннi Больцмана можна
знехтувати в лiнiйному наближеннi. Ураховуючи це,
iз (119) отримаємо таке рiвняння для збуреної части-
ни функцiї розподiлу в k-просторi для скалярної моди
збурень:

∂F

∂η
+ i

q

ε
(k · n̂) F +

d ln f0

d ln q

[

−Φ̇ − i
ε

q
(k · n̂) Ψ

]

= C[f ], (120)

де C[f ] ≡ 1
f0

(

∂f
∂η

)

C
. Складники рiвняння Больцмана

залежать вiд кута мiж напрямком iмпульсу n̂ та k.
Якщо залежнiсть iмпульсу вiд початкових збурень у
фазовому просторi є аксiяльно симетрична вiдносно
k, тодi виникає аксiяльна симетрiя. Якщо виникають
аксiяльно асиметричнi збурення густини нейтрино чи
iнших невзаємодiючих компонент, то вони зґенерува-
ли б не скалярнi метричнi збурення, i це проявилося
б на iнших компонентах. Отже, початкова залежнiть
iмпульсу є аксiяльно симетричною, i F залежить ли-
ше вiд q та k · n̂.

Холодна темна матерiя. Зi середини 80-их рокiв
проґрес у фiзицi елементарних частинок примножив
“зоопарк” можливих кандидатiв на темну матерiю.
Здобула популярнiсть (i практично донинi її утримує)
холодна форма темної матерiї, яку вперше запропо-
нував П. Пiблс у 1982 р. [23]. Частинки цiєї форми
матерiї дерелятивiзувались пiд впливом розширення
ще на раннiх стадiях еволюцiї Всесвiту, вони беруть
участь у ґравiтацiйнiй взаємодiї i, можливо, слабкiй.
Ця модель темної матерiї добре пояснює динамiку га-
ло галактик, утворення галактик, скупчень галактик,
їхнi властивостi та спостережувану великомасштаб-
ну структуру Всесвiту. Але, на жаль, попри наяв-
нiсть багатьох гiпотетичних частинок як кандидатiв
на елементне наповнення цього виду темної матерiї,
реально таких частинок досi не детектовано. Незва-
жаючи на їхнi досить загальнi природнi властивостi
(участь у ґравiтацiйнiй i, можливо, слабкiй взаємодi-
ях, здатнiсть кластеризуватися, утворюючи протяжнi
гало об’єктiв через беззiткнювальний характер взає-
модiї на стадiї колапсу), встановлено, що вони ста-
новлять не менше 20–30% всiєї густини енерґiї. Для
застосування рiвняння Больцмана для них необхiдно
зробити припущення про функцiю розподiлу f0. Але
оскiльки їхнi залишковi тепловi швидкостi є малими,
то наближення iдеальної рiдини з пилоподiбним рiв-
нянням стану pcdm = 0 є достатньо точним для аналi-
зу формування великомасштабної структури Всесвi-
ту.

Масивнi нейтрино можуть бути складником тем-
ної матерiї i впливати на формування великомасштаб-
ної структури Всесвiту. На початку 80-х рокiв фiзики-
експериментатори запiдозрили, що нейтрино мають
масу спокою ∼30 еВ. Оскiльки релiктових нейтрино
за концентрацiєю в ∼ 109 разiв бiльше вiд протонiв,

то цього достатньо, щоб вони були тою матерiєю, якої
бракує для пояснення багатьох властивостей спосте-
режуваного Всесвiту. На епоху рiвности густини мате-
рiї й випромiнювання швидкости нейтрино були бли-
зькi до релятивiстських, тому такий вид темної ма-
терiї отримав назву гарячої. Хоча наступнi експери-
менти не пiдтвердили такої величини маси спокою в
нейтрино, експерименти кiнця 90-х рокiв на нейтрин-
ному детекторi Суперкамiоканде [27, 28] змiцнили тi
пiдозри i дали нижню межу на її значення ∼ 0.04 еВ.
Верхня межа на масу спокою нейтрино ≤ 1 еВ на до-
сить високому рiвнi достовiрности (≥ 95.4%) встанов-
лена на основi даних спостережувальної космологiї —
просторового розподiлу галактик, скупчень галактик,
їхньої функцiї мас та iн. (див. [29, 73] i посилання у
них). Середню густину та тиск гарячої (нейтринної)
компоненти темної матерiї можна обчислити за фун-
кцiєю розподiлу

ρ̄h = a−4

∫

q2dqdΩεf0(q),

p̄h =
1

3
a−4

∫

q2dqdΩ
q2

ε
f0(q).

Для Nν сортiв нейтрино однакових мас mν (виро-
дженi) для густини в одиницях критичної отримає-
мо Ων = Nνmνh−2/94, де маса виражена в електрон-
вольтах. Iз експериментальних обмежень на масу i
кiлькiсть сортiв нейтрино випливає, що 0.001 ≤ Ων ≤
0.03. Це значить, що масивнi нейтрино можуть стано-
вити не бiльше 10% густини темної матерiї. Сучасна
точнiсть даних експериментальної космологiї та ви-
значення на їхнiй основi параметрiв космологiчних
моделей вимагає врахування цiєї компоненти в тео-
рiї формування великомасштабної структури Всесвi-
ту, якщо її внесок є поблизу верхньої межi допусти-
мих значень Ων .

Числовим iнтеґруванням рiвняння Больцмана (120)
для збуреної частини функцiї розподiлу нейтрино з
mν 6= 0 та C[f ] = 0 (беззiткнювальнi частинки) можна
отримати його розв’язки в k-просторi для заданого iм-
пульсу q та напрямку n. Iнтеґруванням у (116)–(118)
за q i n можна вираховувати правi частини рiвняння
Айнштайна. Iнтегрування за напрямками спрощуєть-
ся розкладом F (k, q,n, η) за полiномами Лежандра:

F (k, q,n, η) =
∞
∑

`=0

(−i)`(2` + 1)F`(k, q, η)P`(k · n).

Рiвняння (120) дає iєрархiчну систему рiвнянь для F`:

Ḟ0 = −qk

ε
F1 + Φ̇

d ln f0

d ln q
,

Ḟ1 =
qk

3ε
(F0 − 2F2) −

εk

3q
Ψ

d ln f0

d ln q
,

Ḟ` =
qk

(2` + 1)ε
[`F`−1 − (` + 1)F`+1] , ` ≥ 2. (121)

Вона обривається на ` = 50, що вiдповiдає масштабу
беззiткнювального загасання збурень густини масив-
них нейтрино (див. роботи [22, 24, 34] та цитування в
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них). За отриманими числовими розв’язками цiєї сис-
теми рiвнянь збурення густини та швидкости обчис-
люємо так:

D(h)
s =

4π

a4ρ̄h

∫

q2dq εf0(q)F0(k, q, η),

V (h) =
4πk

a4(ρ̄h + P̄h

∫

q2dq qf0(q)F1(k, q, η).

Фотони та безмасовi нейтрино є ультрареляти-
вiстськими частинками (ρ(γ,ν) = 3p(γ,ν)) з m(γ,ν) =
0 та ε(γ,ν) = q(γ,ν). Рiвняння (120) для них у
зв’язку з цим можна представити в калiбрувально-
iнварiянтних величинах так. Оскiльки f0(q) зале-
жить вiд температури, а в дiлянцi збурень T (η, n̂) =
T (η)

(

1 + ∆(η, xi, nj)
)

, то

F (xi, q, nj , η) = −q
df0

dq
∆(η, xi, nj). (122)

Пiдставляючи його в рiвняння (120), отримуємо рiв-
няння для ∆(η, xi, nj):

∂∆

∂η
+ ikµ∆ = ikµΨ − Φ̇ + C̃ [f ], (123)

де µ = k−1
k · n, C̃ [f ] ≡ −C[f ]/(q df0

dq ) Використовую-
чи спiввiдношення мiж калiбрувально-iнварiянтними
величинами, наведеними в параграфi 2.1, можна по-
будувати калiбрувально-iнварiянтну величину

M ≡ ∆ + HL +
1

3
HT + iµ(k−1ḢT − B). (124)

Розкладаючи ∆ i M в ряд за сферичними функцi-
ями та використовуючи лоренц-iнварiянтнiсть фун-
кцiї розподiлу частинок f , можна показати, що
всi компоненти розкладу, починаючи iз квадруполя,
є калiбрувально-iнварiянтними величинами [17, 18].
Використовуючи спiввiдношення (35)–(36), рiвняння
(123) зводимо до вигляду:

∂M
∂η

+ ikµM = ikµ(Φ − Ψ) + C̃[f ]. (125)

Цi рiвняння є основними для розрахунку компо-
нент тензора енерґiї-iмпульсу фотонiв та безмасових
нейтрино. Зокрема, в термiнах збурень компонент
тензора-енерґiї iмпульсу (параграф 2.1) розв’язок рiв-
няння (125) дає [17]:

D(γ,ν)
g =

1

π

∫

MdΩ (126)

V (γ,ν) =
3i

4π

∫

µMdΩ (127)

Π(γ,ν) = − 3

π

∫

1

2

(

3µ2 − 1
)

MdΩ. (128)

Для безмасових нейтрино рiвняння (125) має най-
простiший вигляд, оскiльки C̃[f ] ≡ 0. Iнтеґрал зi-
ткнень для фотонiв, якi розсiюються на вiльних
електронах без обмiну енерґiєю (ефект Томсона), в

калiбрувально-iнварiянтних змiнних має такий ви-
гляд [18]:

C̃[f ] = σT ne

[1

4
D(γ)

g − iµV (b) −M +
3

16π
(ninj −

1

3
δij)

∫

M(n′)(ninj −
1

3
δij)dΩ′

]

. (129)

Останнi два доданки в розкладi за сферичними гар-
монiками дають −(3µ2 − 1)(M2 −

√
6E2)/20, де E2

— квадрупольний складник поляризацiї, зумовленої
скалярною модою збурень. Метод розв’язку рiвнянь
(125) для безмасових нейтрино з C̃[f ] ≡ 0 та фото-
нiв з iнтеґралом зiткнень (129) докладно описаний у
працях [17, 18, 20, 24, 34]. Cуть методу полягає в роз-
кладi M за сферичними гармонiками, унаслiдок чого
iз (125) отримуємо систему iєрархiчних рiвнянь за-
гального виду Ṁ` = F (M`,M`−1,M`+1) з ` ≥ 1,
яка обривається на масштабах загасання вiдповiдних
компонент [24]. Як правило, це масштаби з ` ∼ 1500,
що дає систему ∼ 3000 рiвнянь. Розвинутий у роботi
[34] метод iнтеґрування цiєї системи рiвнянь уздовж
променя зору суттєво зменшив кiлькiсть рiвнянь та
вiдповiдно тривалiсть їх iнтеґрування на сучасних
комп’ютерах. Вiн реалiзований у програмах вiльно-
го доступу CMBFAST [34,35], CAMBCODE [36], CM-
BEASY [37].

Iз рiвняння (125) можна отримати класичний ре-
зультат Сакса–Вольфа для флюктуацiй температури
релiктового випромiнювання. Для цього припускає-
мо, що сфера останнього розсiювання релiктового ви-
промiнювання є безмежно тонкою, а оптична товщи-
на за томсонiвським розсiюванням мiж спостерiгачем
i нею τ(z) =

∫ z

0 cσTne(z)H−1(z)(z + 1)−1dz дорiвнює
нулевi. Це означає, що ne(η) = 0 для ηrec ≤ η ≤ η0.
Формальний розв’язок (125) отримуємо його iнтеґру-
ванням в iнтервалi ηrec ≤ η ≤ η0:

(

∆T

T

)

(η0,n) =
1

4
D(γ)

s (ηrec,n) + V
(γ)
i (ηrec,n)ni

+(Φ − Ψ)(ηrec,n) −
∫ η0

ηrec

(Φ̇ − Ψ̇)(η)dη . (130)

Тут опущенi монопольний (Φ − Ψ)(η0,n) та диполь-

ний V
(γ)
i (η0,n)ni складники, якi пов’язанi iз ґравiта-

цiйним потенцiялом у дiлянцi спостерiгача та його ру-
хом щодо релiктового випромiнювання, а також вико-
ристано очевидне спiввiдношення (∆T/T ) (ηrec,n) =
D(γ)/4, яке випливає iз закону Стефана–Больцмана
та спiввiдношення мiж калiбрувально-iнварiянтними
величинами (64), (101). Для адiябатичних збурень у
наближеннi тiсного зв’язку мiж фотонами й барiон-
ною плазмою до рекомбiнацiї справедливi спiввiдно-
шення: D

(γ)
s = 4D

(m)
s /3 i V (γ) = V (m). Уважаючи,

що пiсля рекомбiнацiї справедливi розв’язки рiвнянь
збурень для пилоподiбного середовища з Ψ = −Φ та
D

(m)
s = D(m) + 5Φ, остаточно отримаємо:

∆T

T
(n) =

1

3
Φ(ηdec,n) + 2

∫ ωe

0

Φ̇A(η0 − ω,n)

∂η
dω

+niV
i(ηdec,n) +

1

3
∆(m)(ηdec,n), (131)
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Змiнна ω(η) — афiнний параметр уздовж геодезiй-
ної, що починається вiд спостерiгача i закiнчується в
точцi на сферi останнього розсiювання. Перший дода-
нок у (131) — це добре вiдомий ефект Сакса–Вольфа,
зумовлений ґравiтацiйним потенцiялом збурення на
сферi останнього розсiювання, другий — iнтеґраль-
ний ефект Сакса–Вольфа, який є важливим тiльки в
пiзнiшi часи в моделях з ΩΛ 6= 0 або ΩK 6= 0, коли
Φ̇ 6= 0 (див. рис. 3–4). Третiй доданок — ефект До-
плера, зумовлений збуренням швидкости, а останнiй
— акустичний, або адiябатичний, зумовлений збурен-
ням густини барiонно-фотонної плазми на сферi ос-
таннього розсiювання. Вираз (131) для флюктуацiй
температури релiктового випромiнювання справедли-
вий для збурень iз масштабом, значно бiльшим, нiж
горизонт частинки в момент космологiчної рекомбi-
нацiї (≈ 2◦ в кутових одиницях). Його можна та-
кож отримати шляхом iнтеґрування вздовж геодезiй-
ної рiвняння поширення електромагнетного випромi-
нювання у Всесвiтi зi скалярними збуреннями мет-
рики простору-часу, густини та швидкости речови-
ни [18, 40]. Для менших масштабiв наближення тон-
кої сфери вже не може бути застосованим, i для iнте-
ґрування рiвняння (125) необхiдно знати залежнiсть
концентрацiї вiльних електронiв вiд часу. Йонiзацiйна
iсторiя Всесвiту, чи космологiчна рекомбiнацiя водню
та гелiю, є важливими складниками теорiї формуван-
ня великомасштабної структури.

VI. КОСМОЛОГIЧНА РЕКОМБIНАЦIЯ
ВОДНЮ ТА ГЕЛIЮ

Розрахунок швидкости змiни концентрацiї вiльних
електронiв у перiод вiдриву теплового електромагнет-
ного випромiнювання вiд речовини, яке є спостере-
жуваним релiктом молодого Всесвiту, набув актуаль-
ности вiдразу пiсля експериментального пiдтверджен-
ня гарячої моделi Великого вибуху — вiдкриття ре-
лiктового випромiнювання Пензiасом i Вiльсоном у
1965 р. [41]2.

Уперше такий розрахунок проведений у роботах
[42] та [43] в 1968 роцi. У наступних працях [44–49] де-
тально вивчено основнi процеси, а точнiсть розрахун-
ку кiнетики рекомбiнацiї доведено до кiлькох вiдсот-
кiв. Найповнiший сучасний аналiз кiнетики космоло-
гiчної рекомбiнацiї здiйснено в роботi [50], у якiй вра-
ховано багаторiвневу структуру атома водню й гелiю
(' 300 рiвнiв), нерiвноважну кiнетику та, практич-
но, всi процеси, що визначають термiчний стан плаз-
ми. Цi ж автори створили програму RECFAST [51],
яка забезпечує точнiсть розрахунку концентрацiї вi-
льних електронiв ∼ 1%. Її використовують у програмi
CMBFAST [34,35] для розрахунку спектра потужнос-
ти флюктуацiй густини речовини, температури та по-

ляризацiї релiктового випромiнювання. Наведемо ос-
новнi рiвняння цiєї теорiї з огляду на їх широке вико-
ристання та iнтенсивнi дослiдження в цiй галузi, якi
тривають.

Уведемо такi позначення: nHI i nHII — концент-
рацiї вiдповiдно нейтральних атомiв та йонiв вод-
ню, nHeI, nHeII i nHeIII — концентрацiї нейтральних
атомiв, однократно i двiчi йонiзованого гелiю, ne =
nHII + nHeII + 2nHeIII — концентрацiя вiльних елект-
ронiв, nH = nHI + nHII — загальна концентрацiя вод-
ню, nHe = nHeI + nHeII + nHeIII — загальна концентра-
цiя гелiю. Зручно перейти до вiдносних концентрацiй:
xHI ≡ nHI/nH — вiдносний умiст нейтрального водню,
xHII ≡ nHII/nH — вiдносний умiст йонiзованого вод-
ню, xHeI ≡ nHeI/nHe — вiдносний умiст нейтрального
гелiю, xHeII ≡ nHeII/nHe — вiдносний умiст один раз
йонiзованого гелiю, xHeIII ≡ nHeIII/nHe — вiдносний
умiст двiчi йонiзованого гелiю, xe ≡ ne/nH — вiднос-
ний вмiст електронiв. Вiдношення загальних концен-
трацiй гелiю й водню позначмо fHe ≡ nHe/nH, яке
виражається через масову частку первинного гелiю
YP , так що fHe = YP /4(1−YP ) (надалi в розрахунках
покладаємо YP = 0.24 [52]). Для них виконуються оче-
виднi спiввiдношення: xe = xHII+fHexHeII+2fHexHeIII,
xHI + xHII = 1, xHeI + xHeII + xHeIII = 1. Усi наступнi
аналiтичнi вирази й числовi результати наводимо для
вiдносних концентрацiй атомiв, йонiв та електронiв.

Як випливає iз цитованих вище праць та детальних
числових розрахункiв, наведених у [50,51], на раннiх
етапах розвитку Всесвiту (z > 104) всi атоми водню
й гелiю повнiстю йонiзованi квантами теплового ви-
промiнювання, так що xHII = 1, xHI = 0, xHeIII = 1,
xHeI = xHeII = 0 i xe = 1 + 2fHe. Це пов’язано з тим,
що густина квантiв теплового випромiнювання, здат-
них йонiзувати водень i гелiй, значно (в ' 109 ра-
зiв) перевищує концентрацiю атомiв. Унаслiдок роз-
ширення Всесвiту енерґiя квантiв падає ∝ (z + 1),
як i температура теплового випромiнювання у фун-
кцiї Планка TR(z) = (2.725 ± 0.001 K)(z + 1) [2], йо-
го густина енерґiї ∝ (z + 1)4, а концентрацiя й ма-
сова густина барiонної речовини та темної матерiї
∝ (z + 1)3. На z ∼ 8000 кванти електромагнетного
випромiнювання з енерґiєю, бiльшою вiд потенцiялу
йонiзацiї HeII, з основного i другого рiвнiв перебу-
вають у короткохвильовому “хвостi” функцiї План-
ка, i їх кiлькости уже не достатньо, щоб утримува-
ти весь гелiй у стадiї HeIII. Вiн починає рекомбiну-
вати, i на z ∼ 7000 з’являються йони HeII. У цей
перiод характерний час томсонiвського розсiювання
(tT ≈ 3mec(1 + xe + fHe)/(8σTaRT 4

Rxe) та характер-
нi часи рекомбiнацiї водню (tHI ≈ 1/neαHI) i гелiю
(tHeII ≈ 1/neαHeII) значно меншi вiд характерного ча-
су розширення Всесвiту (tHubble ≈ 2/3H0(1 + z)3/2),
тому температура матерiї Tm дорiвнює температурi
випромiнювання TR i рекомбiнацiя HeII вiдбувається

2За експериментальне виявлення релiктового випромiнювання А. Пензiас i Р. Вiльсон у 1978 р. удостоєнi Нобелiвської
премiї в галузi фiзики
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в умовах, за яких виконуються умови докладного ба-
лансу для всiх рiвнiв на кожен момент часу, тобто в
умовах термодинамiчної рiвноваги. У виразах для ха-
рактерних часiв через me позначено масу електрона,
c — швидкiсть свiтла, σT — ефективний перерiз том-
сонiвського розсiювання, aR — радiяцiйну сталу, αi

— ефективнi коефiцiєнти рекомбiнацiї на основнi рiв-
нi атомiв водню HI й однократно йонiзованого гелiю
HeII. Швидкiсть 2-х фотонного переходу 2s−1s вели-
ка й електрони, якi каскадно рекомбiнують, швидко
досягають основного стану HeII. Вiдносну концент-
рацiю йонiзованого гелiю xHeIII описуємо формулою
Саха:

xexHeIII

xHeII
=

(2πmekTm)3/2

h3nH
e−χHeII/kTm . (132)

Значення всiх атомних сталих i коефiцiєнтiв, якi вхо-
дять у рiвняння (132)–(142) i використанi в числових
розрахунках, наведено в статтях [55, 56]. Оскiльки в
цей час водень i гелiй повнiстю йонiзованi (xHI = 0,
xHII = 1, xHeI = 0), xHeII = 1 − xHeIII, то xe =
1+fHe(1+xHeIII), то рiвняння легко розв’язуємо щодо
xe. За його допомогою можна легко переконатись, що
вже на z ∼ 5000 практично весь гелiй перебуває в ста-
дiї однократної йонiзацiї. Такий стан зберiгається до
z ∼ 3500, коли починає рекомбiнувати HeI. У цей перi-
од tHubble : tT : tHI : tHeI ≈ 1 : 0.0000003 : 0.0003 : 0.001
i умови ще близькi до стану термодинамiчної рiвнова-
ги. Поки частка nHeI вiд усього гелiю менша вiд 1%,
роль метастабiльного рiвня 2s в кiнетицi рекомбiнацiї
HeI незначна i концентрацiя йонiзованого гелiю xHII

досить точно описується формулою Саха

xexHeII

xHeI
= 4

(2πmekTm)3/2

h3nH
e−χHeI/kTm . (133)

Тепер xHeIII = 0 i xHeI = 1 − xHeII. Для точного роз-
рахунку xHeII необхiдно знати точне значення xe =

xHII+fHexHeII. I хоча xHII ≈ 1, зменшення частки nHII

вiд усього водню внаслiдок рекомбiнацiї на 0.1% при-
водить до сумiрної змiни ne внаслiдок рекомбiнацiї
HeI через переважаючий умiст водню (fHe = 0.079).
Отже, на цьому етапi необхiдно вже враховувати ре-
комбiнацiю водню, яка в цей час ще достатньо точно
описується формулою Саха:

xexHII

xHI
=

(2πmekTm)3/2

h3nH
e−χHI/kTm . (134)

Система цих двох рiвнянь зводиться до одного алґеб-
раїчного кубiчного рiвняння для xe, яке має один дiй-
сний корiнь:

xe = 2
√

−A/3 cos (α/3) − B/3, (135)

де B = RHI + RHeI, RHeI i RHI правi частини рiвнянь
(133) i (134), cosα = C/2

√

−A3/27, A = D − B2/3,
D = RHIRHeI−RHI−fHeRHeI, C = 2B3/27−BD/3−E,
E = −RHIRHeI(1 − fHe) [55, 56].

Зi спадом xHeII зростає концентрацiя атомiв HeI в
основному станi 1s, якi, поглинаючи кванти основної
серiї, накопичуються в метастабiльному станi 2s та
в 2p за рахунок великої густини дифузного випромi-
нювання, що виникає при переходах 2p − 1s. Звiдти
вони йонiзуються вже квантами меншої енерґiї, кон-
тинууму наступної серiї, яких бiльше (випадок B ре-
комбiнацiї). Отже, рекомбiнацiя HeI затримується, i
цей ефект називають ефектом “горловини пляшки”.
Вiн приводить також до порушення рiвноважного за-
селення рiвнiв та йонiзацiйно-рекомбiнацiйної рiвно-
ваги. Рiвняння Саха вже адекватно не описує стану
йонiзацiї гелiю, тому необхiдно розв’язувати рiвняння
нерiвноважної рекомбiнацiї [51]:

dxHeII

dz
=
(

xHeIIxenHαHeII − βHeI(1 − xHeII)e
−hν

HeI21s
/kTm

)

(136)

× 1 + KHeIΛHenH(1 − xHeII)e
−hνps/kTm

H(z)(1 + z)
(

1 + KHeI(ΛHe + βHeI)nH(1 − xHeII)e−hνps/kTm

) ,

де

αHeI = q





√

Tm

T2

(

1 +

√

Tm

T2

)1−p(

1 +

√

Tm

T1

)1+p




−1

m3s−1 (137)

— коефiцiєнт рекомбiнацiї гелiю HeI [53], βHeI — коефi-
цiєнт фотойонiзацiї, KHeI ≡ λ3

HeI21p/[8πH(z)] — множ-
ник, який враховує “почервонiння” квантiв резонанс-
ної лiнiї основної серiї HeI (21p − 11s переходу), зна-
чення решти параметрiв, якi входять до корекцiйного
множника, що “пiдправляє” результати 3-рiвневої мо-
делi йона HeII до багаторiвневої. Як i в попередньому
випадку, рiвняння кiнетики рекомбiнацiї HeI необхiд-

но розв’язувати разом з вiдповiдним рiвнянням для
водню, але поки nHI становить менше вiд 1% вiд nH,
xHII достатньо точно описується формулою Саха. Зi
зростанням xHI збiльшується оптична глибина в лiнiї
Lyα, дифузне випромiнювання в нiй переводить бiль-
шiсть атомiв HI у стан 2p. Миттєвий спонтанний пере-
хiд на основний рiвень породжує квант, який швид-
ко поглинається сусiднiм атомом, i стан системи не
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змiнюється. Важливим у кiнетицi рекомбiнацiї є ме-
тастабiльний 2s-рiвень, який заселяється як “знизу”
двофотонним поглинанням та ударним збудженням,
так i рекомбiнацiєю “зверху”. Тривалiсть життя ато-
ма в цьому станi достатня, щоб “дочекатися” йонiзу-
ючого кванта континууму бальмерiвської серiї. Отже,
нейтральнi атоми водню йонiзуються як з основного
стану Lc квантами, так i з 2s-рiвня квантами бальме-
рiвського континууму, яких значно бiльше. Рекомбi-
нацiя водню затримується (ефект “горловини пляш-
ки”), i необхiдно застосувати рiвняння нерiвноважної
кiнетики [51]:

dxHII

dz
=
(

xexHIInHαH − βH(1 − xHII)e
−hνH2s/kTm

)

× 1 + KHΛHnH(1 − xHII)

H(z)(1 + z) (1 + KH(ΛH + βH)nH(1 − xHII))
, (138)

де

αH = F · 10−19atb/(1 + ctd) m3s−1 (139)

— коефiцiєнт рекомбiнацiї водню [54], t = Tm/104,
KH ≡ λ3

H2p/[8πH(z)] — множник, який ураховує чер-
воне змiщення Lyα-квантiв, зумовлене розширенням
Всесвiту, F — пiдгiнний множник 3-х рiвневої моде-
лi до багаторiвневої (детальнiше див. [50,51]). Коефi-
цiєнти фотойонiзацiї в (136) i (138) розраховуються
через коефiцiєнти B-рекомбiнацiї так:

β = α(2πmekTm/h2)3/2e−hν2s−1s/kTm . (140)

Температура матерiї Tm практично дорiвнює темпе-
ратурi випромiнювання TR аж до z ∼ 800, оскiль-
ки до цього моменту характерний час томсонiвсько-
го розсiювання квантiв теплового випромiнювання на
вiльних електронах значно менший за характерний
час розширення Всесвiту, tT/tHubble < 10−3. Отже,
до цього моменту швидкiсть змiни температури опи-
сується адiябатичним охолодженням випромiнювання
(γ = 4/3) внаслiдок розширення Всесвiту:

dTm

dz
=

Tm

(1 + z)
. (141)

I лише пiсля рекомбiнацiї на червоних змiщеннях
z < 800 адiябатичне охолодження iдеального газу
(γ = 5/3) починає переважати нагрiвання за раху-
нок ефекту Комптона, який “пiдтягує” температуру
газу до температури випромiнювання. Охолодження
газу за рахунок вiльно-вiльних, зв’язано-вiльних та
зв’язано-зв’язаних переходiв, ударної йонiзацiї, як i
нагрiв за рахунок фотойонiзацiй та ударної рекомбi-
нацiї, дають внесок у швидкiсть змiни температури,
який не перевищує сотої частки вiдсотка вiд основ-
них процесiв — адiябатичного охолодження та ефекту
Комптона [50]. Отже, в цю епоху достатньо точним є
таке рiвняння для швидкости змiни температури ма-
терiї [51]:

dTm

dz
=

8σTaRT 4
R

3H(z)(1 + z)mec

xe

1 + fHe + xe
(Tm − TR)

+
2Tm

(1 + z)
, (142)

Рис. 5. Рекомбiнацiя водню та гелiю в стандартнiй
CDM-моделi (Ωb = 0.05, ΩCDM = 0.95, ΩΛ = 0, h = 0.5).
На верхнiй панелi суцiльною лiнiєю показано залежнiсть
повної концентрацiї вiльних електронiв вiд червоного змi-
щення, на нижнiй — залежностi температури випромi-
нювання TR, температури матерiї Tm, концентрацiї вод-
ню nH, концентрацiї електронiв ne та оптичної глиби-
ни τ (z) =

R z

0
cσTne(z)H−1(z)(z + 1)−1dz за томсонiвським

розсiюванням вiд червоного змiщення.

Результати розрахункiв рекомбiнацiї водню та ге-
лiю в стандартнiй CDM-моделi, проведених на основi
рiвнянь (132)–(142) та програми RECFAST, доповне-
ної розв’язком (135), показано на рис. 5. Там же по-
дано залежностi фонових значень температури ви-
промiнювання TR, температури матерiї Tm, концен-
трацiї водню nH, концентрацiї електронiв ne та оп-
тичної глибини τ за томсонiвським розсiюванням вiд
червоного змiщення. Унаслiдок розширення Всесвi-
ту рекомбiнацiя водню й гелiю не завершуєтся пов-
нiстю, а сповiльнюється настiльки, що деякий сту-
пiнь йонiзацiї зберiгається на малих червоних змi-
щеннях. Таку залишкову йонiзацiю називають загар-
тувальною. Розрахунки показують, що на z = 200
xe ≈ xHII = 6.7 · 10−4, xHeII = 9.2 · 10−10, а на z = 0
xe ≈ xHII = 4.1·10−4, xHeII = 8.1·10−10 (поява молекул
водню H2, H+

2 та вiд’ємних йонiв H− не змiнює суттєво
цих величин, оскiльки їх концентрацiя на кiлька по-
рядкiв менша [50]). Загартувальнi значення йонiзацiї
зменшуються зi збiльшенням концентрацiї барiонiв.
Так, при Ωb = 0.06 на z = 200 xe ≈ xHII = 6.3 · 10−4,
xHeII = 2.0 · 10−10. Значно бiльша чутливiсть загар-
тувального значення ступеня йонiзацiї гелiю (HeII) у
порiвняннi з воднем (HII) пояснюється тим, що реком-
бiнацiя гелiю починається ранiше, коли концентрацiя
йонiв висока, i триває в умовах високої концентрацiї
електронiв, зумовленої йонiзацiєю водню.
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VII. ЕВОЛЮЦIЯ ЗБУРЕНЬ У БАГАТОКОМПОНЕНТНИХ МОДЕЛЯХ

Рис. 6. Еволюцiя адiябатичних збурень густини барiонiв (суцiльна лiнiя), холодної темної матерiї (штрих-точкова
лiнiя), гарячої темної матерiї (штрихована лiнiя) та теплового випромiнювання (штрих–триточкова лiнiя) в рiзних
моделях (зверху вниз): вiдкритiй барiоннiй моделi (OBM), моделi з гарячою темною матерiєю (HDM), моделi з холодною
темною матерiєю(CDM), моделi зi змiшаною темною матерiєю (MDM) та моделi з космологiчною сталою й холодною
темною матерiєю (ΛCDM). У лiвiй колонцi масштаб збурень бiльший за горизонт частинки на момент рекомбiнацiї
(k = 0.01), у правiй — менший (k = 0.1). Нормування амплiтуди збурень: ∆(zrec) = 10−5.

Для дослiдження еволюцiї збурень у багатокомпо-
нентних моделях Всесвiту необхiдно розв’язати наве-
денi в попереднiх параграфах рiвняння Айнштайна
для збурень густини та швидкости речовини й мет-
рики простору-часу сумiсно з рiвняннями Больцма-
на для випромiнювання й нейтрино та рiвняннями
йонiзацiйно-рекомбiнацiйної рiвноваги водню та ге-
лiю. Це можна здiйснити числовими методами з вико-

ристанням загальнодоступних програм розв’язку сис-
тем звичайних диференцiяльних рiвнянь 2-го поряд-
ку, таких, як DVERK. Iснує кiлька програмних реалi-
зацiй їх розв’язку. Тут використано числовий пiдхiд
[24] i їхнiй пакет програм COSMICS, який є у вiльно-
му доступi на сайтi http://arcturus.mit.edu/cosmics/,
для розрахунку амплiтуди збурень густини барiонiв
у багатокомпонентному середовищi. На рис. 6 наведе-
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но розрахунок еволюцiї збурень густини D компонент
у космологiчних моделях, якi в рiзнi часи аналiзу-
вали з погляду пояснення формування великомасш-
табної структури Всесвiту: вiдкрита барiонна модель
(OBM), модель з гарячою темною матерiєю (HDM),
модель з холодною темною матерiєю(CDM), модель
зi змiшаною темною матерiєю (MDM) та моделi з
космологiчною сталою й холодною темною матерiєю
(ΛCDM). У всiх цих моделях покладено h = 0.68,
T0 = 2.725 K, Yp = 0.24 i три сорти нейтрино. Моделi
рiзняться типом матерiї, яка домiнує за густиною, та
спiввiдношенням густин мiж ними:

• OBM — Ωb = 0.2, Ων = 0, ΩCDM = 0, ΩΛ = 0,

• HDM — Ωb = 0.05, Ων = 0.95, ΩCDM = 0, ΩΛ = 0,

• CDM — Ωb = 0.05, Ων = 0, ΩCDM = 0.95, ΩΛ = 0,

• MDM — Ωb = 0.05, Ων = 0.2, ΩCDM = 0.75,
ΩΛ = 0,

• ΛCDM — Ωb = 0.05, Ων = 0, ΩCDM = 0.23,
ΩΛ = 0.74.

Параметри останньої покладенi такими, якi визначе-
нi на основi даних WMAP-2006 та iнших сучасних
даних спостережувальної космологiї. У лiвiй колон-
цi масштаб збурень ∼ 300 Мпк (k = 0.01 Мпк−1) є
бiльшим за масштаб акустичного горизонту на мо-
мент космологiчної рекомбiнацiї (масштаб Джинса) —
λs

rec ' 160 Мпк (ks
rec ' 0.039 Мпк−1). Амплiтуди збу-

рень таких масштабiв у всiх компонентах наростають
∼ a−1, як це було розглянуто в параграфi 3.1. Осци-
ляцiї густини енерґiї теплового випромiнювання пiс-
ля рекомбiнацiї — результат розв’язку рiвнянь Больц-
мана для фотонiв, якi поширюються вiльно. У пра-
вiй колонцi показано еволюцiю збурень iз масштабом
∼ 30 Мпк (k = 0.1 Мпк−1), значно меншим за масш-
таб акустичного горизонту на момент космологiчної
рекомбiнацiї. Вiн дорiвнює горизонтовi частинки на
момент рiвности густин релятивiстської (випромiню-
вання й легкi нейтрино) i нерелятивiстської (частинки
холодної темної матерiї, барiони й масивнi нейтрино),
яку спостерiгаємо, коли a = aeq ' 2 · 10−4Ωmh2. Та-
кi збурення густини барiонно-фотонної плазми почи-
нають осцилювати з моменту входження в горизонт
частинки (a = aeq ' 10−5) i тривають до момен-
ту рекомбiнацiї водню (arec ' 10−3). В OBM-моделi
розвиток збурення в барiоннiй компонентi пiсля ре-
комбiнацiї визначається, в основному, фазою осциля-
цiї на момент рекомбiнацiї. Якщо збурення в момент
рекомбiнацiї було у фазi максимального стиску, то
пiсля рекомбiнацiї воно розвиватиметься як додатне
збурення — згущення, з якого в майбутньому утво-
риться скупчення галактик чи надскупчення. Якщо
воно було у фазi максимального розширення — утво-
риться порожнина. Якщо фаза близька до nπ/2, то
D ≈ 0 i наступний розвиток збурення визначається
збуренням швидкости, яка максимальна в цiй фазi.
Спектр потужности в такiй моделi буде осцилюючим
(див. рис. 10). У моделях, у яких густина темної мате-
рiї переважає барiонну, визначальними у формуваннi

структури є збурення густини i швидкости темної ма-
терiї. Барiони пiсля рекомбiнацiї незалежно вiд фази
осциляцiї збурень їх густини на момент рекомбiнацiї
“падають” у потенцiяльнi ями, утворенi збуреннями
густини темної матерiї. Це добре iлюструють графiки
у правiй колонцi рис. 6.

VIII. ФОРМУВАННЯ ЕЛЕМЕНТIВ
ВЕЛИКОМАСШТАБНОЇ СТРУКТУРИ

ВСЕСВIТУ

Рис. 7. Еволюцiя амплiтуди збурення густини речовини
D(z)/D(0) в епоху формування структури Всесвiту для
трьох класiв моделей: CDM (Ωm = 1, ΩΛ = 0, ΩK = 0,
нижня лiнiя), ΛCDM (Ωm = 0.27, ΩΛ = 0.73, ΩK = 0,
середня лiнiя), OCDM (Ωm = 0.27, ΩΛ = 0, ΩK = 0.73,
верхня лiнiя). Суцiльною лiнiєю показанi точнi зростаю-
чi розв’язки (91), точковою — їх аналiтичнi апроксимацiї
(143), якi практично наклалися.

Пiсля рекомбiнацiї випромiнювання вiльно поши-
рюється, не розсiюючись i не поглинаючись, оскiль-
ки оптична глибина за томсонiвським розсiюванням
швидко падає. Його густина енерґiї, перерахована в
масову густину, є значно меншою вiд густини речови-
ни, яка самоґравiтує, тому його роль в еволюцiї амп-
лiтуди збурень є нехтiвно малою i її можна не брати
до уваги в розрахунках характеристик великомасш-
табної структури Всесвiту. До складу барiонної речо-
вини, в основному, входять нейтральний атомарний
водень (≈ 76% масової частки барiонiв), нейтральний
гелiй (≈ 24%), їхнi iзотопи, молекули водню i важчi
елементи становлять долi вiдсотка вiд них (≤ 10−4).
Основну частку масової густини речовини, яка само-
ґравiтує, становить темна матерiя (≈ 22% всiєї гус-
тини маси-енерґiї), решта — темна енерґiя, яка фе-
номенологiчно описується рiвняннями Айнштайна з
космологiчною сталою. Масштаб Джинса (межа ґра-
вiтацiйної нестiйкости воднево-гелiєвого середовища)
пiсля рекомбiнацiї падає до субгалактичних масшта-
бiв — MJ ≈ 1023(T/µ)3/2/

√
ρ [г] ∼ 5 · 105h−1 M�.

Отже, у пiслярекомбiнацiйну епоху збурення густи-
ни речовини з розмiром елементiв великомасштаб-
ної структури досить точно описуються наближен-
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ням однокомпонентного середовища з нехтiвно малим
тиском. Зручною калiбрувально-iнварiянтною вели-
чиною для опису збурень густини в цьому випадку
є D, яка вiдповiдає збуренню густини в супутнiй до
речовини сихроннiй системi координат. Замiсть ана-
лiзу збурення в кожнiй компонентi матерiї викорис-
товують збурення, зважене за густиною компонент —
D = (ΩbDb + ΩCDMDCDM + ΩνDν)/Ωm. У випадку
ΩΛ = ΩK = 0 маємо точний аналiтичний розв’язок —
D ∼ a(t) = (1 + z)−1. Для ΩΛ 6= 0 чи ΩK 6= 0 швид-
кiсть зростання амплiтуди збурення є меншою, якщо
ΩΛ > 0 чи ΩK > 0, i бiльшою у випадку протилежних
знакiв цих величин, що випливає iз числових розв’яз-
кiв системи рiвнянь (60)–(63). У проблемi формуван-
ня великомасштабної структури Всесвiту, порiвняння
передбачень рiзних моделей iз спостереженнями час-
то вживаною є аналiтична апроксимацiя залежности
амплiтуди збурення густини вiд часу на пiзнiх етапах
еволюцiї, запропонована в роботi [57]:

D(z) = A0
5

2

Ω(z)

1 + z

×
[

1

70
+

209Ω(z)− Ω2(z)

140
+ Ω4/7(z)

]−1

, (143)

де

Ω(z) = Ωm(1 + z)3/
(

Ωm(1 + z)3 + ΩΛ + ΩK(1 + z)2
)

,

A0 — стала нормування, яка визначається за вiдомим
значенням амплiтуди збурень на заданому червоному
змiщеннi. На рис. 7 показано розвиток збурень в епоху
формування структури для трьох класiв моделей — з
домiнуванням матерiї (Ωm = 1), з домiнуванням тем-
ної енерґiї (Λ > 0) та з кривиною 3-простору ΩK > 0.

Елементи великомасштабної структури Всесвiту,
такi, як галактики та скупчення галактик, є суттє-
во нелiнiйними неоднорiдностями: (ρgal − ρ)/ρ � 1.
Лiнiйна теорiя збурень, яка представлена тут, опи-
сує адекватно еволюцiю збурень, поки їхня амплi-
туда значно менша вiд одиницi. Частинки в дiлян-
цi таких збурень беруть участь у загальному роз-
ширеннi Всесвiту, але їхня швидкiсть вiддаляння вiд
центра збурення менша вiд габлiвської, i ця рiзни-
ця наростає внаслiдок сповiльнення пiд дiєю само-
ґравiтацiї згущення матерiї. Якщо повна механiчна
енерґiя збуреної дiлянки вiд’ємна, то наступить мо-
мент, коли розширення в цiй дiлянцi зупиниться i
почнеться зворотний процес колапсу збурення й фор-
мування елемента структури, галактики чи скупчен-
ня галактик. У дiлянцi вiд’ємних збурень, навпа-
ки, сформується порожнина. Уперше задачу колап-
су сферично-симетричної пилоподiбної хмари в ме-
жах загальної теорiї вiдносности проаналiзував Тол-
мен у 1934 р.(див. [14,58], а також [59]). Не зважаючи
на iдеалiзацiю задачi (сферична симетрiя, пилоподiб-
не середовище), її розв’язки широко використовують
у проблемi формування великомасштабної структури
Всесвiту. Зiставлення розв’язкiв нелiнiйної задачi з лi-
нiйною теорiєю дає змогу пов’язати такi характерис-
тики великомасштабної структури Всесвiту, як функ-

цiя мас багатих скупчень галактик, функцiя темпера-
тури рентґенiвських скупчень та iн., зi спектром по-
тужности початкових (лiнiйних) збурень густини. Те-
оретичнi основи такого пiдходу були закладенi робо-
тою [60] (формалiзм Преса–Шехтера) та розвинутi в
працях [61,62]. Параметрами формалiзму є амплiтуда
збурення густини речовини, формально обчисленої за
лiнiйною теорiєю, при якiй воно колапсує на задано-
му червоному змiщеннi z — δc(z), та середня густина
речовини у збуреннi в одиницях середньої густини ре-
човини у Всесвiтi пiсля встановлення динамiчної рiв-
новаги, вiрiялiзацiї системи частинок — ∆c. У моделi
Айнштайна–де Сiттера (Ωm = 1, ΩΛ = 0, ΩK = 0) во-
ни дорiвнюють 1.69 i 178 вiдповiдно i не залежать вiд
червоного змiщення колапсу хмари. У працi [59] наве-
дено їхнi значення для моделей з довiльними ΩΛ 6= 0
i ΩK 6= 0. Припускаючи, що елементи структури фор-
муються у високих пiках випадкового ґауссiвського
поля збурень густини [63] з D(z) ≥ δc(z + 1), можна
для заданої моделi з вiдомим початковим спектром
потужности збурень густини речовини (див. наступ-
ний параграф) розрахувати момент формування еле-
ментiв структури заданої маси чи частку сформова-
них об’єктiв (точнiше, їх гало) на заданому червоно-
му змiщеннi z вiд загального числа тепер (z = 0). На
рис. 8 наведено такi розрахунки для ΛCDM-моделi з
параметрами, визначеними на основi сукупности су-
часних даних спостережувальної космологiї (див. па-
раграф 10 цiєї статтi). Їх можна використати для тес-
тування моделi за пiдрахунками кiлькости об’єктiв
рiзних мас на рiзних червоних змiщеннях.

Рис. 8. Частка сколапсованих гало вiд усiєї кiлькости
об’єктiв заданої маси на рiзних червоних змiщеннях z у
ΛCDM-моделi з параметрами, отриманими в роботi [74]
(ΩΛ = 0.736, Ωm = 0.278, Ωb = 0.05, h = 0.68, σ8 = 0.73 та
ns = 0.96. Лiнiї вiдповiдають рiзним червоним змiщенням
вiд z = 0 до z = 15 з iнтервалом 0.5 до z = 5 i 1 на бiльших
z (z зростає зверху донизу).

Як бачимо, першими на z ≈ 15 формуються об’єкти
малих мас — надмасивнi зорi (M ∼ 103M�) першого
поколiння. Зi збiльшенням їхньої кiлькости з часом
(кривi вiднизу доверху в напрямку зменшення z) з’яв-
ляються структури бiльших мас шляхом ґравiтацiй-
ного скупчування менш масивних об’єктiв, сформо-

249



Б. НОВОСЯДЛИЙ

ваних ранiше. Такий сценарiй формування структу-
ри називається iєрархiчним скупчуванням, або фор-
муванням структури вiднизу доверху (вiд малих мас
до великих). У такому сценарiї структура в менших
масштабах розвинута бiльше, нiж у бiльших. Числен-
нi спостереження пiдтверджують саме такий сценарiй
формування великомасштабної структури Всесвiту i
дають змогу вiдтворити початковий спектр збурень
густини, за яким можна визначити параметри космо-
логiчної моделi.

IX. СПЕКТРИ ПОТУЖНОСТИ ЗБУРЕНЬ
ГУСТИНИ ТА ТЕМПЕРАТУРИ РЕЛIКТОВОГО

ВИПРОМIНЮВАННЯ

Розв’язок рiвнянь еволюцiї збурень густини речо-
вини дає залежнiсть амплiтуди фур’є-моди вiд часу,
δ(k, t), яка дорiвнює калiбрувально-iнварiянтнiй ве-
личинi D(k, t), Ds(k, t) або Dg(k, t) у синхроннiй су-
путнiй системi вiдлiку, конформно-ньютонiвськiй або
системi вiдлiку постiйної кривини 3-простору вiдпо-
вiдно. Залежнiсть вiд хвильового числа k має бути
задана, або iз спостережень або з теорiї ґенерацiї кос-
мологiчних збурень у ранньому Всесвiтi. Як спосте-
реження, так i теорiя дають залежнiсть амплiтуд збу-
рень вiд масштабу у формi спектра потужности збу-
рень густини речовини:

P (k, t) = 〈δ(k, t)δ∗(k, t)〉 .

Практично всi моделi раннього Всесвiту передбача-
ють епоху експоненцiяльного розширення, a(t) ∝
exp(Ht), — iнфляцiйну епоху, наслiдком якої є
масштабно-iнварiянтний спектр скалярних первин-
них збурень густини речовини (див. огляди [64,65]):

Pi(k, t) = As(t)k
ns ,

де As(t) — амплiтуда в момент фiксованого часу t в
ранню епоху еволюцiї Всесвiту, ns — спектральний iн-
декс, якi необхiдно визначати на основi зiставлення
модельних характеристик Всесвiту зi спостережува-
ними.

Очевидно, що масштабно-iнварiянтним є спектр на
масштабах, значно бiльших за горизонт частинки на
момент рекомбiнацiї. Форма спектра потужности збу-
рень меншого масштабу зазнала змiн через змiну за-
кону розвитку пiсля входження в горизонт частинки
та ефекти загасання. Така змiна тим бiльша, чим мен-
ший масштаб збурень. Характеристикою змiни форми
первiсного спектра збурень i-ої компоненти є перехiд-
на функцiя, яку можна означити так:

Ti(k, t) ≡ |δi(kh � ks
rec, t)|/|δi(k, t)|,

за умови, що |δi(kh, t)| = |δi(k, t)| до входження збу-
рення в горизонт частинки. Тобто перехiдна функцiя
— це вiдношення модулiв амлiтуд збурень двох мас-
штабiв kh � ks

rec i k в довiльний момент часу пiс-
ля рекомбiнацiї, початковi амплiтуди яких були одна-
ковими в момент фiксованого часу t в ранню епоху

еволюцiї Всесвiту. Як випливає з рис. 6, для кожної
компоненти фiксованої моделi вона рiзна. Тому бага-
токомпонентнi моделi характеризують зваженою пе-
рехiдною функцiєю за всiма компонентами:

T (k, t) =
∑

i

ΩiTi(k, t)/
∑

i

Ωi.

Вона залежить вiд параметрiв космологiчної моделi
та вмiсту рiзних компонент речовини. З розв’язкiв
системи рiвнянь Айнштайна–Больцмана для рiзних
k можна побудувати перехiдну функцiю для рiзних
моделей. На рис. 9 зображено перехiднi функцiї, роз-
рахованi за допомогою програми CMBFAST [34, 35]
для тих самих моделей, що й на рис. 6.

Рис. 9. Перехiдна функцiя T (k) в рiзних моделях: вiд-
критiй барiоннiй моделi (OBM) — точкова лiнiя, мо-
делi з гарячою темною матерiєю (HDM) — штрихова-
на лiнiя, моделi з холодною темною матерiєю (CDM) —
штрих-точкова лiнiя, моделi зi змiшаною темною матерi-
єю (MDM) — штрих-3-х-точкова лiнiя та моделi з космо-
логiчною сталою i холодною темною матерiєю (ΛCDM) —
суцiльна лiнiя. Параметри моделей тi ж, що й на рис. 6.

Якщо перехiдна функцiя для заданої моделi вiдо-
ма, то спектр потужности збурень густини речовини
на довiльному червоному змiщеннi (� 1000) можна
розрахувати так:

P (k; z) = Ask
nsT 2(k; z)D2(z)/D2(0), (144)

де As — стала нормування для скалярної моди збу-
рень, а D(z)/D(0) — фактор росту на лiнiйнiй стадiї
еволюцiї збурень, де D(z) добре апроксимується вира-
зом (143). Сталу нормування скалярної моди збурень
знаходять iз порiвняння зi спостережуваними величи-
нами. У роботi [66,67] iз даних COBE про флюктуацiї
температури релiктового випромiнювання отримано
значення амплiтуди збурень густини речовини δh на
масштабi сучасного горизонту частинки. Стала нор-
мування As визначається через неї тодi так:

As = 2π2δ2
h(3000 Mpc/h)3+ns . (145)

Зручною величиною в аналiзi формування велико-
масштабної структури Всесвiту є безрозмiрна вели-
чина ∆2(k) ≡ P (k)k3/2π2, яка наближено дорiвнює
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середньоквадратичнiй величинi збурення густини ре-
човини в масштабi π/k Мпк. Для тих самих моде-
лей, що й на рис. 6 i 9, спектри потужности в без-
розмiрнiй величинi ∆2(k) показано на рис. 10. Пара-
метри ΛCDM-моделi отриманi тут на основi сучасних
спостережуваних даних про характеристики велико-
масштабної структури Всесвiту та флюктуацiї темпе-
ратури релiктового випромiнювання, одержанi в кос-
мiчному експериментi WMAP. Отже, суцiльна лiнiя
(ΛCDM модель) показує спектр потужности флюкту-
ацiй густини, найближчий до реального.

Рис. 10. Спектри потужности збурень густини речови-
ни в рiзних моделях: вiдкритiй барiоннiй моделi (OBM) —
точкова лiнiя, моделi з гарячою темною матерiєю (HDM)
— штрихована лiнiя, моделi з холодною темною матерiєю
(CDM) — штрих-точкова лiнiя, моделi зi змiшаною тем-
ною матерiєю (MDM) — штрих-3-х-точкова лiнiя та моде-
лi з космологiчною сталою i холодною темною матерiєю
(ΛCDM) — суцiльна лiнiя. Параметри моделей тi ж, що й
на рис. 6.

Флюктуацiї температури релiктового випромiню-
вання ∆T (n)/T зручно представляти розкладом за
сферичними гармонiками

∆T (n)/T =
∑

`,m

a`mY`m(n),

де l ≥ 2. Монопольний i дипольний складники (l =
0, 1) пов’язанi iз ґравiтацiйним потенцiялом i рухом
спостерiгача, тому не беруться до уваги, оскiльки нас
цiкавлять первиннi космологiчнi збурення. В одно-
рiдному iзотропному Всесвiтi, унаслiдок обертової си-
метрiї, коефiцiєнти (амплiтуди) розкладу a`m не ко-
релюють мiж собою при рiзних значеннях ` i m, звiд-
ки випливає, що 〈a`ma∗

`m〉 = δ``′δmm′C`. Величину C`

називають спектром потужности флюктуацiй темпе-
ратури релiктового випромiнювання. Справдi, коре-
ляцiйна функцiя таких флюктуацiй

〈∆T (n1)∆T (n2)〉 = T 2
∑

`

2` + 1

4π
C`P`(cos θ) ,

де P`(cos θ) — полiноми Лежандра, n1n2 = cos θ. Се-
редньоквадратичне значення таких флюктуацiй тем-

ператури

〈(∆T )2〉 = T 2
∑

`

2` + 1

4π
C` ≈ T 2

∫

`(` + 1)

2π
C`d ln ` ,

так що величина `(` + 1)C`/2π визначає потужнiсть,
яка припадає на одиничний логарифмiчний iнтервал
`. Саме ця величина найчастiше використовується в
аналiзi анiзотропiї релiктового випромiнювання. Рiв-
няння для її розрахунку на основi рiвнянь Айнштай-
на та Больцмана в теорiї калiбрувально-iнварiянтних
збурень описано в параграфi 5. Програма для число-
вого розрахунку `(`+1)C`/2π в класi ΛCDM моделей
розроблена авторами статтей [34, 35].

На рис. 11 показано спектри потужности флюк-
туацiй температури релiктового випромiнювання для
барiонної моделi (OBM), моделi з гарячою темною
матерiєю (HDM), моделi з холодною темною мате-
рiєю(CDM), моделi зi змiшаною темною матерiєю
(MDM) та моделi з космологiчною сталою i холодною
темною матерiєю (ΛCDM), розрахованi за її допомо-
гою. Параметри моделей наведенi у параграфi 7.

Рис. 11. Спектри потужности флюктуацiй температу-
ри релiктового випромiнювання, зумовленi скалярною мо-
дою збурень у рiзних моделях: вiдкритiй барiоннiй моделi
(OBM) — точкова лiнiя, моделi з гарячою темною матерi-
єю (HDM) — штрихована лiнiя, моделi з холодною темною
матерiєю (CDM) — штрих-точкова лiнiя, моделi зi змiша-
ною темною матерiєю (MDM) — штрих-3-х-точкова лiнiя
та моделi з космологiчною сталою й холодною темною ма-
терiєю (ΛCDM) — суцiльна лiнiя. Параметри моделей тi
ж, що й на рис. 6.

X. СПОСТЕРЕЖЕННЯ

Релiктове випромiнювання. Найвагомiшi екс-
периментальнi пiдтвердження теорiї формування ве-
ликомасштабної структури Всесвiту отриманi в до-
слiдженнях просторової структури флюктуацiй тем-
ператури релiктового випромiнювання. Їх iснування
та зв’язок зi збуреннями густини було передбачене
в роботi Сакса i Вольфа 1967 року [40]. Уперше во-
ни зареєстрованi в 1992 р. в космiчному експеримен-
тi COBE (СOsmic Background Explorer), метою яко-
го були пошуки слiдiв таких флюктуацiй у просто-
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ровому розподiлi квантiв релiктового випромiнюван-
ня [68]3. Виявленi флюктуацiї температури релiкто-
вого випромiнювання на рiвнi ∼ 0.001% в дiлянках
неба розмiром ∼ 7◦ чудово узгоджувались iз зако-
ном наростання амплiтуди збурень густини речовини
(143). Важливим виявилось й iнше: cередньоквадра-
тичнi флюктуацiї температури випромiнювання май-
же не залежали вiд масштабу в дiяпазонi кутових
розмiрiв дiлянок на небi вiд 7◦ до 180◦. Така власти-
вiсть передбачалась iнфляцiйними моделями Всесвi-
ту — швидке експоненцiяльне збiльшення масштабiв
на раннiй стадiї (a ∼ et/t1 , де t1 початок iнфляцiї)
привело до розтягування дiлянок з квантовими мас-
штабами до макромасштабiв зi збереженням спект-
ра потужности 〈δδ∗〉 ∝ k (k — хвильове число збу-
рення) та нормального розподiлу амплiтуд. Розрахо-
вуючи cередньоквадратичнi флюктуацiї температури
релiктового випромiнювання (〈∆T/T 〉) згiдно з ефек-
том Сакса–Вольфа, для кутових масштабiв ≥ 10◦ от-
римаємо приблизно однакову величину. Експеримент
COBE це блискуче пiдтвердив — вона виявилась рiв-
ною ∼ 10−5. Ця величина ще досi є своєрiдним ре-
пером у дослiдженнях великомасштабної структури
Всесвiту. Понад два десятки експериментiв — назем-
них i стратосферних — пiдтвердили цей результат.

I це ще не останнє теоретичне передбачення в кос-
мологiї, яке знайшло експериментальне пiдтверджен-
ня. Якщо структура — це результат розвитку адiя-
батичних флюктуацiй густини, то на кутових масш-
табах, якi вiдповiдають масштабовi горизонту на мо-
мент вiдриву релiктового випромiнювання вiд речо-
вини i меншi в ∼ 2 i ∼ 4 рази, повиннi спостерiгатись
“гарячi” й “холоднi” плями — так званi акустичнi пiки
(рис. 11). Майже одночасно вони були надiйно вияв-
ленi в стратосферних експериментах BOOMERANG
i MAXIMA [69, 70] на площадках неба розмiром 240
кв. гр. i 44 кв. гр. вiдповiдно. Остаточно це явище пiд-
тверджене в космiчному експериментi WMAP [2,3], у
якому отримана карта флюктуацiй температури ре-
лiктового випромiнювання всього неба з роздiльною
здатнiстю ∼ 13 дугових мiнут. Виведений на орбiту
довкола Сонця у 2001 роцi i розташований в точцi
Лаґранжа L2, вiн вимiряв флюктуацiї температури
релiктового випромiнювання по всiй небеснiй сферi
за один рiк неперервних спостережень. У 2003 ро-
цi опублiковано результати обробки даних, що були
накопиченi за перший рiк спостережень [2], i ця по-
дiя ознаменувала початок нової епохи в космологiї —
епохи прецизiйної космологiї. Тодi вперше отримано
спектр потужности флюктуацiй температури релiкто-
вого випромiнювання в найширшому дiяпазоновi ку-
тових масштабiв — вiд 13′ до 180◦, що вiдповiдає дi-
япазону сферичних гармонiк 2 ≤ ` ≤ 1000. Саме данi
WMAP пiдтвердили достовiрне iснування акустичних
пiкiв i дали змогу надiйно визначити їхнє положен-
ня та амплiтуди. Саме така пiкова структура спек-

тра потужности є остаточним доказом адiябатичної
природи первинних збурень густини речовини та мет-
рики простору–часу, з яких утворилися галактики та
сформувалась великомасштабна структура Всесвiту.
Спiввiдношення амплiтуд акустичних пiкiв та їхнiх
положень у кутовому спектрi потужности вказують
на те, що моделi з темною матерiєю, темною енерґiєю
та масштабно-iнварiянтним спектром первинних ска-
лярних збурень густини адекватно описують спосте-
режуваний Всесвiт. У березнi 2006 року оприлюднено
результати 3-х рокiв спостережень [3], якi пiдтверди-
ли попереднi результати i збiльшили точнiсть визна-
чення характеристик анiзотропiї релiктового випро-
мiнювання. Амплiтуди й положення акустичних пiкiв
i впадин є чутливим iндикатором густини барiонної
та темної матерiї, кривини 3-простору, сталої Габбла.
Визначенi на їх основi значення цих параметрiв прак-
тично збiглись з iншими незалежними визначеннями:
сталою Габбла [8–11] та космологiчною сталою [4, 5],
отриманими в ключових експериментах на Космiчно-
му телескопi iм. Габбла, вмiсту барiонiв, який виведе-
но з теорiї космологiчного нуклеосинтезу та спостере-
жуваних даних про дозоряний гелiй i дейтерiй [76–79].

Рис. 12. Кутовий спектр потужности флюктуацiй
температури релiктового випромiнювання, отриманий в
експериментi WMAP за результатами трьох рокiв не-
перервних спостережень. Лiнiями показано спектри у
ΛCDM-моделi з параметрами за двома визначеннями: су-
цiльна лiнiя — ΩΛ = 0.76, Ωm = 0.24, Ωb = 0.042, h = 0.73,
σ8 = 0.73, ns = 0.958 (χ2

min = 37.8) [29], штрихова —
ΩΛ = 0.736, Ωm = 0.278, Ωb = 0.05, h = 0.68, σ8 = 0.73,
ns = 0.96 (χ2

min = 37.2) [74].

Доповнюючи данi WMAP сукупнiстю даних про ве-
ликомасштабну структуру Всесвiту, темп i динамiку
його розширення та про вмiст легких елементiв у мiж-
галактичному середовищi, було встановлено дiяпазон
значень шести основних параметрiв цiєї моделi [29]:
ΩΛ = 0.7 ÷ 0.8, Ωm = 0.23 ÷ 0.31, Ωb = 0.04 ÷ 0.05,
h = 0.68 ÷ 0.75, As = 0.75 ÷ 0.92, ns = 0.9 ÷ 0.96.
Точнi значення залежать вiд набору спостережува-
них даних, якi використовуються для їх визначен-

3Дж. Смуту за це вiдкриття присуджена Нобелiвська премiя в галузi фiзики за 2006 р.
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ня, та моделi. У роботi групи WMAP [29] наведено
12 визначень основних параметрiв, якi окреслюють
вказаний вище дiяпазон значень. Важливим резуль-
татом цих визначень є близька до нуля кривина 3-
простору, Ωk = 0 ÷ 0.04. Окрiм головних параметрiв,
також установлено значення оптичної глибини τ до
сфери останнього розсiяння, що зумовлена рейонiза-
цiєю мiжгалактичного середовища першими зорями,
τ = 0.09 ± 0.03 Для двох iнших параметрiв — амп-
лiтуди тензорної моди збурень (At) i масової густини
нейтрино в одиницях критичної (Ων) — установлено
верхнi межi їхнiх допустимих значень [29, 73].

На рис. 12 наведено кутовий спектр потужности
флюктуацiй температури релiктового випромiнюван-
ня в дiлянцi акустичних пiкiв, отриманий в експери-
ментi WMAP за результатами трьох рокiв неперерв-
них спостережень [3] (точки), та обчислений спектр
у ΛCDM-моделi (лiнiями) з параметрами, визначе-
ними за рiзними наборами спостережуваних даних.

Як бачимо, теоретичний спектр потужности флюк-
туацiй температури релiктового випромiнювання пов-
нiстю узгоджується зi спостережуваним для сферич-
них гармонiк з ` ≤ 800. Вищi гармонiки є поза межа-
ми роздiльної здатности телескопа WMAP. Визначен-
ня положення й амплiтуди третього акустичного пiка
та дiлянки загасання Сiлка є ключовою задачею для
космiчного телескопа PLANCK, який має бути виве-
дений на орбiту у 2008 р.

Цифровi огляди неба в оптичному дiяпазо-

нi. Успiхи у вимiрюваннi релiктового випромiнюван-
ня супроводжуються поступом у вивченнi просторо-
вого розподiлу скупчень галактик, галактик та кваза-
рiв. Нещодавно опублiкованi данi цифрових оглядiв
неба SDSS [71] та 2dF GRS [72], для яких здiйснено
числове моделювання формування структури з N час-
тинок (галактик) з адiябатичними початковими умо-
вами скалярної моди збурень. Рис. 13 iлюструє добру
узгодженiсть мiж теорiєю i спостереженнями

Рис. 13. Просторовий розподiл галактик у цифрових оглядах неба SDSS (650 000 галактик) i 2dF GRS (220 000 галак-
тик) та в числових моделюваннях Millenium Simulation з таким самим числом частинок та адiябатичними початковими
умовами скалярної моди збурень в ΛCDM моделi [80].
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Б. НОВОСЯДЛИЙ

Кiлькiсною характеристикою видимих неоднорiд-
ностей просторового розподiлу галактик може бути
двоточкова просторова кореляцiйна функцiя або її
фур’є-образ — спектр потужности неоднорiдностей
просторового розподiлу галактик — Pg(k) ≡ 〈δg(k) ·
δ∗g(k)〉, де δg(k) є фур’є-образом вiдносних збурень
концентрацiї галактик заданої свiтности. Вiн зв’яза-
ний зi спектром потужности збурень густини речо-
вини, P (k) ≡< D(k) · D∗(k) > через параметр змi-
щення (байсинґу) bg : Pg(k) = b2

gP (k). Вiн вiдображає
той факт, що галактики й iншi елементи великомасш-
табної структури формуються у високих пiках випад-
кового ґауссiвського поля збурень густини речовини.
Чим вищi пiки, тим бiльший параметр байсинґу. Свiт-
нiсть об’єктiв теж корелює з цим параметром. Тому
його значення пов’язане також iз селекцiйним крите-
рiєм конкретних каталогiв галактик чи скупчень га-
лактик, на основi яких визначається спектр потуж-
ности неоднорiдностей просторового розподiлу галак-
тик.

На рис. 14 наведено спектри збурень густини ре-
човини, побудованi на основi каталогiв галактик та
багатих скупчень галактик. Розкид даних пов’язаний
iз селекцiйними ефектами, просторовою обмеженiстю
вибiрок галактик та похибками визначення вiдстанi
до них. Його порiвняння з рис. 10 показує, що спо-
стережуваний просторовий розподiл галактик i скуп-
чень галактик указує на ΛCDM-модель з параметра-
ми ΩΛ = 0.736, Ωm = 0.278, Ωb = 0.05, h = 0.68,
σ8 = 0.73 та ns = 0.96 як космологiчну модель спо-
стережуваного Всесвiту.

Рис. 14. Cпектри потужности флюктуацiй густини
речовини, отриманi на основi просторового розподiлу
галактик iз огляду IRAS Point Source Catalog Red-
shift Survey (PSCR) [81]: P (k) = PPSRCz(k)/b2

PSRCz,
bPSRCz = 1.08, галактик iз цифрового огляду неба Sloan
Digital Sky Survey (SDSS) [82]: P (k) = PSDSS(k)/b2

SDSS,
bSDSS = 1.21, багатих скупчень галактик iз каталогу
Abell i ACO з визначеними вiдстанями до 300 h−1Мпк
[83] (P (k) = PA+ACO(k)/b2

A+ACO, bA+ACO = 2.86), ба-
гатих скупчень галактик iз каталогу Abell i ACO [84]:
P (k) = PA+ACO(k)/b2

A+ACO, bA+ACO = 3.92 та статис-
тики Lyα лiнiй поглинання в спектрах далеких квазарiв
[87] (PLyα

). Суцiльною лiнiєю показано спектр потужнос-
ти флюктуацiй густини в ΛCDM-моделi з параметрами
ΩΛ = 0.736, Ωm = 0.278, Ωb = 0.05, h = 0.68, σ8 = 0.73 та
ns = 0.96. Всi амплiтуди й масштаби зведенi до сучасної
епохи, z = 0.

Рис. 15. Lyα лiс лiнiй поглинання в спектрi квазара Q1422+2309, який перебуває на червоному змiщеннi zQSO = 3.62,
та схема їх формування внаслiдок поглинання випромiнювання хмарами нейтрального водню субгалактичних масшта-
бiв, що є на променi зору до нього на z < zQSO [80]. Лiнiї поглинання видiленої частини спектра утворенi поглинанням
у лiнiї Lyα хмарами нейтрального водню, якi знаходяться на z ≈ 3.
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Лайман-альфа хмари нейтрального водню.

Значення амплiтуди спектра потужности збурень гус-
тини речовини на малих масштабах (k ∼ (2 −
40)h/Mпк) отримуємо з аналiзу лiсу лiнiй поглинання
в спектрах далеких квазарiв (див. [85–90] i цитуван-
ня в них). Вигляд спектра квазара Q1422+2309, який
знаходиться на червоному змiщеннi zQSO = 3.62, iз лi-
сом лiнiй поглинання в дiлянцi λ < λLyα(zQSO + 1) та
схема їх формування внаслiдок поглинання випромi-
нювання хмарками нейтрального водню на z < zQSO

показанi на рис. 15.
Числовi моделювання формування структури з N

частинок з адiябатичними початковими умовами для
скалярної моди збурень сумiсно з рiвняннями гiдро-
динамiки барiонного газу з високою просторовою й
часовою роздiльною здатнiстю [80, 91] чудово вiдтво-
рюють такi спектри. Процедура вiдтворення лiнiйно-
го спектра потужности збурень густини речовини на
основi Lyα лiсу лiнiй поглинання була запропонована
в роботах [86, 87]. Аналiзуючи абсорбцiйнi лiнiї 19-и
квазарiв, автори отримали значення амплiтуди почат-
кового спектра потужности збурень густини речовини
на z ≈ 3. Цей спектр, перерахований до z = 0 за до-
помогою (143), показаний на рис. 14. Як бачимо, це
явище добре пояснюється в ΛCDM-моделi формуван-
ня структури Всесвiту з наведеними вище параметра-
ми.

НЕРОЗВ’ЯЗАНI ПРОБЛЕМИ

Отже, ключовi передбачення теорiї формування
великомасштабної структури шляхом ґравiтацiйного
зростання скалярних збурень в iнфляцiйних моделях
Всесвiту — близький до масштабно-iнварiянтного пер-
винний спектр збурень, форма й амплiтуда спектра
збурень густини речовини, акустичнi пiки у спектрi
флюктуацiй температури релiктового випромiнюван-
ня — мають експериментальне пiдтвердження на ви-
сокому рiвнi достовiрности. Визначенi на їхнiй основi
параметри космологiчних моделей добре узгоджую-
ться iз значеннями, отриманими iншими методами,
що є теж пiдтвердженням теорiї формування вели-

комасштабної структури Всесвiту. Бiльшiсть теоре-
тично обчислених характеристик великомасштабної
структури у ΛCDM-моделi Всесвiту з параметрами
ΩΛ = 0.74 ± 0.06, Ωm = 0.28 ± 0.08, Ωb = 0.05 ± 0.01,
h = 0.68 ± 0.09, σ8 = 0.73 ± 0.08 та ns = 0.96 ± 0.02
[29,74] узгоджується з даними спостережувальної кос-
мологiї, якi охоплюють масштаби вiд ≈ 1 Мпк до
≈ 4000 Мпк, у межах 95% iнтервалу їхнiх допусти-
мих значень.

Попри добру узгодженiсть передбачень теорiї фор-
мування великомасштабної структури Всесвiту зi спо-
стережуваними даними залишається багато важли-
вих нерозв’язаних проблем. До першочергових серед
них можна вiднести такi:

• дослiдження нелiнiйних стадiй формування еле-
ментiв великомасштабної структури та зв’язок
спостережуваних величини з лiнiйною теорiєю
збурень;

• уточнення параметрiв космологiчних моделей та
вмiстiв рiзних компонент: барiонної речовини,
темної матерiї, темної енерґiї, релiктових ґравi-
тацiйних хвиль, релiктових нейтрино;

• визначення положення й амплiтуди 3-го акус-
тичного пiка;

• вимiрювання поляризацiї релiктового випромi-
нювання з високою просторовою роздiльною
здатнiстю;

• проведення глибоких оглядiв неба з метою вияв-
лення найбiльш раннiх джерел випромiнювання
та встановлення їхньої природи;

• дослiдження природи частинок темної матерiї;

• дослiдження природи темної енерґiї;

• пошуки неспостережуваної досi значної частини
(∼ 60–80%) барiонної речовини.

Усi цi проблеми є предметом активних дослiджень
сьогоднi — як теоретичними, так i експерименталь-
ними методами.
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A review of the problem of a large-scale structure formation of the Universe is presented. Theory of cosmological
perturbations is presented in the gauge-invariant approach. It is used for the description of the evolution of special
objects of different scales and also for temperature fluctuations of cosmic microwave background radiation. The
current state of observational cosmology and consistency of theoretical predictions with experimental data are
described too.
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