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За допомогою методу молекулярної динамiки вивчено структурнi та динамiчнi властивостi
рiдких лужноземельних металiв. Для опису дослiджуваних систем використано парний мiж-
йонний потенцiял, розрахований на основi електрон-йонного модельного потенцiялу Фiолгаїса
[C. Fiolhais, J. P. Perdew, S. Q. Armster, J. M. MacLaren, M. Brajczewska, Phys. Rev. B 51, 14001
(1995)]. Обчислено автокореляцiйнi функцiї швидкостей i функцiї середньоквадратичного змi-
щення, на їх основi отримано коефiцiєнти самодифузiї. Визначено температурну залежнiсть
коефiцiєнта самодифузiї для Ca, Mg, Sr та Ba i пораховано коефiцiєнти в’язкости цих металiв.
Проведено порiвняння результатiв розрахункiв iз результатами, отриманими в iнших теоре-
тичних пiдходах. Вiдзначено добре узгодження одержаних результатiв з експериментальними
даними.
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I. ВСТУП

Протягом останнього десятилiття вивчення дина-
мiчних властивостей рiдких металiв стало предметом
багатьох як експериментальних, так i теоретичних до-
слiджень [2, 3]. При цьому найбiльшу увагу придiле-
но лужним металам [4–8], меншу — лужноземельним
[9–11]. У згаданих роботах найчастiше використову-
вали методи непружного нейтронного розсiяння [11]
та молекулярної динамiки (МД) [9,10]. Метод МД дає
змогу описувати рiдини на мiкроскопiчному рiвнi, ос-
кiльки забезпечує докладну iнформацiю про траєкто-
рiї атомiв, що доповнює данi, отриманi з експеримен-
ту, а також дає змогу дослiдити динамiчнi властивос-
тi, якi дуже важко (а в багатьох випадках неможливо)
реалiзувати в експериментi.

Важливим етапом в реалiзацiї моделювання за до-
помогою методу МД є розрахунок ефективних потен-
цiялiв мiжйонної взаємодiї, якi можна визначити в
межах методу модельного потенцiялу, що запропону-
вав Фiолхаїс [1]. Знаючи цi потенцiяли та застосував-
ши метод МД, можна розрахувати структурнi та ди-
намiчнi властивостi рiдких лужноземельних металiв.
Зауважимо, що наявнi експериментальнi дослiдження
стосуються, головно чином, структурних властивос-
тей i майже не вивчають динамiчних характеристик,
тому застосування методу МД з такою метою є дуже
актуальним.

Добре вiдомими є працi з дослiдження структурних
i динамiчних властивостей групи лужноземельних ме-
талiв [9,11], у яких для опису електрон-йонної взаємо-
дiї використовують рiзнi модельнi потенцiяли (МП).

Зокрема в [11] для вивчення структурних властивос-
тей застосовано МП, отриманий за допомогою мето-
ду нейтрального псевдоатому (NPA). У [10] проведено
розрахунки з використанням МП Ґонсалеса [11] для
вивчення динамiчних властивостей. У працi Вакса та
iн. [9] використано МП Фiолхаїса [1] для одержання
ряду структурних та динамiчних властивостей луж-
ноземельних металiв.

Метою нашої роботи є дослiдження методом МД
динамiчних властивостей низки лужноземельних ме-
талiв, зокрема температурної залежности їхнього кое-
фiцiєнта самодифузiї. Для цього ми розрахували мiж-
йоннi потенцiяли на основi МП Фiолхаїса, який, на
думку авторiв [1], має низку переваг над iншими МП,
а саме: при r → 0 цей потенцiял набуває скiнченного
значення i має рiвну нулевi першу та третю похiд-
нi. Його аналiтична форма забезпечує швидку збiж-
нiсть формфактора при великих q ( lim

q→∞
w(q) ∼ q−8).

Проводячи комп’ютерне моделювання, автори заува-
жили, що доцiльно провести розрахунки для бiльшої
кiлькости частинок (N = 3801), яка припадає на ко-
мiрку моделювання, нiж це зроблено в попереднiх ро-
ботах. Такий крок дасть змогу збiльшити радiус об-
рiзання парного потенцiялу мiжчастинкової взаємо-
дiї до розмiрiв, де цiєю взаємодiєю можна повнiстю
знехтувати (� 1% порiвняно iз глибиною ями потен-
цiялу), чого не можна стверджувати стосовно робо-
ти [9], де обрiзання робили на вiдносно невеликих вiд-
далях i значення потенцiялу залишалося все ще суттє-
вим (для окремих металiв > 10%). Отже, збiльшуючи
кiлькiсть частинок у системi та радiус обрiзання по-
тенцiялу взаємодiї, можна сподiватися на пiдвищення
точности отриманих результатiв у цiй працi.
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II. ТЕОРIЯ

A. Мiжйонний парний потенцiял

Описати мiжйонну взаємодiю в лужноземельних
металах можна за схемою, аналогiчною до тiєї, що ви-
користовували для простих металiв [12]. Ефективний
потенцiял мiжйонної взаємодiї зображають як суму
парного кулонiвського потенцiялу та непрямої взає-
модiї йонiв через електрони провiдности:

u(r) =
Z2

r
−

2Z2

π

∞
∫

0

FN (q)
sin(qr)

qr
dq. (1)

Тут FN (q) — характеристична функцiя зонної
структури [13], яку в другому порядку теорiї збурень
за електрон-йонним псевдопотенцiялом записуємо у
виглядi [13]:

FN (q) =

(

−
q2Ω

2πZ2

)

Ωq2

8π

(

1 − εH(q)

ε∗(q)

)

w2
0(q). (2)

У формулi (2) w0(q) — неекранований формфак-
тор модельного потенцiялу (МП), ε∗(q) — статична
дiелектрична функцiя електронного газу, що враховує
поправку на обмiн i кореляцiю за допомогою функцiї
ϕ(q)

ε∗(q) = 1 + [εH(q) − 1][1− ϕ(q)], (3)

εH(q) — дiелектрична проникнiсть електронного газу,
розрахована в наближеннi Гартрi [12].

εH(q) = 1 +
1

2πkFη

[

1 − η2

2η
ln

∣

∣

∣

∣

1 + η

1 − η

∣

∣

∣

∣

+ 1

]

, (4)

де η = q/2kF — безрозмiрний iмпульс розсiювання.
Функцiя ϕ(q) враховує обмiнно-кореляцiйнi ефек-

ти в електронному газi. У нашiй роботi цю взаємодiю
буде взято до уваги в наближеннi Iчiмару–Уцумi [14],
оскiльки саме це наближення дає змогу найповнiше
врахувати вказанi ефекти.

Для опису електрон-йонної взаємодiї використаймо
локальний модельний потенцiял [1]:

w0(r) = −
Z

R

{

1

x
[1 − (1 + βx) exp(−αx)] −A exp(−x)

}

,

(5)

де x = r/R, R — радiус кору. Параметри A i β вира-
жаються через величину α:

A =
α2

2
− αβ, β =

α3 − 2α

4(α2 − 1)
. (6)

Автори [1] визначили два набори параметрiв — iн-
дивiдуальнi та унiверсальнi. Як показано в [9], при чи-
сельних розрахунках структурних i динамiчних влас-
тивостей точнiшi результати порiвняно з експеримен-
том отримують, використавши iндивiдуальний набiр.

Тому в нашiй статтi ми застосуємо iндивiдуальний на-
бiр параметрiв для МП (5).

Неекранований формфактор МП (5) визначаємо
так:

w0(q) = 4πZR2N

V

[

−
1

(qR)2
+

1

(qR)2 + α2

+
2αβ

[(qR)2 + α2]2
+

2A

[(qR)2 + 1]2

]

. (7)

B. Структурнi та динамiчнi властивостi рiдких

металiв у методi молекулярної динамiки

Розрахованi за допомогою МП потенцiяли мiжйон-
ної взаємодiї можна використати для вивчення струк-
турних та динамiчних властивостей рiдких металiв.
Як вiдзначалося ранiше, нас цiкавлять рiдкi лужно-
земельнi метали (Be, Mg, Ca, Sr, Ba), якi частково ви-
вчали в працях [9, 11]. Дослiдження проводимо мето-
дом комп’ютерного моделювання — молекулярної ди-
намiки (МД), який є найефективнiшим засобом для
розрахунку одночастинкових динамiчних властивос-
тей, оскiльки дає змогу отримати в процесi моделю-
вання, окрiм координат частинок, ще i їхнi швидко-
стi. Моделювання вiдбувалося при постiйнiй густи-
нi системи i заданiй середнiй температурi. Також на
систему накладали граничнi перiодичнi умови. Для
збiльшення точности розрахункiв узято 3801 частин-
ку (N), що припадають на одну комiрку, тодi як iншi
дослiдники брали на порядок меншу кiлькiсть ( [10]
— 854 , [9] — 256). Розмiри комiрки L визначали з
умов ρ = N/V , L = V 1/3. Траєкторiї частинок роз-
раховували за алґоритмом Верле [15, 16]. Обрiзання
потенцiялу мiжйонної взаємодiї вiдбувалося на вiдда-
лi, меншiй, нiж половина розмiру комiрки моделю-
вання i одночасно на найдальшiй вiддалi, при якiй
сила взаємодiї мiж частинками дорiвнює нулевi (20–
30 Å). Система частинок, якi в початковий момент
розташовувалися впорядковано, приводилася в рiв-
новагу при вiдповiднiй температурi протягом 10000
крокiв. Отже, система переходила в рiдкий стан, i
пiсля її врiвноваження (стан, у якому середня енер-
ґiя системи залишається сталою) вiдбувався розраху-
нок характеристик рiдких металiв, таких, як радiяль-
нi функцiї розподiлу g(r), статичнi структурнi фак-
тори S(q), автокореляцiйнi функцiї швидкостей ψ(t)
(АКФШ) та функцiї середньо-квадратичного змiщен-
ня σ(t) (СКЗ). Цей розрахунок проводили за умов
постiйної енерґiї в системi, тобто в мiкроканонiчному
ансамблi.

Важливою характеристикою невпорядкованих сис-
тем є радiяльна функцiя розподiлу, оскiльки саме во-
на забезпечує статистичний опис дослiджуваної сис-
теми. Знаючи розташування частинок у комiрцi i ви-
користовуючи їхнi вiдноснi вiддалi, можна порахува-
ти g(r):

280



СТРУКТУРНI ТА ДИНАМIЧНI ВЛАСТИВОСТI РIДКИХ ЛУЖНОЗЕМЕЛЬНИХ МЕТАЛIВ

g(r) =
1

ρN

〈

N
∑

i

N
∑

j 6=i

δ [r − rij ]

〉

, (8)

де ρ — густина частинок, N — кiлькiсть частинок.
Використовуючи фур’є-перетворення, можна отри-

мати структурний фактор S(q):

S(q) = 1 + ρ

∫

[g(r) − 1] exp(−iqr)dr. (9)

Для вивчення динамiчних властивостей рiдини ду-
же важливим є знання автокореляцiйної функцiї
швидкостей ψ(t) та середньоквадратичного змiщення
σ(t). Розрахунок ψ(t) вимагає тривалiшого моделю-
вання, оскiльки ця характеристика є часозалежною
i, окрiм того, її потрiбно усереднювати як за ансам-
блем, так i за рiзними часовими iнтервалами. Уна-
слiдок моделювання ψ(t) можна визначити з такого
спiввiдношення:

ψ(t) =
1

N

N
∑

i=1

vi(t)vi(0). (10)

СКЗ залежить тiльки вiд координат i є простiшою в
розрахунку:

σ(t) =
1

N

N
∑

i=1

|ri(t) − ri(0)|2. (11)

Обидвi цi функцiї використовують для розрахунку
коефiцiєнта самодифузiї D. Зокрема, згiдно з форму-
лою Ґрiна–Кубо, коефiцiєнт самодифузiї має вигляд:

D =
kT

m

∞
∫

0

ψ∗(t)dt, (12)

де ψ∗(t) — тут є нормованою автокореляцiйною фун-
кцiєю швидкостей, яку можна записати як

ψ∗(t) =
1

N

N
∑

i=1

vi(t)vi(0)

vi(0)vi(0)
. (13)

Слiд зазначити, що для визначення коефiцiєнта са-
модифузiї D iз σ(t) необхiдно брати суттєво бiльшi
часи руху частинок по траєкторiї, оскiльки D, розра-
хований iз СКЗ, має змiст лише на вiдрiзку, де σ(t)
є практично лiнiйною щодо часу. У такому разi для
розрахунку коефiцiєнта самодифузiї можна скориста-
тися формулою Айнштайна:

D =
1

6
lim
t→∞

∂σ(t)

∂t
. (14)

Отже, якщо для ψ(t) ми можемо обмежитися, для
прикладу, часом у ∼1 пс, то для σ(t) необхiдно ∼10 пс
залежно вiд металу та умов, за яких вiн перебуває. То-
му при обчисленнi згаданих динамiчних властивостей
для дослiджуваних систем використовували до 50000
крокiв моделювання при часовому iнтервалi 0.001 пс.

Маючи потенцiял мiжйонної взаємодiї i розрахував-
ши радiяльну функцiю розподiлу, можна отримати
потенцiяльну енерґiю системи Ep, ї ї тиск P i пронор-
мовану теплоємнiсть C∗

V [17]:

Ep

N
= 2πρ

∞
∫

0

u(r)g(r)r2dr, (15)

P =
N

V
kBT −

1

3V

〈

N
∑

i

N
∑

j>i

∂u(rij)

∂rij
rij

〉

, (16)

C∗
V =

CV

NkB
=

3

2

[

1 +
3

2

N
〈

δE2
p

〉

〈Ek〉
2

]

, (17)

де 〈Ek〉 = 3
2NkBT кiнетична енерґiя системи.

Ще однiєю характеристикою, яка викликає зацiкав-
ленiсть i вивчається в цiй роботi, є температурна за-
лежнiсть коефiцiєнта самодифузiї D. У працi [5] такi
дослiдження проводили для Mg та Ca. Автори показа-
ли, що значення D дещо збiльшується зi збiльшенням
частинок у комiрцi моделювання. Ми встановили цю
залежнiсть для Ba, Ca, Mg та Sr.

Використовуючи формулу Ґрiна–Кубо для в’язкос-
ти, розрахували цей коефiцiєнт для низки лужнозе-
мельних металiв [18]:

η =
V

kT

∞
∫

0

dt 〈Pαβ(0)Pαβ(t)〉, (18)

де 〈Pαβ(0)Pαβ(t)〉 — автокореляцiйна функцiя тензора
тиску.

Тензор тиску записуємо у виглядi:

Pαβ(t) =
1

V

[

∑

i

mviα(t)viβ(t)+
∑

i

riα(t)fiβ(t)

]

,

(19)

тут αβ = xy, xz, yx, yz, zx i zy.

III. РЕЗУЛЬТАТИ ТА ОБГОВОРЕННЯ

За формулами (1)–(7) ми розрахували ефективнi
потенцiяли мiжйонної взаємодiї для рiдких лужнозе-
мельних металiв. У процесi реалiзацiї методу моделю-
вання МД пораховано радiяльнi функцiї розподiлу (8)
та структурнi фактори (9) для всiх лужноземельних
металiв. Оскiльки розмiри комiрок моделювання для
дослiджуваних систем були достатньо великими, то
в цьому розрахунку вдалося непогано описати струк-
турний фактор при малих q, хоча точнiсть розрахун-
ку в цiй дiлянцi все ще низька. Порiвняння розрахо-
ваного статичного структурного фактора для рiдких
лужноземельних металiв при T∼Tпл показує добре уз-
годження з експериментальними даними [19]. Слiд за-
значити, що збiльшення кiлькости частинок у комiрцi
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моделювання i бiльший радiус обрiзання потенцiялу
не вплинули на чисельне значення структурних влас-
тивостей цiєї групи металiв.

При розрахунку структурних характеристик пора-
ховано також середнi значення кiнетичної та потен-
цiяльної енерґiї для кожного з металiв. У таблицi 1
наведено енерґiї та теплоємностi лужноземельних ме-

талiв. Порiвняння отриманих значень потенцiяльної
енерґiї з даними [9] показали певну розбiжнiсть. За-
гальна тенденцiя цього вiдхилення полягає в невели-
кiй вiдмiнностi потенцiяльної енерґiї фактично для
всiх металiв. Очевидно, це пов’язано iз залежнiстю
отримуваних результатiв вiд радiуса обрiзання потен-
цiялу.

T , K ρ , Å−3 Ep, kJ/mol P , kbar C∗
V C∗

V [9]

Be 1560 0.11300 109.99 526.110 2.98 3.20

Mg 989.3 0.03896 33.74 85.321 3.16 3.52

Ca 1148 0.02026 23.64 38.804 2.97 3.11

Sr 1041 0.01605 23.06 30.004 3.12 3.38

Ba 1004 0.01451 24.46 27.381 3.13 3.33

Таблиця 1. Середнi значення температури, потенцiяльної енерґiї, тиску та теплоємности лужноземельних металiв,

отриманi в цiй роботi.

T , K Dσ , 10−5 Dψ, 10−5 Dσ, 10−5 Dψ, 10−5 D, 10−5

cм2/с cм2/с cм2/с [9] cм2/с [9] cм2/с [10]

Be 1560 10.64 10.48 10.46 10.41 —

Mg 989 5.84 5.60 5.17 5.37 6.65

Ca 1148 7.88 7.83 5.81 6.25 6.06

Sr 1041 4.52 4.48 4.03 3.91 3.21

Ba 1004 3.69 3.60 3.335 3.29 2.33

Таблиця 2. Коефiцiєнти самодифузiї лужноземельних металiв, порахованi з функцiй СКЗ та АКФШ при вiдповiдних

температурах.

На рис. 2 показано температурнi залежностi кое-
фiцiєнтiв самодифузiї Ba, Ca, Mg та Sr, порахова-
нi з АКФШ i СКЗ. Для динамiчних властивостей,
отриманих за допомогою комп’ютерного моделюван-
ня, важко оцiнити похибку, тому що на результати
впливають багато факторiв: кiлькiсть частинок, пе-
рiодичнi граничнi умови, рiзнi процедури усереднень
та особливостi парного потенцiялу, а отже, i псев-
допотенцiялу. Вивчення коефiцiєнта самодифузiї D
показало, що одержанi результати в цiлому непога-
но узгоджуються з даними авторiв [9, 10], а причина
вiдмiнности може бути пов’язана iз самим методом
та деякою рiзницею температур. Крiм того, на дина-
мiчнi властивостi також має вплив радiус обрiзання
потенцiялу. Отриманi температурнi залежностi кое-
фiцiєнтiв самодифузiї дають змогу оцiнити значення
D для будь-якої температури в цьому iнтервалi. Вiд-
сутнiсть експериментальних даних для коефiцiєнтiв
самодифузiї не дає змоги зробити висновок про їхнє
абсолютне значення. Деяку яснiсть в цьому питаннi
вносить розрахунок коефiцiєнта в’язкости.

На рис. 1 показано функцiї АКФШ для розгляну-
тих металiв. Усi кривi якiсно вiдображають поведiнку
флюїду при високiй густинi. Про це свiдчить чiтко ви-
раженi дiлянки графiкiв, де функцiї є вiд’ємними. Та-
ка поведiнка виникає внаслiдок рiзкої змiни напрям-

ку руху йона на протилежний за рахунок зiткнення
зi своїми сусiдами.

У цiй працi для розрахунку коефiцiєнтiв самоди-
фузiї за допомогою формули Ґрiна–Кубо (12) вико-
ристано АКФШ. Поруч iз цим застосовано iнший пiд-
хiд для визначення коефiцiєнта D, пов’язаного з фун-
кцiєю середньоквадратичного змiщення σ(t) (СКЗ).
Для цього визначали коефiцiєнт нахилу лiнiї СКЗ на
вiдрiзку, де ця функцiя вже вийшла на лiнiйну за-
лежнiсть вiд часу, та використовували формулу Ай-
нштайна (14). У таблицi 2 наведено значення коефi-
цiєнтiв самодифузiї металiв, отриманих обома спосо-
бами при однакових умовах. Значення коефiцiєнтiв
самодифузiї, одержаних iз СКЗ, є трохи вищими вiд
тих, що були отриманi з функцiй АКФШ. Загалом,
порiвнюючи результати нашої роботи з результата-
ми iнших авторiв, можна зробити висновок, що дина-
мiчнi властивостi вiдрiзняються вiд тих, що одержанi
ранiше [9, 10]. Коефiцiєнти самодифузiї, отриманi в
нашiй статтi, є бiльшими, нiж у працi [9]. Таку тен-
денцiю спостерiгаємо для всiх порахованих металiв.
Вона становить для бiльшости з них вiдхилення бли-
зько ∼ 10%, що свiдчить про помiтний вплив рiзницi
вибору радiуса обрiзання мiжйонного потенцiялу на
динамiку йонiв металу.
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СТРУКТУРНI ТА ДИНАМIЧНI ВЛАСТИВОСТI РIДКИХ ЛУЖНОЗЕМЕЛЬНИХ МЕТАЛIВ

Рис. 1. Нормованi автокореляцiйнi функцiї швидкостей для лужноземельних металiв при умовах, зазначених у таб-
лицях 1 i 2.

Рис. 2. Температурна залежнiсть коефiцiєнтiв самодифузiї лужноземельних металiв.
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У таблицi 3 подано результати для в’язкости Mg,
Ca, Sr i Ba. Вони дають лiпше узгодження з екс-
периментом, нiж результати, наведенi в роботi [10].
Слiд зазначити, що процедура розрахунку коефiцiєн-
та в’язкости є надзвичайно часоємкою, оскiльки ви-
магає проведення великої кiлькости усереднень авто-
кореляцiйної функцiї тензора тиску. Коли для розра-
хунку автокореляцiйної функцiї швидкостей можна
проводити усереднення i за ансамблем, i за часом, то
для автокореляцiйної функцiї тензора тиску це усе-
реднення можна здiйснювати тiльки за часом. Такий
пiдхiд автоматично приводить до значного збiльшен-

ня часу моделювання (> 1 нс), щоб забезпечити задо-
вiльну точнiсть отримуваних результатiв.

η (GPa ps)
η η [10] η Exp. [10]

Mg 1.10 1.07 1.16
Ca 1.17 1.20 1.20
Sr 1.80 2.10 —
Ba 2.00 2.40 1.74

Таблиця 3. Числове значення коефiцiєнта в’язкости для

Mg, Ca, Sr i Ba.
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STRUCTURAL AND DYNAMIC PROPERTIES OF LIQUID ALKALINE-EARTH METALS
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The structural and dynamic properties of liquid alkaline-earth metals near their melting points are studied

using the molecular dynamics simulations. To describe the mentioned systems the effective pair potential based

on the electron-ionic model potential of Fiolhais [C. Fiolhais, J. P. Perdew, S. Q. Armster, J. M. MacLaren,

M. Brajczewska, Phys. Rev. B 51, 14001 (1995)] is used. The velocity autocorrelation functions and the functions

of mean-square displacement are obtained to calculate the self-diffusion coefficients of the liquid metals. The

temperature dependencies of the self-diffusion coefficients for Ca, Mg, Sr and Ba are studied. The shear viscosity

coefficients of liquid alkaline-earth metals are obtained as well. A comparison of the obtained results with the data

calculated by means of other theoretical approaches is performed. Also, the obtained results are in good agreement

with experimental data.
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