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Вивчено вплив температури на iндукування квантових чисел у релятивiстських фермiонних
системах iз топологiчними дефектами. Розглянуто iдеальний газ двовимiрних дiракiвських
електронiв за наявности дефекту у виглядi точкового магнетного вихору з довiльним потоком.
Використано найзагальнiшi граничнi умови в точцi вихору, що забезпечують самоспряженiсть
гамiльтонiяна Дiрака. Показано, що в системi iндукується спiн та кутовий момент, i визначено
залежнiсть температурних середнiх i кореляцiй вiд потоку вихору та граничної умови.
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I. ВСТУП

Квантовi релятивiстськi фермiоннi системи за на-
явности топологiчних дефектiв (кiнкiв, вихорiв, мо-
нополiв та iн.) мають низку цiкавих властивостей i
можуть характеризуватися досить незвичними зна-
ченнями квантових чисел [1, 2]. Зокрема, двовимiрнi
системи з топологiчним дефектом у виглядi точково-
го магнетного вихору застосовують до опису багатьох
явищ у фiзицi елементарних частинок i фiзицi конден-
сованого стану речовини [3]. Зацiкавлення системами
останнiм часом пiдсилюється у зв’язку з нещодавнiм
синтезуванням строго двовимiрних атомних криста-
лiв вуглецю (одношарової графiтової плiвки — графе-
ну) [4], що вiдкриває перспективи замiни кремнiєвих
iнтеґральних мiкросхем на вуглецевi наносхеми i обi-
цяє прорив у новiтнiх технологiях [5,6]. Графен харак-
теризується квазiрелятивiстським дiракiвським спек-
тром електронних збуджень [7], а дисклинацiї в ґрат-
ковiй структурi графену описуються точковими псев-
домагнетними вихорами [8]. З iншого боку, двовимiрнi
квантовi фермiоннi системи з вихоровими дефектами
мають певне концептуальне значення, оскiльки вони
здiйснюють теоретико-польову реалiзацiю знаменито-
го ефекту Бома–Ааронова [9]: у цих системах мiстять-
ся квантованi дiракiвськi фермiони, що взаємодiють
iз векторним потенцiялом, зумовленим магнетним по-
током через дiлянку, яка недосяжна для фермiонiв.

Дослiдження квантових чисел, iндукованих у дво-
вимiрнiй релятивiстськiй фермiоннiй системi з ви-
хоровим дефектом, розпочалося понад 20 рокiв то-
му [10, 11]. Було показано для певної граничної умо-
ви в мiсцi знаходження вихору, що у вакуумi кван-
тованих масивних фермiонiв iндукуються заряд [12],
магнетний потiк [13] та повний кутовий момент [14].
Iндукування вакуумних квантових чисел у випадку
найзагальнiшої граничної умови розглянуто в робо-
тах [15–18]. Вплив температури на iндукування кван-

тових чисел вихоровим дефектом вивчено в роботах
[19, 20]. У цiй працi ми зупинимося на iндукуваннi
спiну та орбiтального кутового моменту й дослiдимо
температурнi кореляцiї мiж цими спостережуваними
i тими, що зберiгаються.

II. ТЕМПЕРАТУРНI ХАРАКТЕРИСТИКИ
КВАНТОВОЇ РЕЛЯТИВIСТСЬКОЇ

ФЕРМIОННОЇ СИСТЕМИ

Оператор фермiонного поля, квантованого в зов-
нiшньому статичному полi, можна записати у вигля-
дi [21]

Ψ(x, t) =
∑∫

(Eλ>0)

e−iEλt〈x|λ〉aλ +
∑∫

(Eλ<0)

e−iEλt〈x|λ〉b†λ , (1)

де a†λ i aλ (b†λ i bλ) — це оператори породження i зни-
щення фермiона (антифермiона), що задовольняють
антикомутацiйнi спiввiдношення[

aλ, a†λ′

]
+

=
[
bλ, b†λ′

]
+

= 〈λ|λ′〉 , (2)

а 〈x|λ〉 — це розв’язок стацiонарного рiвняння Дiрака

H〈x|λ〉 = Eλ〈x|λ〉 , (3)

H — одночастинковий гамiльтонiян Дiрака в зовнiш-
ньому полi, λ — сукупнiсть параметрiв (квантових
чисел), що визначають одночастинковий стан, Eλ —

енерґiя цього стану; символ
∑∫

позначає сумування

за дискретними та iнтеґрування (певною мiрою) за
неперервними значеннями λ. Спiввiдношенням

aλ|vac〉 = bλ|vac〉 = 0

визначається основний стан |vac〉 квантової системи.
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Якщо деякий оператор J комутує з гамiльтонiяном
первинно квантованої теорiї, [J,H]− = 0, то iснує спi-
льна система власних функцiй цих двох операторiв, i
отже, маємо спiввiдношення

J〈x|λ〉 = jλ〈x|λ〉 (4)

поряд зi спiввiдношенням (3). Власнi функцiї 〈x|λ〉
задовольняють умови повноти та ортонормовности (з
нормуванням на δ-функцiю у випадку неперервного
спектра). Таким чином, у вторинно квантованiй тео-
рiї оператори динамiчних змiнних (фiзичних спосте-
режуваних), що вiдповiдають операторам H i J , мо-
жуть бути дiягоналiзованими:

Û ≡ 1
2

∫
ddx

[
Ψ†(x, t), HΨ(x, t)

]
−

=
∑∫

Eλ

[
a†λaλ − b†λbλ −

1
2
sgn(Eλ)

]
(5)

i

M̂ ≡ 1
2

∫
ddx

[
Ψ†(x, t), JΨ(x, t)

]
−

=
∑∫

jλ

[
a†λaλ − b†λbλ −

1
2
sgn(Eλ)

]
, (6)

де d — розмiрнiсть простору i

sgn(u) =
{

1, u > 0
−1, u < 0 .

Температурне середнє спостережуваної, що вiдпо-
вiдає операторовi (6), означується так (див., напри-
клад, [22]):

M(T ) = 〈M̂〉β ≡
Sp M̂e−βÛ

Sp e−βÛ
, β = (kBT )−1, (7)

де T — рiвноважна температура, kB — стала Больцма-
на i Sp позначає слiд або суму з очiкуваних значень
у базисi фокiвських станiв. Також можна означити
температурну квадратичну флюктуацiю спостережу-
ваної

∆(T ; M̂, M̂) = 〈M̂2〉β − (〈M̂〉β)2. (8)

Величини (7) i (8) можна виразити через похiднi тер-
модинамiчного потенцiялу:

M(T ) = −∂Ω(β, µ)
∂µ

∣∣∣∣
µ=0

,

(9)

∆(T ; M̂, M̂) = − 1
β

∂2Ω(β, µ)
∂µ2

∣∣∣∣
µ=0

,

де µ — це вiдповiдний хемiчний потенцiял, а термо-
динамiчний потенцiял,

Ω(β, µ) = − 1
β

ln Sp exp[−β(Û − µM̂)], (10)

можна звести до вигляду

Ω(β, µ) = − 1
β

Tr ln ch
[
1
2
β(H − µJ)

]
, (11)

де Tr позначає слiд iнтеґродиференцiйного операто-
ра: Tr . . . =

∫
ddx tr〈x| . . . |x〉; tr позначає слiд тiльки

за спiнорними iндексами. Тодi, використовуючи (9),
можна виразити середнє (7) i флюктуацiю (8) через
функцiональнi слiди операторiв первинно квантова-
ної теорiї:

M(T ) = −1
2
TrJ th

(
1
2
βH

)
(12)

i

∆(T ; M̂, M̂) =
1
4
TrJ2 sech2

(
1
2
βH

)
. (13)

Зазначимо, що у випадку J = I, де I — це одинич-
на матриця у просторi матриць Дiрака, вiдповiдним
оператором вторинно квантованої теорiї є оператор
фермiонного числа, а µ i Ω є звичайними хемiчним
та термодинамiчним потенцiялами. Якщо d = 1, то
фермiонне число є єдиною спостережуваною, що збе-
рiгається поряд з енерґiєю. У просторах бiльшої роз-
мiрности iснує бiльше спостережуваних, що зберiга-
ються. Зокрема, якщо d = 2, то поряд iз енерґiєю та
фермiонним числом також зберiгається повний куто-
вий момент у випадку ротацiйної симетрiї в системi.

Якщо спостережувана не зберiгається, тодi її опе-
ратор у первинно квантованiй теорiї не комутує з га-
мiльтонiяном, [Υ, H] 6= 0, i її оператор у вторинно
квантованнiй теорiї,

Ô =
1
2

∫
ddx

[
Ψ†(x, t), ΥΨ(x, t)

]
− , (14)

не дiягоналiзується. Аналогiчно до (7) можна ввести
температурне середнє спостережуваної, що не зберi-
гається, i записати його у виглядi, подiбному до (12):

O(T ) = −1
2
TrΥ th

(
1
2
βH

)
. (15)

Також означимо температурну кореляцiю мiж спосте-
режуваними, що зберiгаються i не зберiгаються,

∆(T ; Ô, M̂) = 〈Ô M̂〉β − 〈Ô〉β〈M̂〉β , (16)

яку можна звести до вигляду, подiбного до (13),

∆(T ; Ô, M̂) =
1
4
TrΥJsech2

(
1
2
βE

)
. (17)

Слiд вiдзначити, що спiввiдношення (12), (13), (15)
i (17) є дещо формальними, оскiльки необхiдно на-
лежно впорядкувати добуток операторiв у вторинно
квантованiй теорiї. За вiдсутности взаємодiї операто-
ри спостережуваних повиннi бути нормально впоряд-
кованими (див., наприклад, [21]), тобто c-числовi час-
тини у спiввiдношеннях (5) i (6) треба вiдкинути. От-
же, при наявностi взаємодiї з зовнiшнiми полями c-
числовi частини у спiввiдношеннях (5) i (6) повиннi
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бути перенормованi шляхом вiднiмання цих вiдкину-
тих частин. Вiдповiдно, термодинамiчний потенцiял
(11) записуємо так:

Ω(β, µ) = Ω(0)(β, µ) + Ω(1)(β, µ), (18)

де

Ω(0)(β, µ) = − 1
β

(19)

× Tr ln
{

1 + exp [−β (|H0| − µJ0 sgn(H0))]
}

— термодинамiчний потенцiял за вiдсутности взаємо-
дiї i

Ω(1)(β, µ) = − 1
β

{
Tr ln ch

[
1
2
β(H−µJ)

]

− Tr ln ch
[
1
2
β(H0−µJ0)

]}
(20)

— доданок, зумовлений взаємодiєю iз зовнiшнiми по-
лями; тут iндекс 0 вiдзначає оператори в первинно
квантованiй теорiї без взаємодiї. Зазначимо, що дода-
нок − 1

2Tr [|H0| − µJ0sgn(H0)] вiдкинуто, i це вiдповi-
дає нормальному впорядкуванню за нульової темпе-
ратури при вiдсутностi взаємодiї.

Як наслiдок спiввiдношень (18)–(20) отримуємо

M(T ) = M (0)(T ) + M (1)(T ), (21)

де

M (0)(T ) =

∞∫
−∞

dE τ
(0)
J (E)

sgn(E)
eβ|E| + 1

, (22)

M (1)(T ) = −1
2

∞∫
−∞

dE τ
(1)
J (E) th

(
1
2
βE

)
, (23)

i вiдповiднi спектральнi густини означенi так:

τ
(0)
J (E) = Tr J0 δ(H0 − E), (24)

τ
(1)
J (E) = Tr J δ(H − E)− TrJ0 δ(H0 − E). (25)

Спiввiдношення для температурного середнього спо-
стережуваної, що не зберiгається, отримаємо, якщо
в (22)–(25) замiнити вiдповiдно J на Υ. Аналогiчно,
одержуємо спiввiдношення для температурної коре-
ляцiї мiж спостережуваними, що зберiгаються i не
зберiгаються,

∆(T ; Ô, M̂) = ∆(0)(T ; Ô, M̂) + ∆(1)(T ; Ô, M̂), (26)

де

∆(0)(T ; Ô, M̂) =
1
4

∞∫
−∞

dE τ
(0)
ΥJ (E) sech2

(
1
2
βE

)
, (27)

∆(1)(T ; Ô, M̂) =
1
4

∞∫
−∞

dE τ
(1)
ΥJ (E) sech2

(
1
2
βE

)
, (28)

τ
(0)
ΥJ (E) = TrΥ0J0 δ(H0 − E), (29)

τ
(1)
ΥJ (E) = TrΥ J δ(H−E)− TrΥ0J0 δ(H0 − E). (30)

Спiввiдношення для температурної квадратичної
флюктуацiї спостережуваної, що зберiгається, отри-
муємо, якщо в (27)–(30) замiнити вiдповiдно Υ на J .

У цiй роботi розглянуто температурнi характерис-
тики двовимiрного релятивiстського фермi-газу з то-
пологiчним дефектом у виглядi магнетного вихору.

III. СПОСТЕРЕЖУВАНI ДВОВИМIРНОГО
РЕЛЯТИВIСТСЬКОГО ФЕРМI-ГАЗУ

З МАГНЕТНИМ ВИХОРОМ

Розгляньмо квантування спiнорного поля на пло-
щинi (d = 2), ортогональнiй зовнiшньому статичному
магнетному полю. Одночастинковий гамiльтонiян Дi-
рака має вигляд

H = −iα · [∂ − ieA(x)] + γ0m, (31)

де A(x) — це векторний потенцiял магнетного поля
з напруженiстю B(x) = ∂ ∧ A(x); тут використано
позначення a ·b = a1b1 +a2b2 i a∧b = a1b2−a2b1. Ал-
ґебра Клiфорда у 2 + 1-вимiрному просторi-часi має
два нееквiвалентнi незвiднi представлення, що розрiз-
няються так:

α1α2γ0 = is, s = ±1. (32)

Вибираючи матрицю γ0 в дiягональному виглядi

γ0 = σ3, (33)

отримуємо

α1 = −e
i
2 σ3χsσ2e

− i
2 σ3χs , α2 = se

i
2 σ3χsσ1e

− i
2 σ3χs , (34)

де σ1, σ2 i σ3 — матрицi Паулi, а χ1 i χ−1 — параметри,
змiною яких у дiлянцi 0 < χs < 2π здiйснюється пе-
рехiд до еквiвалентних представлень. Зазначимо, що
в непарновимiрному просторi-часi параметр m в (31)
може приймати як позитивнi, так i неґативнi значен-
ня; замiна знака m вiдповiдає переходовi до нееквiва-
лентного представлення.

Якщо магнетне поле iнварiянтне щодо обертань на-
вколо початку координат у двовимiрному просторi, то
маємо спiввiдношення

(x ∧ ∂) (∂ ∧A) = 0, (35)

i ґенератор обертань набирає вигляду
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J = −ix ∧ [∂ − ieA(x)] +
1
2
sγ0

+ e

r∫
0

dr r [∂ ∧A(x)] , (36)

де r, ϕ — полярнi координати. Легко переконатися,
що оператор J (36) комутує з оператором H (31).

Першi два доданки в правiй частинi (36) вiдповi-
дають орбiтальнiй та спiновiй частинам кутового мо-
менту поля зарядженої спiнорної матерiї, а останнiй
доданок — кутовому моменту зовнiшнього поля. У не-
синґулярнiй далекосяжнiй калiбровцi

x ·A(x) = 0, ∂ ·A(x) = 0 (37)

маємо

x ∧A(x) =

r∫
0

dr r [∂ ∧A(x)] , (38)

i спiввiдношення (36) приймає вигляд

J = −ix ∧ ∂ +
1
2
sγ0. (39)

Сказане стосується випадку розподiленої конфiґу-
рацiї зовнiшнього магнетного поля (див., наприклад,
[23]). Розгляньмо iнший випадок, коли зовнiшнє маг-
нетне поле зосереджено в достатньо малiй дiлянцi
(скажiмо, це диск радiуса δ з центром на початку ко-
ординат), яка недоступна для поля зарядженої спi-
норної матерiї; таку конфiґурацiю зовнiшнього поля
будемо називати далi топологiчним дефектом у ви-
глядi магнетного вихору. Тодi оператор кутового мо-
менту ззовнi дiлянки дефекту складається лише з
двох частин — орбiтальної та спiнової

J = −ix ∧ [∂ − ieA(x)] +
1
2
sγ0. (40)

Як добре вiдомо (див., наприклад, [9]), внаслiдок вiд-
мiнности вiд нуля потоку магнетного поля через внут-
рiшню дiлянку,

Φ =

δ∫
0

dr r [∂ ∧A(r)] , (41)

векторний потенцiял не зникає всюди в зовнiшнiй дi-
лянцi. Зокрема, в калiбровцi (37) маємо при r > δ:

A1(x) = −Φr−1 sinϕ, A2(x) = Φr−1 cos ϕ, (42)

i спiввiдношення (40) набирає вигляду

J = −ix ∧ ∂ − eΦ +
1
2
sγ0. (43)

Таким чином, на вiдмiну вiд розподiленої конфiґу-
рацiї магнетного поля, коли кутовий момент має такi
власнi значення:

j = n +
1
2

(44)

(це очевидно в калiбровцi (37), див. (39)), у випадку
вихорового дефекту кутовий момент має iншi власнi
значення:

j = n +
1
2
− eΦ. (45)

Щодо спостережуваних, що не зберiгаються, то як
Υ можна розглядати спiнову частину

Σ =
1
2
sγ0 (46)

та орбiтальну частину

Λ = −x ∧ [∂ − ieA(x)] (47)

повного кутового моменту.

IV. СПЕКТРАЛЬНI ГУСТИНИ ТА СЛIДИ
ДОБУТКIВ ОПЕРАТОРIВ

Щоб обчислити температурнi характеристики, по-
в’язанi зi спiном, орбiтальним та повним кутовими
моментами, треба знайти спектральнi густини τΣ(E),
τΛ(E), τΣJ(E) i τΛJ(E), якi є уявними частинами вiд-
повiдних слiдiв операторiв у функцiональному прос-
торi:

τ...(E) =
1
π

Im Tr . . . (H − E − i0)−1.

Ядро резольвенти (функцiя Ґрiна) гамiльтонiяна
Дiрака в координатному представленнi визначаємо
так:

Gω(r, ϕ; r′, ϕ′) = 〈r, ϕ|(H − ω)−1|r′, ϕ′〉, (48)

де ω — комплексний параметр розмiрности енерґiї.
Враховуючи (33) i (34), запишемо (48) у виглядi

Gω(r, ϕ; r′, ϕ′)=
1
2π

∑
n∈Z

ein(ϕ−ϕ′)

×

(
a
(n)
11 (r; r′) a

(n)
21 (r; r′)e−i(sϕ′−χs)

a
(n)
12 (r; r′)ei(sϕ−χs) a

(n)
22 (r; r′)eis(ϕ−ϕ′)

)
, (49)

де Z — сукупнiсть цiлих чисел. У випадку вихорової
конфiґурацiї магнетного поля (42) гамiльтонiян (31)
набирає вигляду

H = −iαr∂r − ir−1αϕ(∂ϕ − ieΦ) + γ0m, (50)

де

αr = α1 cos ϕ + α2 sinϕ,

(51)
αϕ = −α1 sinϕ + α2 cos ϕ.

Якщо знехтувати розмiрами дефекту (δ → 0), то па-
раметр граничної умови в мiсцi дефекту (при r = 0)
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проявляє себе як параметр самоспряженого розши-
рення оператора гамiльтонiяна, див. [15, 16]. Парцiя-
льнi гамiльтонiяни для всiх n 6= nc, де

nc = [[eΦ]] +
1
2
− 1

2
s, (52)

[[u]] — це цiла частина величини u (тобто найбiль-
ше цiле, що не перевищує u), є суттєво самоспря-

женими. Парцiяльний гамiльтонiян для n = nc ви-
магає самоспряженого розширення згiдно з теорiєю
Вейля–Неймана самоспряжених операторiв (див., на-
приклад, [24]). Вiдповiдно, радiяльнi компоненти a

(n)
11 ,

a
(n)
12 , a

(n)
21 i a

(n)
22 в (49), коли n 6= nc, є реґулярними при

r → 0 i r′ → 0, тодi як у випадку n = nc вони задово-
льняють умови (докладнiше див. [19])

cos
(
s
Θ
2

+
π

4

)
lim
r→0

(|m|r)F a
(nc)
11 (r; r′) = −sgn(m) sin

(
s
Θ
2

+
π

4

)
lim
r→0

(|m|r)1−F a
(nc)
12 (r; r′)

cos
(
s
Θ
2

+
π

4

)
lim
r→0

(|m|r)F a
(nc)
21 (r; r′) = −sgn(m) sin

(
s
Θ
2

+
π

4

)
lim
r→0

(|m|r)1−F a
(nc)
22 (r; r′)

, (53)

та

cos
(
s
Θ
2

+
π

4

)
lim

r′→0
(|m|r′)F a

(nc)
11 (r; r′)=−sgn(m) sin

(
s
Θ
2

+
π

4

)
lim

r′→0
(|m|r′)1−F a

(nc)
21 (r; r′)

cos
(
s
Θ
2

+
π

4

)
lim

r′→0
(|m|r′)F a

(nc)
12 (r; r′)=−sgn(m) sin

(
s
Θ
2

+
π

4

)
lim

r′→0
(|m|r′)1−F a

(nc)
22 (r; r′)

, (54)

де Θ — параметр самоспряженого розширення i

F = s(eΦ− [[eΦ]]) +
1
2
− 1

2
s ; (55)

зауважимо, що в (53) i (54) можливi значення F належать дiлянцi 0 < F < 1, оскiльки у випадку F =
1
2
− 1

2
s

всi радiяльнi компоненти задовольняють умову реґулярности при r → 0 i r′ → 0. Зазначимо, що спiввiдношення
(53) i (54) перiодичнi по Θ з перiодом 2π.

Радiяльнi компоненти ядра резольвенти за наявности та вiдсутности магнетного вихору наведенi в Додат-
ку А.

Розгляньмо величини

trΣ Gω(r, ϕ; r′, ϕ) =
s

4π

∑
n∈Z

[
a
(n)
11 (r; r′)− a

(n)
22 (r; r′)

]
, (56)

tr Λ Gω(r, ϕ; r′, ϕ) =
1
2π

∑
n∈Z

[
(n− eΦ)a(n)

11 (r; r′) + (n + s− eΦ)a(n)
22 (r; r′)

]
, (57)

trΣ J Gω(r, ϕ; r′, ϕ) =
s

4π

∑
n∈Z

(n− eΦ +
s

2
)
[
a
(n)
11 (r; r′)− a

(n)
22 (r; r′)

]
, (58)

tr Λ JGω(r, ϕ; r′, ϕ) =
1
2π

∑
n∈Z

(n− eΦ +
s

2
)
[
(n−eΦ)a(n)

11 (r; r′) + (n+s−eΦ)a(n)
22 (r; r′)

]
. (59)

За вiдсутности вихору, використовуючи спiввiдно-
шення (1.14)–(1.17) з Додатка А i виконуючи суму-
вання за n, отримуємо, якщо Im k > |Re k|:

trΣ Gω
0 (r, ϕ; r′, ϕ) =

sm

2π
K0(−ik|r − r′|), (60)

tr Λ0 Gω
0 (r, ϕ; r′, ϕ) = 0, (61)

trΣ J0 Gω
0 (r, ϕ; r′, ϕ) =

ω

4π
K0(−ik|r − r′|), (62)

tr Λ0 J0 Gω
0 (r, ϕ; r′, ϕ) =

ω(−ik)rr′

π|r − r′|
× K1(−ik|r − r′|), (63)
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де Kµ(u) — це функцiя Макдональда порядку µ, k =√
ω2 −m2 i враховано, що Σ0 = Σ. За наявности ви-

хору величини (56)–(59) складаються з двох частин:
одна є скiнченною в границi r′ = r, а iнша, що є роз-
бiжною в цiй границi, збiгається з величинами (60)–
(63) вiдповiдно. Щобiльше, рiзниця мiж вiдповiдними
величинами за наявности й вiдсутности вихору при
r′ = r спадає експоненцiйно в границi r → ∞, що
дозволяє проiнтеґрувати по нескiнченному двовимiр-

ному просторовому об’єму,
2π∫
0

dϕ
∞∫
0

dr r, i означити за

допомогою вiднiмальної процедури (порiвняйте з (25)
i (30)) перенормований слiд добутку резольвенти на
оператор, наприклад:

[
TrΥ(H−ω)−1

]
ren

= Tr Υ(H−ω)−1

− TrΥ0(H0−ω)−1. (64)

Отже, можна отримати перенормованi слiди, див.
[20]:

[
TrΣ (H − ω)−1

]
ren

= −1
2

s

ω2 −m2

[
F (ω + m) tg νω − (1− F )(ω −m)eiFπ

tg νω + eiFπ
− F (1− F )m

]
, (65)

[
Tr Λ (H − ω)−1

]
ren

=
s

ω2 −m2

[
F 2(ω + m) tg νω − (1− F )2(ω −m)eiFπ

tg νω + eiFπ
− 2

3

(
F − 1

2

)
F (1− F )ω

]
, (66)

[
Tr Σ J(H − ω)−1

]
ren

= −s

(
F − 1

2

)[
Tr Σ (H − ω)−1

]
ren

+
1
4

F (1− F )
ω2 −m2

[
ω +

2
3

(
F − 1

2

)
m

]
, (67)

[
Tr Λ J(H − ω)−1

]
ren

=−s

(
F− 1

2

)[
Tr Λ (H−ω)−1

]
ren

− 1
3

F (1−F )
ω2 −m2

{
1
2

[1− F (1−F )]ω +
(

F− 1
2

)
m

}
, (68)

де tg νω визначається спiввiдношенням (1.13) з Додатка А, i зроблено аналiтичне продовження з дiлянки Im k >
|Re k| на дiлянку Im k > 0, тобто на всю комплексну ω-площину; очевидно також, що в лiвiй частинi (66)
вiд’ємник дорiвнює нулевi, див. (61).

Щодо розбiжних при r′ → r частин, то достатньо ввести регуляризацiю для ядра резольвенти за вiдсутности
вихору

Gω,t
0 (r, ϕ; r′, ϕ′) =

〈
r, ϕ

∣∣(H0 − ω)−1 exp(−tH2
0 )
∣∣ r′, ϕ′〉 , (69)

де t > 0 — це параметр реґуляризацiї. У Додатку Б виведено такi спiввiдношення, якщо Im k > |Re k|:

trΣ Gω,t
0 (r, ϕ; r, ϕ) =

sm

4π
e−t(m2+k2)E1(−tk2), (70)

trΣ J0 Gω,t
0 (r, ϕ; r, ϕ) =

ω

8π
e−t(m2+k2)E1(−tk2), (71)

tr Λ0 J0 Gω,t
0 (r, ϕ; r, ϕ) =

ωr2

4π
e−tm2

[
1
t

+ k2e−tk2
E1(−tk2)

]
, (72)

де E1(u) =
∞∫
u

du
u e−u — це iнтеґральна показникова функцiя (див., наприклад, [25]), i можна зробити аналi-

тичне продовження на дiлянку Im k > 0, тобто на всю комплексну ω-площину. Iнтеґруючи по двовимiрному

просторовому об’єму,
2π∫
0

d ϕ
R∫
0

dr r, де R — це радiус об’єму, отримуємо

TrΣ(H0 − ω)−1e−tH2
0 =

1
4
R2sme−tω2

E1[t(m2 − ω2)], (73)

TrΣJ0 (H0 − ω)−1e−tH2
0 =

1
8
R2ω e−tω2

E1[t(m2 − ω2)], (74)

TrΛ0J0 (H0 − ω)−1e−tH2
0 =

1
8
R4ω

{
e−tm2

t
+ (ω2 −m2)e−tω2

E1[t(m2 − ω2)]

}
. (75)
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Хоча останнi величини розбiгаються в границi t → +0, їх розбiжностi не дають внеску у фiзичнi величини, тобто
температурнi середнi й кореляцiї. Це пов’язано з характерним виглядом стрибка iнтеґральної показникової
функцiї при вiд’ємних дiйсних значеннях арґументу: Im E1(−u ∓ i0) = ±iπ (u > 0). Тому ми отримуємо
скiнченнi спектральнi густини:

τ
(0)
Σ (E) = ± lim

t→0+

1
π

Im TrΣ(H0 − E ∓ i0)−1e−tH2
0 =

1
4
R2sm sgn(E) θ(E2 −m2), (76)

τ
(0)
ΣJ (E) = ± lim

t→0+

1
π

Im TrΣJ0(H0 − E ∓ i0)−1e−tH2
0 =

1
8
R2|E| θ(E2 −m2), (77)

τ
(0)
ΛJ (E) = ± lim

t→0+

1
π

Im TrΛ0J0(H0 − E ∓ i0)−1e−tH2
0 =

1
8
R4|E|(E2 −m2) θ(E2 −m2), (78)

де θ(u) = 1
2 [1 + sgn(u)].

Повертаючись до перенормованих слiдiв (65)–(68),
зауважимо, що, як було показано, з них можна отри-
мати вирази для вiдповiдних перенормованих спект-
ральних густин (позначених iндексом (1)). Але можна
зробити iнакше — виразити температурнi характерис-
тики з iндексом (1) безпосередньо через перенормованi
слiди. Для цього скористаємося спiввiдношенням

δ(H − E) =
1

2πi

[
(H − E − i0)−1 − (H − E + i0)−1

]
i перетворимо iнтеґрал

∞∫
−∞

dE на iнтеґрал по певному

контуру на комплекснiй площинi енерґiй. У результа-
тi отримуємо, наприклад,

O(1)(T ) = −1
2

∫
C

dω

2πi

[
TrΥ(H − ω)−1

]
ren

× th
(

1
2
βω

)
(79)

i

∆(1)(T ; Ô, M̂) =
1
4

∫
C

dω

2πi

[
TrΥJ(H − ω)−1

]
ren

× sech2

(
1
2
βω

)
, (80)

де C — контур, що складається з двох колiнеарних
прямих, (−∞+ i0, +∞+ i0) i (+∞− i0, −∞− i0), на
комплекснiй ω-площинi.

V. ТЕМПЕРАТУРНI СЕРЕДНI, КОРЕЛЯЦIЇ
I КВАДРАТИЧНА ФЛЮКТУАЦIЯ

Як було вже вiдзначено, температурнi характерис-
тики квантової фермiонної системи з топологiчним
дефектом у виглядi магнетного вихору складаються
з двох частин, див. (21) i (26): одна, що позначена iн-
дексом (0) i вiдповiдає вiдсутностi взаємодiї (внесок
iдеального газу), залежить суттєво вiд розмiру сис-
теми, див. (76)–(78), i друга, що позначена iндексом
(1) i вiдповiдає взаємодiї з вихором, є скiнченною при
зростаннi розмiрiв системи до нескiнченности, див.
(65)–(68). Однак внесок iдеального газу для певних
характеристик може щезати, i тодi цi характеристи-
ки виявляються скiнченними в границi R →∞.

Зокрема, внесок iдеального газу в орбiтальний ку-
товий момент щезає як наслiдок спiввiдношення (61).
Тому, враховуючи (66), отримуємо [20]

L(T ) = s
sin(Fπ)

π

∞∫
0

du

u
√

u + 1
th
(

1
2
βm

√
u + 1

)

×
F 2uF A + (1−F )2u1−F A−1 + u

{ [
1
2 − F (1−F )

]
(uF A + u1−F A−1)− (2F−1) cos(Fπ)

}
[uF A− u1−F A−1 + 2 cos(Fπ)]2 + 4(u + 1) sin2(Fπ)

+
s

2
θ(− cos Θ)

[1− 2F (1− F )]EBS + (2F − 1)m
(2F − 1)EBS + m

th
(

1
2
βEBS

)
, (81)
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де

A = 21−2F Γ(1− F )
Γ(F )

tg
(

s
Θ
2

+
π

4

)
, (82)

Γ(u) — гамма-функцiя Ойлера, EBS — енерґiя зв’яза-
ного стану в одночастинковому спектрi, що визнача-
ється як дiйсний корiнь алґебраїчного рiвняння (до-
кладнiше див. [16])

(1−m−1EBS)F

(1 + m−1EBS)1−F
A = −1 ; (83)

зазначимо, що зв’язаний стан iснує при cos Θ < 0

(A < 0) i його енерґiя обертається в нуль при A = −1,
а в iнших випадках маємо 0 < |EBS| < |m| i

sgn(EBS) =
1
2

sgn(m)[ sgn(1 + A−1)− sgn(1 + A)] . (84)

Що стосується спiнової частини кутового моменту,
то вона складається з двох частин: ураховуючи (76),
отримуємо

S(0)(T ) =
R2sm

β
ln(1 + e−β|m|), (85)

i враховуючи (65), одержуємо [20]

S(1)(T ) = −s
sin(Fπ)

2π

∞∫
0

du

u
√

u + 1
th
(

1
2
βm

√
u + 1

)

×
FuF A + (1− F )u1−F A−1 + u

[
1
2

(
uF A + u1−F A−1

)
− (2F − 1) cos(Fπ)

]
[uF A− u1−F A−1 + 2 cos(Fπ)]2 + 4(u + 1) sin2(Fπ)

− s

4
θ(− cos Θ)

EBS + (2F − 1)m
(2F − 1)EBS + m

th
(

1
2
βEBS

)
+

s

4
F (1− F ) th

(
1
2
βm

)
, (86)

У границi T → 0 (β → ∞) одержуємо скiнченнi результати для вакуумних спiну та орбiтального кутового
моменту, див. [18]. У границi T → ∞ (β → 0) спiн зростає лiнiйно з температурою, тодi як орбiтальний
кутовий момент прямує до нуля: як T 2F−1 при 0 < F < 1

2 i як T 1−2F при 1
2 < F < 1.

Сумуючи (81), (85) i (86), отримуємо повний кутовий момент, що складається з двох частин: M (0)(T ) =
S(0)(T ) i

M (1)(T ) = s(F − 1
2
)
sin(Fπ)

π

∞∫
0

du

u
√

u + 1
th
(

1
2
βm

√
u + 1

)

×
FuF A− (1− F )u1−F A−1 + u

[
(F − 1

2 )(uF A + u1−F A−1)− cos(Fπ)
]

[uF A− u1−F A−1 + 2 cos(Fπ)]2 + 4(u + 1) sin2(Fπ)

+
s

2

(
F − 1

2

)
θ(− cos Θ) th

(
1
2
βEBS

)
+

s

4
F (1− F ) th

(
1
2
βm

)
. (87)

Зазначимо, що i спiн, i орбiтальний кутовий момент розбiгаються, як
∞∫

du
u при напiвцiлих значеннях eΦ, якщо

тiльки A 6= 0 i A−1 6= 0. Натомiсть ця розбiжнiсть скорочується при їх сумуваннi, i маємо незалежний вiд Θ
результат:

M(T )|F= 1
2

=
R2sm

β
ln
(
1 + e−β|m|

)
+

s

16
th
(

1
2
βm

)
. (88)

Наведемо також для повноти вираз для температурного середнього фермiонного числа [19]:

N(T ) = −s

(
F − 1

2

)−1 [
M (1)(T )− s

4
F (1− F )th

(
1
2
βm

)]
. (89)

Перейдiмо до розгляду температурних кореляцiй мiж спостережуваними, що зберiгаються й не зберiгаються.
Враховуючи (65) i (66), маємо кореляцiю мiж фермiонним числом i спiном

∆(T ; Ŝ, N̂) =
s sin(Fπ)

4π

∞∫
0

du

u
sech2

(
1
2
βm

√
u + 1

)

× FuF A− (1− F )u1−F A−1 − u cos(Fπ)
[uF A− u1−F A−1 + 2 cos(Fπ)]2 + 4(u + 1) sin2(Fπ)

+
s

8
θ(− cos Θ)

EBS + (2F − 1)m
(2F − 1)EBS + m

sech2

(
1
2
βEBS

)
(90)
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i кореляцiю мiж фермiонним числом i орбiтальним кутовим моментом

∆(T ; L̂, N̂) = −s sin(Fπ)
2π

∞∫
0

du

u
sech2

(
1
2
βm

√
u + 1

)

× F 2uF A− (1− F )2u1−F A−1 − u[1− 2F (1− F )] cos(Fπ)
[uF A− u1−F A−1 + 2 cos(Fπ)]2 + 4(u + 1) sin2(Fπ)

− s

4
θ(− cos Θ)

[1− 2F (1− F )]EBS + (2F − 1)m
(2F − 1)EBS + m

sech2

(
1
2
βEBS

)
+

s

6

(
F − 1

2

)
F (1− F )sech2

(
1
2
βm

)
. (91)

Пiдсумовуючи (90) i (91), одержуємо кореляцiю мiж фермiонним числом i повним кутовим моментом

∆(T ; M̂, N̂) = −s

(
F − 1

2

)
sin(Fπ)

2π

∞∫
0

du

u
sech2

(
1
2
βm

√
u + 1

)

× FuF A + (1− F )u1−F A−1 − u(2F − 1) cos(Fπ)
[uF A− u1−F A−1 + 2 cos(Fπ)]2 + 4(u + 1) sin2(Fπ)

− s

4
(F − 1

2
) θ(− cos Θ) sech2

(
1
2
βEBS

)
+

s

6

(
F − 1

2

)
F (1− F ) sech2

(
1
2
βm

)
. (92)

Iншi кореляцiї з повним кутовим моментом складаються з двох частин. Ураховуючи (77) i (67), отримуємо
кореляцiю мiж повним кутовим моментом i спiном, ∆(T ; Ŝ, M̂) = ∆(0)(T ; Ŝ, M̂) + ∆(1)(T ; Ŝ, M̂), де

∆(0)(T ; Ŝ, M̂) =
R2

4β

[
1
β

ln
(
1 + e−β|m|

)
+

|m|
eβ|m| + 1

]
(93)

i

∆(1)(T ; Ŝ, M̂) = −s

(
F − 1

2

)
∆(T ; Ŝ, N̂)− 1

16
F (1− F ) sech2

(
1
2
βm

)
. (94)

Ураховуючи (78) i (68), одержуємо кореляцiю мiж повним i орбiтальним кутовими моментами, ∆(T ; L̂, M̂) =
∆(0)(T ; L̂, M̂) + ∆(1)(T ; L̂, M̂), де

∆(0)(T ; L̂, M̂) =
R4

2β2

 3
β2

∞∫
β|m|

du u ln
(
1 + e−u

)
+ m2 ln

(
1 + eβ|m|

) (95)

i

∆(1)(T ; L̂, M̂) = −s

(
F − 1

2

)
∆(T ; L̂, N̂) +

1
24

[1− F (1− F )]F (1− F ) sech2

(
1
2
βm

)
. (96)

У границi нульової температури кореляцiї обертаються в нуль, за винятком випадку A = −1 i F 6= 1
2 , коли

вони приймають скiнченнi значення. У високотемпературнiй межi кореляцiї з фермiонним числом прямують
до скiнченних значень (див. [20]), тодi як кореляцiї з повним кутовим моментом розбiгаються: як T у випадку
спiну i як T 2 у випадку орбiтального кутового моменту.

На завершення, сумуючи двi останнi кореляцiї, маємо квадратичну флюктуацiю повного кутового моменту,
∆(T ; M̂, M̂) = ∆(0)(T ; M̂, M̂) + ∆(1)(T ; M̂, M̂), де

∆(0)(T ; M̂, M̂) =
R2

2β2

3R2

β2

∞∫
β|m|

du u ln(1 + e−u) +
(

R2m2 +
1
2

)
ln
(
1 + e−β|m|

)
+

1
2

β|m|
eβ|m| + 1

 (97)

i

∆(1)(T ; M̂, M̂) = −s

(
F − 1

2

)
∆(T ; M̂, N̂)− 1

24

[
1
2

+ F (1− F )
]

F (1− F ) sech2

(
1
2
βm

)
. (98)
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VI. ОБГОВОРЕННЯ РЕЗУЛЬТАТIВ

У статтi розглянуто вплив температури на власти-
востi двовимiрного релятивiстського фермi-газу з то-
пологiчним дефектом у виглядi точкового магнетно-
го вихору. Найзагальнiша сукупнiсть граничних умов
у мiсцi знаходження вихору (при r = 0) параметри-
зується згiдно з (53) i (54) величиною Θ, яка своєю
чергою параметризує сукупнiсть самоспряжених роз-
ширень оператора гамiльтонiяна. Ми показали, що в
станi термодинамiчної рiвноваги в цiй системi iнду-
куються спiн, орбiтальний та повний кутовi момен-
ти. Спостережуваною, що зберiгається, є повний ку-
товий момент, а спостережуваними, що не зберiгаю-
ться, є спiнова та орбiтальна частини цього кутово-
го моменту. Ми визначили температурнi середнi цих
трьох спостережуваних, а також квадратичну флюк-
туацiю спостережуваної, що зберiгається, та кореляцiї
мiж спостережуваними, що зберiгаються i не зберiга-
ються. Отриманi результати залежать перiодично вiд
величини потоку вихору та величини Θ. Вiдзначимо,
що при переходi до нееквiвалентного представлення
алґебри Клiфорда (тобто s → −s або m → −m) темпе-
ратурнi середнi змiнюють знак на протилежний, тодi
час кореляцiї i квадратична флюктуацiя залишають-
ся незмiнними; усi температурнi характеристики ли-
шаються незмiнними при переходi до еквiвалентних
представлень алґебри Клiфорда.

Серед усiєї сукупности граничних умов вибере-
мо умову мiнiмальної нерегулярности, тобто умову,
що вiдповiдає розбiжностi радiяльних компонент при
r → 0 не сильнiше, нiж r−ν , де ν ≤ 1

2 [12, 15,16]:

Θ =


s
π

2
(mod2π), 0 < F <

1
2

0(mod2π), F =
1
2

−s
π

2
(mod2π),

1
2

< F < 1

, (99)

або A−1 = 0 при 0 < F < 1
2 , A = 1 при F = 1

2 , A = 0
при 1

2 < F < 1. За такої умови кореляцiї з фермiон-
ним числом набирають досить простого вигляду:

∆(T ; Ŝ, N̂) =
s

8

[
F − 1

2
− 1

2
sgn0

(
F − 1

2

)]
× sech2

(
1
2
βm

)
, (100)

∆(T ; L̂, N̂) = − s

12

[
F − 1

2
− 1

2
sgn0

(
F − 1

2

)]
(101)

×

[
1 + 2

(∣∣∣∣F − 1
2

∣∣∣∣− 1
2

)2
]

sech2

(
1
2
βm

)
,

де sgn0(u) =

 sgn(u), u 6= 0

0, u = 0

.

Зупинимося докладнiше на переходi до нульової
температури. Як показано в роботi, температурнi ко-
реляцiї в цiй межi обертаються в нуль при всiх зна-
ченнях параметра граничної умови, за винятком од-
ного, коли в одночастинковому фермiонному спектрi
виникає зв’язаний стан iз нульовою енерґiєю, EBS = 0
(A = −1). Зокрема, наведемо явний вигляд для квад-
ратичної флюктуацiї повного кутового моменту в цiй
границi:

∆(0; M̂, M̂) =


0, A 6= −1,

1
4

(
F − 1

2

)2

, A = −1;
(102)

зазначимо, що такою ж поведiнкою характеризується
i квадратична флюктуацiя фермiонного числа, див.
[19]. Як вiдомо, за ненульової температури значення
всiх квантових чисел слiд розумiти як температур-
нi середнi значення, тобто як результат усереднення
за багатьма квантовими вимiрюваннями. У межi ну-
льової температури температурнi середнi переходять
у вакуумнi очiкування. Вакуумнi значення спiну та
орбiтального кутового моменту (тобто спостережува-
них, що не зберiгаються) слiд також розумiти як ре-
зультат усереднення за багатьма квантовими вимiрю-
ваннями. Щодо вакуумних значень повного кутового
моменту та фермiонного числа (тобто спостережува-
них, що зберiгаються), то все визначається поведiн-
кою вiдповiдних квадратичних флюктуацiй у межi
нульової температури: якщо граничне значення флю-
ктуацiї обертається в нуль, то вакуумне значення є
точно спостережуваним в окремому квантовому ви-
мiрюваннi. Отже, доходимо висновку, що вакуумне
значення повного кутового моменту

M(0) =
s

4
sgn(m)

(∣∣∣∣F − 1
2

∣∣∣∣− 1
2

)2

, A = −1 (103)

слiд розумiти як результат усереднення за багатьма
вимiрюваннями, якщо F 6= 1

2 ; у випадку F = 1
2 та для

всiх iнших граничних умов при 0 < F < 1 вакуумний
повний кутовий момент є точно спостережуваним в
окремому вимiрюваннi.

Дослiдження виконано за пiдтримки Цiльової про-
грами Вiддiлення фiзики i астрономiї НАН Украї-
ни та проєкту Ф16-457-2007 Державного фонду фун-
даментальних дослiджень України. Також робота
Н.Д.В. була пiдтримана ґрантом INTAS для молодих
науковцiв (№ 05-109-5333), а робота Ю.О.С. пiдтри-
мана Швейцарським нацiональним науковим фондом
у межах програми SCOPES (№ IB7320-110848) i ґран-
том INTAS (№ 05-1000008-7865).
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ДОДАТОК А

Радiяльнi компоненти ядра резольвенти (49) мають вигляд (див. [19])
I. (l = s(n− nc) > 0):

a
(n)
11 (r; r′) =

iπ

2
(ω + m)

[
θ(r − r′)H(1)

l−F (kr)Jl−F (kr′) + θ(r′ − r)Jl−F (kr)H(1)
l−F (kr′)

]
, (1.1)

a
(n)
12 (r; r′) =

iπ

2
k
[
θ(r − r′)H(1)

l+1−F (kr)Jl−F (kr′) + θ(r′ − r)Jl+1−F (kr)H(1)
l−F (kr′)

]
, (1.2)

a
(n)
21 (r; r′) =

iπ

2
k
[
θ(r − r′)H(1)

l−F (kr)Jl+1−F (kr′) + θ(r′ − r)Jl−F (kr)H(1)
l+1−F (kr′)

]
; (1.3)

a
(n)
22 (r; r′) =

iπ

2
(ω −m)

[
θ(r − r′)H(1)

l+1−F (kr)Jl+1−F (kr′) + θ(r′ − r)Jl+1−F (kr)H(1)
l+1−F (kr′)

]
, (1.4)

II. (l′ = −s(n− nc) > 0):

a
(n)
11 (r; r′) =

iπ

2
(ω + m)

[
θ(r−r′)H(1)

l′+F (kr)Jl′+F (kr′) + θ(r′−r)Jl′+F (kr)H(1)
l′+F (kr′)

]
, (1.5)

a
(n)
12 (r; r′) = − iπ

2
k
[
θ(r−r′)H(1)

l′−1+F (kr)Jl′+F (kr′) + θ(r′−r)Jl′−1+F (kr)H(1)
l′+F (kr′)

]
, (1.6)

a
(n)
21 (r; r′) = − iπ

2
k
[
θ(r−r′)H(1)

l′+F (kr)Jl′−1+F (kr′) + θ(r′−r)Jl′+F (kr)H(1)
l′−1+F (kr′)

]
; (1.7)

a
(n)
22 (r; r′) =

iπ

2
(ω −m)

[
θ(r − r′)H(1)

l′−1+F (kr)Jl′−1+F (kr′) + θ(r′ − r)Jl′−1+F (kr)H(1)
l′−1+F (kr′)

]
, (1.8)

III. (n = nc):

a
(nc)
11 (r; r′) =

iπ

2
ω + m

sin νω + cos νωeiFπ

{
θ(r − r′)H(1)

−F (kr)[sin νωJ−F (kr′)

+ cos νωJF (kr′)] + θ(r′ − r)[sin νωJ−F (kr) + cos νωJF (kr)]H(1)
−F (kr′)

}
, (1.9)

a
(nc)
12 (r; r′) =

iπ

2
k

sin νω + cos νωeiFπ

{
θ(r − r′)H(1)

1−F (kr)[sin νωJ−F (kr′)

+ cos νωJF (kr′)] + θ(r′ − r)[sin νωJ1−F (kr)− cos νωJ−1+F (kr)]H(1)
−F (kr′)

}
, (1.10)

a
(nc)
21 (r; r′) =

iπ

2
k

sin νω + cos νωeiFπ

{
θ(r − r′)H(1)

−F (kr)[sin νωJ1−F (kr′)

− cos νωJ−1+F (kr′)] + θ(r′ − r)[sin νωJ−F (kr) + cos νωJF (kr)]H(1)
1−F (kr′)

}
; (1.11)

a
(nc)
22 (r; r′) =

iπ

2
ω −m

sin νω + cos νωeiFπ

{
θ(r − r′)H(1)

1−F (kr)[sin νωJ1−F (kr′)

− cos νωJ−1+F (kr′)] + θ(r′ − r)[sin νωJ1−F (kr)− cos νωJ−1+F (kr)]H(1)
1−F (kr′)

}
, (1.12)

де k =
√

ω2 −m2 i фiзичний лист вибраний за допомогою умови 0 < Arg k < π (Im k > 0), Jµ(u) — функцiя
Беcселя порядку µ, H

(1)
µ — функцiя Ганкеля першого роду порядку µ, та
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tg νω =
k2F

ω + m
sgn(m)(2|m|)1−2F Γ(1− F )

Γ(F )
tg
(

s
Θ
2

+
π

4

)
. (1.13)

За вiдсутности вихору радiяльнi компоненти набирають вигляду

a
(n)
11 (r; r′)

∣∣∣
eΦ=0

=
iπ

2
(ω + m)

[
θ(r − r′)H(1)

sn (kr)Jsn(kr′) + θ(r′ − r)Jsn(kr)H(1)
sn (kr′)

]
, (1.14)

a
(n)
12 (r; r′)

∣∣∣
eΦ=0

=
iπ

2
k
[
θ(r − r′)H(1)

sn+1(kr)Jsn(kr′) + θ(r′ − r)Jsn+1(kr)H(1)
sn (kr′)

]
, (1.15)

a
(n)
21 (r; r′)

∣∣∣
eΦ=0

=
iπ

2
k
[
θ(r − r′)H(1)

sn (kr)Jsn+1(kr′) + θ(r′ − r)Jsn(kr)H(1)
sn+1(kr′)

]
. (1.16)

a
(n)
22 (r; r′)

∣∣∣
eΦ=0

=
iπ

2
(ω −m)

[
θ(r − r′)H(1)

sn+1(kr)Jsn+1(kr′) + θ(r′ − r)Jsn+1(kr)H(1)
sn+1(kr′)

]
, (1.17)

Зазначимо, що всi радiяльнi компоненти поводяться в асимптотицi на великих вiдстанях як розбiжнi хвилi.

ДОДАТОК Б

Користуючись iнтеґральним представленням реґуляризованого ядра резольвенти (69)

〈x
∣∣∣(H0 − ω)−1

e−tH2
0

∣∣∣x′〉 =
∫

d2p

(2π)2
exp

[
ip·(x− x′)− t(p2 + m2)

] α·p + γ0m + ω

p2 − k2
, (2.1)

можна обчислити його слiд за спiнорними iндексами при x′ = x:

tr
〈
x
∣∣∣(H0 − ω)−1e−tH2

0

∣∣∣x〉 = 2ω

∫
d2p

(2π)2
e−t(p2+m2)

p2 − k2
. (2.2)

Аналогiчно, використовуючи спiввiдношення

Σ
〈
x
∣∣∣(H0 − ω)−1e−tH2

0

∣∣∣x′〉 =
∫

d2p

(2π)2
exp

[
ip · (x− x′)− t(p2 + m2)

] 1
2
sγ0 α · p + γ0m + ω

p2 − k2
, (2.3)

Σ J0

〈
x
∣∣∣(H0 − ω)−1e−tH2

0

∣∣∣x′〉 =
∫

d2p

(2π)2
exp

[
ip · (x− x′)− t(p2 + m2)

]
×1

2
sγ0

(
x1p2 − x2p1 +

1
2
sγ0

)
α · p + γ0m + ω

p2 − k2
, (2.4)

Λ0 J0

〈
x
∣∣∣(H0 − ω)−1e−tH2

0

∣∣∣x′〉 =
∫

d2p

(2π)2
exp

[
ip · (x− x′)− t(p2 + m2)

]
×
(
x1p2 − x2p1

)(
x1p2 − x2p1 +

1
2
sγ0

)
α · p + γ0m + ω

p2 − k2
, (2.5)

знаходимо спiввiдношення

trΣ
〈
x
∣∣∣(H0 − ω)−1e−tH2

0

∣∣∣x〉 = sm

∫
d2p

(2π)2
e−t(p2+m2)

p2 − k2
, (2.6)

trΣ J0

〈
x
∣∣∣(H0 − ω)−1e−tH2

0

∣∣∣x〉 =
ω

2

∫
d2p

(2π)2
e−t(p2+m2)

p2 − k2
, (2.7)

tr Λ0 J0

〈
x
∣∣∣(H0 − ω)−1e−tH2

0

∣∣∣x〉 = ωr2

∫
d2p

(2π)2
p2e−t(p2+m2)

p2 − k2
, (2.8)

якi у випадку Im k > |Re k| можна звести до вигляду (70)–(72).
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SPIN AND ANGULAR MOMENTUM OF TWO-DIMENSIONAL
RELATIVISTIC FERMI GAS WITH A MAGNETIC VORTEX

N. D. Vlasii1,2, Yu. A. Sitenko1,2

1Bogolyubov Institute for Theoretical Physics,
14-b, Metrolohichna St., Kyiv, UA–03680, Ukraine

2Physics Department, Taras Shevchenko National University of Kyiv,
2, Glushkov Ave., Build. 1, Kyiv, UA–03022, Ukraine

The influence of temperature on the induced quantum numbers in relativistic fermionic systems with topolog-
ical defects is analyzed. We consider an ideal gas of two-dimensional Dirac electrons in the presence of a defect in
the form of a point magnetic vortex with an arbitrary flux. The most general boundary conditions at the vortex
point, providing for the self-adjointness of the Dirac Hamiltonian, are employed. It is shown that spin and angular
momentum are induced in the system, and we determine a dependence of thermal averages and correlations on
the vortex flux and boundary condition.
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