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Розглянуто розвиток сферично-симетричного збурення в космологiчних моделях iз тем-
ною енерґiєю (de) в наближеннi iдеальної рiдини. Для бiльшої загальности, темну енерґiю
вiднесено до узагальненої компоненти (g) з рiвнянням стану p(g) ≡ p(g)(ρ(g), S), де S — ентро-
пiя, а барiонну компоненту — до пилоподiбної матерiї (d) з рiвнянням стану p(d) = 0. Темна
матерiя (dm), залежно вiд її природи, може входити до узагальненої компоненти чи пилоподiб-
ної матерiї. Для такого двокомпонентного середовища отримано систему рiвнянь, яка описує
розвиток сферично-симетричної неоднорiдности з довiльним профiлем радiяльного розподiлу
густини на нелiнiйнiй стадiї її еволюцiї. Проаналiзовано отриманi рiвняння. Зокрема показано,
що космологiчнi моделi з узагальненою компонентою, яка має рiвняння стану p(g) = −ρΛ при
ρ0
(g) > ρΛ, тотожнi ΛCDM-моделям iз вiдповiдними значеннями космологiчних параметрiв.

Отже, результати робiт [Yu. Kulinich, B. Novosyadlyj, J. Phys. Stud. 7, 234 (2003); E. L. Lokas,
Y. Hoffman, in Proceedings of the 3rd International Workshop on the Identification of Dark Mat-
ter, edited by N. J. C. Spooner, V. Kudryavtsev (World Scientific, Singapore, 2001), p. 121], у
яких визначено параметри колапсу для ΛCDM-моделей, є справедливими також i для шир-
шого класу моделей. У моделях iз ненульовою швидкiстю звукових коливань узагальненої
компоненти cs(g) 6= 0 розвиток центральної дiлянки збурення залежить вiд його профiлю та
масштабу. При цьому, якщо c2

s(g) < 0, то збурення узагальненої компоненти є вкрай нестiйкими
до фраґментацiї, а тому суперечать спостережуванiй малiй анiзотропiї релiктового випромi-
нювання. Якщо c2

s(g) > 0, то збурення узагальненої компоненти, масштаб яких є меншим за
Rg ≡ cs(g)H

−1
0 , загасатимуть унаслiдок ґрадiєнта тиску, а отже розмiри збурень узагальненої

компоненти обмеженi знизу масштабом Rg.
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ВСТУП

Космологiчнi моделi з Λ-сталою досить добре опи-
сують формування великомасштабної структури Все-
свiту, але її фiзична природа не має покищо задо-
вiльного пояснення. Щоб розв’язати цю проблему, в
межах загальної теорiї вiдносности Айнштайна вве-
дено компоненту середовища пiд загальною назвою
“темна енерґiя”, для якої ρ(de) + 3p(de) < 0, однак
p(de)/ρ(de) 6= −1. Можливостi фiзичної iнтерпретацiї
темної енерґiї є значно ширшими, нiж у випадку Λ-
сталої. Зокрема, оскiльки ρ̇(de) 6= 0, то густина темної
енерґiї змiнюється в часi, що значно розширює мож-
ливостi для пояснення вiдносних умiстiв темної енер-
ґiї та темної матерiї в теперiшнiй та раннiй моменти
еволюцiї Всесвiту. Основним (однак не єдиним) про-
явом темної енерґiї є прискорене розширення Всесвi-
ту, доказом якого є тест: видима зоряна величина —
червоне змiщення для наднових типу Iа [3,4]. В одно-
рiднму та iзотропному Всесвiтi густини та тиски всiх
компонент середовища (у тому числi й темної енер-
ґiї) залежатимуть лише вiд часової координати. Такi
залежностi задають рiвняння станiв у параметрично-
му виглядi, якi, однак, не завжди можна поширити

на випадок збурень. Так, для однорiдно розподiлено-
го вiльного електромагнетного поля можна записати
просте рiвняння стану p(γ) = 1

3ρ(γ) [5], тодi як для
збуреного випадку необхiдно, натомiсть, використо-
вувати систему кiнетичних рiвнянь. Отже, опис збу-
рень потребує значно бiльше iнформацiї про природу
вiдповiдних компонент, нiж оцiнка впливу цих компо-
нент на динамiку однорiдного та iзотропного Всесвiту.
На вiдмiну вiд Λ-сталої, темна енерґiя може збурюва-
тися пiд дiєю неоднорiдного розподiлу ґравiтацiйного
потенцiялу, а збурення своєю чергою дають внесок
до неоднорiдного розподiлу ґравiтацiйного потенцiя-
лу, параметри якого можна визначити на основi ас-
трономiчних спостережень. Хоча ґравiтацiйне поле,
утворене темною енерґiєю, не мiстить повної iнфор-
мацiї про її природу, однак є єдиним її спостережува-
ним проявом, а вiдтак i тестом фiзичних моделей, що
висуваються в межах теорiй елементарних частинок
чи узагальнених теорiй ґравiтацiйного поля.

Елементи великомасштабної структури Всесвiту,
такi, як галактики та скупчення галактик, перебува-
ють на нелiнiйнiй стадiї свого формування або вже
зазнали колапсу й утворили ґравiтацiйно-зв’язанi об’-
єкти. Нелiнiйну стадiю формування елементiв велико-
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масштабної структури можна проаналiзувати шляхом
розв’язання задачi еволюцiї космологiчних скалярних
збурень густини речовини та метрики простору–часу.
Така задача потребує задання параметрiв збурень —
амплiтуди та геометрiї, параметрiв космологiчної мо-
делi — сталої Габбла i фiксованих у деякий момент
часу густин усiх компонент середовища та рiвнянь,
якi пов’язують макропараметри компонент — рiвнянь
станiв або кiнетичних рiвнянь. Пiд геометрiєю збу-
рень розумiємо початковий розподiл густин та швид-
костей у просторi. Космологiя вивчає статистичнi ха-
рактеристики розподiлiв елементiв великомасштабної
структури, залишаючи дослiдження окремих її еле-
ментiв астрофiзицi. Щоб компактифiкувати велике
розмаїття форм, амплiтуд та розмiрiв збурень у Все-
свiтi, космологiя опирається на гiпотезу про випад-
ковий та незалежний характер їх початкових розпо-
дiлiв. У цьому разi для вiдтворення спостережуваної
великомасштабної структури нема потреби задавати
початковий просторовий розподiл речовини у Всесвi-
тi. Натомiсть, достатньо обмежитись оцiнкою впли-
ву головних параметрiв збурення на його еволюцiю
i, опираючись на статистичнi розподiли цих парамет-
рiв у Всесвiтi, обчислити спостережуванi статистич-
нi розподiли елементiв великомасштабної структури.
Одним iз прикладiв спостережуваного статистичного
розподiлу є функцiя мас багатих скупчень галактик
[6]. Такi скупчення є наймасивнiшими ґравiтацiйно
зв’язаними об’єктами нашого Всесвiту, що утворили-
ся у високих пiках густини. Форма цих пiкiв є набли-
жено сферично-симетричною [7]. Тому для отриман-
ня такого розподiлу можна обмежитися розглядом
сферично-симетричних збурень. Розв’язок задачi на
ґравiтацiйну нестiйкiсть сферично-симетричних збу-
рень на основi вiдомого початкового розподiлу амплi-
туд дає змогу тестувати космологiчнi моделi шляхом
порiвняння розрахованої функцiї мас багатих скуп-
чень галактик у межах формалiзму Преса–Шехтера
зi спостережуваною [1], i навпаки, у межах конкретної
космологiчної моделi перевiрити правильнiсть припу-
щень про розподiл початкових збурень. Вивчення роз-
витку сферично-симетричних збурень є також важли-
вим при розрахунку двоточкової кореляцiйної фун-
кцiї та спектра потужности розподiлу видимої ма-
терiї у просторi, оскiльки дає змогу взяти до ува-
ги нелiнiйну стадiю розвитку збурень [8]. Урахуван-
ня розмаїття форм збурень у цьому випадку здiйс-
нюється порiвнянням отриманих даних iз результата-
ми N -частинкових моделювань, якi потребують знач-
них обчислювальних ресурсiв. Еволюцiю сферично-
симетричного збурення та розрахунок функцiї мас ба-
гатих скупчень галактик у космологiчних моделях iз
Λ-сталою проаналiзовано в роботах [1] та [2, 9].

Розвиток сферично-симетричних збурень у космо-
логiчних моделях iз темною енерґiєю найширше роз-
глянуто в наближеннi однорiдного розподiлу цiєї ком-
поненти на масштабах скупчень галактик [10–14]. Од-
норiдний розподiл темної енерґiї в просторi з неод-
норiдним ґравiтацiйним потенцiялом можливий у ви-
падку взаємодiї темної енерґiї з темною матерiєю чи

ґравiтацiйним полем [15, 16] або за наявности в цiй
компонентi процесiв, якi гальмуватимуть зростання
амплiтуди збурення. Найпростiшою моделлю темної
енерґiї, що збурюється пiд дiєю неоднорiдного ґравi-
тацiйного потенцiялу, є рiвноважне середовище, яке
описується наближенням iдеальної рiдини. Розгляд
сферично-симетричних збурень у космологiчних мо-
делях iз такою темною енерґiєю зроблено в роботi [17]
та, як граничний випадок, у працях [15, 20]. Однак
при цьому використано наближення однорiдного збу-
рення без урахування крайових умов на його межi,
унаслiдок чого знехтувано ґрадiєнтом тиску, який ви-
никає в неоднорiдно розподiленiй компонентi темної
енерґiї i приводить до асинхронного колапсу компо-
нент темної енерґiї та темної матерiї. Наша робота
покликана усунути цей недолiк. У пiдсумку для мо-
делей з темною енерґiєю в наближеннi iдеальної рiди-
ни ми отримаємо систему рiвнянь, якi описують роз-
виток сферично-симетричного збурення з довiльним
початковим профiлем густини. Для бiльшої загаль-
ности ми оперуватимемо узагальненою компонентою,
яка за спiльної природи або наявности взаємодiї мiж
темною енерґiєю й темною матерiєю описуватиме оби-
двi цi компоненти. У разi вiдсутности взаємозв’язкiв
мiж темною енерґiєю та темною матерiєю узагальнена
компонента позначатиме лише темну енерґiю, а тем-
на матерiя разом iз барiонною компонентою входи-
тиме до складу пилоподiбної матерiї. У будь-якому
випадку узагальнена компонента позначатиме рiвно-
важне непружне середовище з ненульовим тиском, то-
дi як пилоподiбна матерiя — непружне середовище з
нульовим тиском. Тому ця робота зводиться до отри-
мання та дослiдження рiвнянь, що описують розвиток
сферично-симетричного збурення у двокомпонентно-
му середовищi, одна з компонент якого — пилоподiб-
на матерiя — описується рiвнянням стану p(d) = 0, а
iнша — узагальнена компонента — рiвнянням стану
p(g) ≡ p(g)(ρ(g), S), де S — ентропiя.

I. ТЕНЗОРИ ЕНЕРҐIЇ-IМПУЛЬСУ
ПИЛОПОДIБНОЇ МАТЕРIЇ

ТА УЗАГАЛЬНЕНОЇ КОМПОНЕНТИ

Розгляд задачi про колапс збурень у двокомпонент-
ному середовищi ускладнений необхiднiстю викорис-
тання двох систем вiдлiку, супутнiх до обох компо-
нент середовища. Систему вiдлiку, супутню до пило-
подiбної матерiї, задамо векторним полем колектив-
ної 4-швидкости цiєї компоненти u(d). Тензор енерґiї-
iмпульсу матиме такий вигляд: T(d)µν

= ρ(d)u(d)µu(d)ν ,
де ρ(d) — густина енерґiї пилоподiбної матерiї, вимi-
ряна в супутнiй до неї системi вiдлiку. Тензор енерґiї-
iмпульсу узагальненої компоненти у наближеннi iде-
альної рiдини має такий загальний вигляд: T(g)µν

=
(ρ(g) + p(g))u(g)µu(g)ν − p(g)gµν , де векторне поле u(g)

є 4-швидкiстю узагальненої компоненти, а величини
ρ(g) та p(g) позначають вiдповiдно густину та тиск
узагальненої компоненти, вимiрянi в супутнiй до неї
системi вiдлiку. Перехiд мiж системами вiдлiку, асо-
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цiйованими з кожною з компонент у кожнiй точцi
простору-часу здiйснюватимемо за допомогою пере-
творень Лоренца — повороту вектора 4-швидкости
спостерiгачiв у 4-вимiрному просторi-часi [18]:

u(g)µ =
u(d)µ + v(g)µ√

1− v2
(g)

, (1.1)

де v(g) — вектор 3-швидкости узагальненої компо-
ненти вiдносно системи вiдлiку, супутньої до пилопо-
дiбної матерiї (в одиницях швидкости свiтла). Пере-
творення (1.1) дає змогу переписати тензор енерґiї-
iмпульсу узагальненої компоненти в системi вiдлiку,
супутнiй до пилоподiбної матерiї:

T(g)µν =
(
ρ(g) + p(g)

)
u(g)µu(g)ν − p(g)gµν

=
ρ(g) + p(g)

1− v2
(g)

(
u(d)µu(d)ν + u(d)µv(g)ν

+ v(g)µu(d)ν + v(g)µv(g)ν

)
− p(g)gµν . (1.2)

Вираз (1.2) вказує на принципову вiдмiннiсть уза-
гальнених компонент iз параметрами станiв ω(g) ≡
p(g)/ρ(g) = −1 та ω(g) 6= −1. У першому випадку
ρ(g) + p(g) = 0 i, вiдповiдно, тензор енерґiї-iмпульсу
є лоренц-iнварiянтним. Збурення в такiй компонентi
можуть розвиватися лише за наявности неґравiтацiй-
ної взаємодiї з iншими компонентами. Однак, якщо
ρ(g) + p(g) 6= 0 (ω(g) 6= −1), то неоднорiдностi ґра-
вiтацiйного поля породжуватимуть неоднорiдностi в

узагальненiй компонентi без участи iнших взаємодiй.
За вiдсутности взаємодiй з iншими компонентами уза-
гальнену компоненту з параметром стану ω(g) = −1
можна ототожнити з Λ-сталою Айнштайна.

II. РIВНЯННЯ РОЗВИТКУ
СФЕРИЧНО-СИМЕТРИЧНИХ ЗБУРЕНЬ

Просторово-часовий iнтервал у системi вiдлiку, су-
путнiй до пилоподiбної матерiї — вiльно “падаючих”
у ґравiтацiйному полi спостерiгачiв — у кожнiй точцi
сферично-симетричного збурення за наявности лише
радiяльної складової швидкости можна записати так
[5]: ds2 = eν(τ,R)dτ2− eλ(τ,R)dR2− r2(τ,R)(cos2 θdϕ2 +
dθ2). Ураховуючи, що в системi вiдлiку, заданiй у
монадному формалiзмi чотири-вектором швидкости
u(d)µ та ортогональним до неї метричним тензором
просторової гiперповерхнi h(d)µν , метричний тензор
набирає вигляду gµν = u(d)µu(d)ν − h(d)µν ; отримує-
мо такi компоненти 4-швидкости пилоподiбної мате-
рiї: u(d)µ = {eν(τ,R)/2, 0, 0, 0}. Скориставшись умова-
ми ортогональности u(d)

αv(g)α = 0 та радiяльного ру-
ху речовини v(g)2 = v(g)3 = 0, запишемо коварiянтнi
компоненти 3-вектора швидкости потоку узагальне-
ної компоненти в 4 просторi-часi в такому виглядi:
v(g)µ = {0, v(g)(τ,R), 0, 0}. У цiй системi вiдлiку тензо-
ри енерґiї iмпульсу пилоподiбної матерiї та узагальне-
ної компоненти матимуть такi ненульовi компоненти:

T(d)00 = eνρ(d); T(g)00 = eν%(g), T(g)01 = T(g)10 = (%(g) + p(g))eν/2v(g),

T(g)11 = (%(g) + p(g))v2
(g) + p(g)e

λ, T(g)22 = p(g)r
2 cos2 θ, T(g)33 = p(g)r

2.
(2.3)

Тут i далi використано позначення %(g) ≡ (ρ(g) + v2
(g)p(g))/(1− v2

(g)).

Рiвняння Айнштайна

Пiдставляючи метричний тензор та тензори енерґiї-iмпульсу в рiвняння Айнштайна Gµν = −8πG(T(d)µν +
T(g)µν), отримаємо таку систему рiвнянь:

eν−λr−2(2r′′r + r′2 − rr′λ′)− r−2(rṙλ̇+ ṙ2 + eν) = −8πG(ρ(d) + %(g))eν ,

−r−1(λ̇r′ − 2ṙ′ + ṙν′) = −8πG(%(g) + p(g))eν/2v(g), (2.4)

eλ−νr−2(2r̈r + ṙ2 − ν̇ṙr) + eλr−2 − r−2(ν′r′r + r′2) = −8πG((%(g) + p(g))v2
(g) + p(g)e

λ),

re−ν(λ̈r + 2r̈ + rλ̇2/2 + λ̇ṙ − ν̇ṙ − rν̇λ̇/2)− re−λ(2r′′ − λ′r′ + ν′r′ + rν′
2
/2 + rν′′ − rν′λ′/2) = −16πGp(g)r

2.

Для подальшого аналiзу запишемо цю систему в зручнiшому виглядi:
∂

∂R

(
e−ν ṙ2r + fr

)
= 8πG(ρ(d) + %(g))r2r′ − 8πG(%(g) + p(g))r2ṙe−ν/2v(g),

∂

∂τ
(1− f)1/2 = −4πG(%(g) + p(g))eν/2−λ/2rv(g) + ṙ(ν′/2)e−λ/2, (2.5)

∂

∂τ

(
e−ν ṙ2r + fr

)
= −8πG((%(g) + p(g))v2

(g)e
−λ + p(g))r2ṙ + 8πG(%(g) + p(g))eν/2−λ/2r2v(g)(1− f)1/2,

e−ν/2 ∂

∂τ

(
e−ν/2 ∂

∂τ

(
reλ/2

))
− e−ν ṙ

∂

∂τ
eλ/2 − ∂

∂R

(
(1− f)1/2 + re−λ/2(ν′/2)

)
= −8πGp(g)re

λ/2,

де f(τ,R) ≡ 1− r′2e−λ.
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Рiвняння збереження

Рiвняння збереження для пилоподiбної матерiї та
узагальненої компоненти, за вiдсутности мiж ними

взаємодiй, мають вигляд Tα
(d)µ;α = 0 та Tα

(g)µ;α = 0.
Рiвняння збереження енерґiї пилоподiбної матерiї та
узагальненої компоненти отримаємо при µ = 0:

ρ̇(d) = −(λ̇/2 + 2ṙ/r)ρ(d),

∂

∂τ
%(g) −

∂

∂R

(
(%(g) + p(g))eν/2−λv(g)

)
+

(
λ̇(1 + v2

(g))/2 + 2ṙ/r
)
(%(g) + p(g)) (2.6)

− (ν′/2 + λ′/2 + 2r′/r)(%(g) + p(g))eν/2−λv(g) = 0.

Рiвняння збереження iмпульсу кожної з компонент одержимо, покладаючи µ = 1:

ν′/2 = −p′(d)/(ρ(d) + p(d)) = 0,

∂

∂τ

(
(%(g) + p(g))v(g)

)
+ (ν̇/2 + λ̇/2 + 2ṙ/r)(%(g) + p(g))v(g) (2.7)

−r2eν/2 ∂

∂R

(
(%(g) + p(g))e−λr−2v2

(g)

)
− (ν′/2)eν/2(%(g) + p(g))− eν/2p′(g) = 0.

Iз рiвняння збереження енерґiї пилоподiбної матерiї матимемо ρ(d)(τ,R) = ρ0
(d)g(R)r−2e−λ/2, де ρ0

(d) — теперiшнє
значення густини пилоподiбної матерiї, а g(R) — довiльна функцiя координати R. Iз першого рiвняння (2.7)
випливає, що ν ≡ ν(τ) — довiльна функцiя часу. З умови limR→|RU | dτ(d) = dτ , де RU — радiус кривини Всесвiту,
виходить, що eν = 1.

У нерелятивiстськiй границi, нехтуючи величинами ∼ v2
(g), рiвняння збереження енерґiї та iмпульсу узагаль-

неної компоненти перепишiмо так:

ρ̇(g) = −(λ̇/2 + 2ṙ/r)(ρ(g) + p(g)) + e−λ/2r−2 ∂

∂R

(
(ρ(g) + p(g))e−λ/2r2v(g)

)
,

∂

∂τ

(
(ρ(g) + p(g))eλ/2r2v(g)

)
= eλ/2r2p′(g). (2.8)

III. ПОЧАТКОВI УМОВИ ТА РIВНЯННЯ
ЕВОЛЮЦIЇ

Спостережувана анiзотропiя температури релiк-
тового випромiнювання вказує на те, що збурен-
ня в момент рекомбiнацiї zrec & 103 були мали-
ми (ρ(d) − ρ(d))/ρ(d) . 10−4. Тому покладемо розпо-
дiл усiх компонент середовища в асимптотицi τ →
0 однорiдним. Така умова видiляє наростаючу мо-
ду розвитку збурень та приводить до таких умов:
limτ→0 ρ(d)(τ,R) = ρ0

(d)a(τ)
−3, limτ→0 ρ(g)(τ,R) =

ρ(g)(a), де ρ(g)(a) — фонова густина узагальненої ком-
поненти та limτ→0 v(g) = 0.

Для того, щоб задати початковий профiль збу-
рення, розгляньмо рiвняння при малих значеннях
масштабного фактора a(τ) � 1 (див. також [19]).
Виходячи з початково однорiдного та iзотропного
розподiлу речовини у просторi, покладемо: g(R) =
M(R)χ2(R), r(τ,R) = χ(R)a(τ)(1 + δr(τ,R)) та
eλ(τ,R)/2 =M(R)a(τ)(1+ δλ(τ,R)), де δr та δλ — вели-
чини першого порядку малости: δr ∼ δλ ∝ a. Оскiль-
ки ∂

∂a (r′2e−λ) ∝ a, з точнiстю до першого порядку
малости f ∼= f0(R). З рiвности r′2e−λ ' 1− f0(R), по-
кладаючи δr(τ,R) ' −(1/3)α(R)a(τ), матимемо δλ '

−(1/3)χ′−1(χα)′a. Вiдносне збурення густини пило-
подiбної матерiї в такому наближеннi можна запи-
сати як δ(d)(τ,R) ' A(R)a(τ), де A(R) — профiль
збурення густини. Оскiльки в лiнiйному наближеннi
δ(d) ' −2δr − δλ, то α(R) = 3χ−3

∫ R

0
A(R)χ2χ′dR. Ви-

користовуючи цi розклади, з першого рiвняння сис-
теми (2.5) отримаємо таку рiвнiсть:

5AΩ∗H2
0χ

2χ′ =
∂

∂R
(f0χ−Kχ3), (3.9)

де Ω∗ ≡ limτ→0 a
3(1+ω0)(ρ(d) + ρ(g))/ρc, ω0 ≡

limτ→0 p(g)/(ρ(d) + ρ(g)). Ця рiвнiсть пов’язує почат-
кову кривину в дiлянцi збурення f0(R)/χ2(R) з йо-
го початковим профiлем A(R). Однак цей зв’язок є
неоднозначним унаслiдок довiльности у виборi радi-
яльної координати R̃ ≡ R̃(R). Для однозначности
одна з функцiй χ(R) та M(R) має бути зафiксова-
на довiльно. Поклавши для зручности χ(R) = R, з
уже вiдомої рiвности r′2e−λ ' 1 − f0(R) отримаємо
M(R) = 1/(1 − f0(R))1/2. Iнтеґрал рiвняння (3.9) в
цьому випадку приводить до такої залежности:

Ωf0(R) = −5Ω∗R−3

∫ R

0

A(y)y2 dy + ΩK , (3.10)
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де Ωf0(R) ≡ −f0(R)/(H2
0χ

2(R)) = −f0(R)/(H2
0R

2) —
безрозмiрний параметр кривини 3-простору в дiлян-
цi збурення, ΩK ≡ −K/H2

0 — безрозмiрний параметр
кривини 3-простору для однорiдного та iзотропного
Всесвiту, а Ω(d) ≡ ρ0

(d)/ρc — сьогоднiшнє значення гус-
тини пилоподiбної матерiї, вираженої в одиницях кри-
тичної густини ρc ≡ 3H2

0/8πG.

Задаючи для неоднорiдного збурення залежнiсть
A(R), ми задаємо профiлi збурень компоненти пило-
подiбної матерiї δ(d) ' A(R)a + O(a2) та узагальне-
ної компоненти δ(g) ' (1 + ω(g)0)A(R)a + O(a2), де
ω(g)0 ≡ limτ→0 p(g)/ρ(g). Задамо, для прикладу, про-
фiль збурення такою залежнiстю:

A(R) = δ0

(
1− 2

3
R2

R2 +R2
c

)
R2

c

R2 +R2
c

, (3.11)

де Rc — характерний розмiр збурення, а δ0 — амплi-
туда в центрi. Тодi матимемо, що

Ωf0(R) = −5
3
Ω∗δ0

R2
c

R2 +R2
c

+ ΩK . (3.12)

Для багатих скупчень галактик початковий характер-
ний розмiр збурення Rc ' 8h−1 Мпк.

Перепишемо системи рiвнянь (2.5) та (2.8), якi
описують розвиток сферично-симетричного збурен-
ня, так:

ẍ = −3
2
p(g)

ρc
x− 1

2
ẋ2

x
+

1
x

Ωf

2
, (3.13)

ÿ = −3
2
p(g)

ρc
y −

(
ẋẏ

x
− 1

2
ẋ2y

x2

)
+ (Ωf +RΩ′f/2)

√
1 +H2

0R
2Ωf0

1 +H2
0R

2Ωf

1
x
− y

x2

Ωf

2
, (3.14)

Ω̇f = −3
√

1 +H2
0R

2ΩfV, (3.15)

V̇ = −
(

2
ẏ

y
+
ẋ

x

)
V +

x

y

1
H2

0

1
RM(R)

∂

∂R

(
p(g)

ρc

)
, (3.16)

∂

∂τ

ρ(g)

ρc
= −

(
ẏ

y
+ 2

ẋ

x

) (
ρ(g) + p(g)

ρc

)
+

(x2y)−1

R2M(R)
∂

∂R

(
xV R3

)
, (3.17)

де x ≡ r/χ(R) = r/R, y ≡ eλ/2/M(R),
V ≡ (1 + ω(g))(ρ(g)/ρc)(x/y)M−1(R)v(g)/(RH0), Ωf ≡
−f/(H2

0χ
2(R)) = −f/(H2

0R
2). Тут i далi час вимi-

рюється в одиницях H−1
0 . Початковi умови в деякий

достатньо раннiй момент часу τin = 2
3Ω∗−1/2(1 +

ω0)−1a
3(1+ω0)/2
in для системи рiвнянь матимуть такий

вигляд:

x = y ' ain, ẋ = ẏ ' Ω∗1/2a
−(1+3ω0)/2
in ,

Ωf ' Ωf0(R), V ' 0, ρ(g) ' ρ(g). (3.18)

IV. АНАЛIЗ ОТРИМАНИХ РIВНЯНЬ

Система (3.13)–(3.17) зводиться до рiвнянь Фрiд-
мана шляхом покладання в початкових умовах (3.18)
рiвности Ωf0(R) = ΩK або, що те саме, у рiвняннi
(3.12) умови δ0 = 0. За наявности збурень розв’язки
системи (3.13)–(3.17) в достатньо малiй ((R/Rc)2 �
1) центральнiй дiлянцi збурення можна шукати у
виглядi ряду Y =

∑∞
n=0 Yn(τ)(R/Rc)2n, де Y ∈

{ẋ, ẏ, x, y,Ωf , V, ρ(g)}. Оскiльки формування галактик
та їх скупчень пов’язують iз розвитком центральних
дiлянок вiдповiдних збурень — протогалактик та про-
тоскупчень, то достатньо обмежитися доданками ну-
льового порядку Y ' Y0. Надалi розрiзнятимемо два

випадки — коли рiвняння для Y0 не мiститимуть ве-
личин Y1,Y2, . . . ,Yn, . . . (i) та коли такi доданки в них
наявнi (ii).

i) Якщо величини Y0 не залежатимуть вiд
Y1,Y2, . . . ,Yn, . . ., то розвиток центральної дiлянки не
залежить вiд профiлю збурення i повнiстю визнача-
ється величиною амплiтуди в його центрi A(0) = δ0.
У цьому випадку можна використовувати наближен-
ня однорiдного збурення, у якому вигляд метрики та
рiвнянь Айнштайна є значно простiшими. Прикладом
космологiчних моделей, для яких розвиток централь-
них дiлянок сферично-симетричних збурень визнача-
ється лише амплiтудою в центрi, є моделi з Λ–сталою
або, як випливає з (3.16), моделi з узагальненою ком-
понентою, яка має нульову швидкiсть звукових коли-
вань: c2s(g) ≡

∂p(g)

∂ρ(g)
= 0. Рiвняння стану узагальненої

компоненти для такого випадку матиме такий загаль-
ний вигляд: p(g) ≡ p(g)(S), де S — ентропiя.

Як приклад, розгляньмо рiвняння стану p(g) = −ρΛ,
де ρΛ = const > 0. Нас цiкавитиме випадок, ко-
ли ρ(g) > ρΛ, тобто стан узагальненої компоненти
ω(g) ≡ p(g)/ρ(g) завжди залишатиметься в межах вiд
0 до −1, не досягаючи цих значень. Покладiмо в те-
перiшнiй момент часу середнє значення густини уза-
гальненої компоненти рiвним ρ0

(g) = ρ0
(dm) + ρΛ, де

стала ρ0
(dm) > 0 характеризує “вмiст” темної матерiї,

а ρΛ — величину “Λ-сталої” (Λ = 8πGρΛ). Система
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рiвнянь (3.13)–(3.17) з урахуванням початкових умов
(3.18) зведеться до єдиного рiвняння (3.13). При цьо-
му матимемо такi рiвностi: y0 = x0, V0 = 0, Ωf0 =
− 5

3Ω∗δ0 + ΩK , Ω∗ = (ρ0
(d) + ρ0

(dm))/ρc, p(g)0 = −ΩΛρc,
ρ(g)0 = ρ0

(dm)x
−3
0 + ρΛ. Отже, ми отримали таке ж рiв-

няння для розвитку центральної дiлянки збурення,
як i для моделей з Λ-сталою та пилоподiбною матерi-
єю [1]. Покладаючи в (3.13) x = a(1+δx) ' a(1− 1

3δ
∗),

одержимо лiнiйне рiвняння

δ̈∗ + 2
ȧ

a
δ̇∗ − 3

2
h

ρc
δ∗ = 0, (4.19)

де h = (ρ0
(dm) + ρ0

(b))a
−3, та δ∗ ≡ δ(d) = δ(g)/(1 + ω(g)).

У пiдсумку ми маємо повну вiдповiднiсть цiєї моделi
з вiдповiдною їй за значеннями параметрiв ΛCDM-
моделлю. Отже, результати робiт [1,2], у яких визна-
чено параметри колапсу для ΛCDM-моделей, є пра-
вильними також i для моделей iз узагальненою ком-
понентою, яка описується рiвнянням стану p(g) = −ρΛ

при умовi ρ(g) > ρΛ.

ii) Коли ж величини Y0 залежать вiд Yn, де n > 0,
розвиток центральної дiлянки збурення, яке має по-
чатковий профiль (3.11), залежатиме як вiд амплiту-
ди в центрi, так i вiд специфiчного розмiру Rc. Харак-
тер такої залежности визначається знаком квадрата
швидкости звукових коливань c2s(g) ≡

∂p(g)

∂ρ(g)
6= 0. Збу-

рення узагальненої компоненти з c2s(g) < 0 є нестiй-
кими, оскiльки дiлянка пiдвищеної густини (додатне
збурення) є одночасно дiлянкою пониженого тиску, а
дiлянка пониженої густини (вiд’ємне збурення) є дi-
лянкою пiдвищеного тиску. Як приклад можна навес-
ти узагальнену компоненту з простим рiвнянням ста-
ну: p(g) = ω(g)ρ(g), де ω(g) = const < 0. Таке рiвняння
стану, в разi його реалiзацiї, приводило б до швид-
кої фраґментацiї узагальненої компоненти в ранньому
Всесвiтi, що не могло б не позначитися на спостережу-
ваному спектрi кутової анiзотропiї релiктового випро-
мiнювання. Реалiстичнiшими, з погляду спостережу-
ваних даних, є типи узагальненої компоненти з c2s(g) >

0. Збурення в такiй узагальненiй компонентi розвива-
тимуться лише тодi, коли їхнiй розмiр Rc є значно
бiльшим вiд величини Rg ≡ cs(g)H

−1
0 , тодi як збурен-

ня з Rc . Rg загасатимуть унаслiдок ґрадiєнта тиску.
Як приклад, розгляньмо модель узагальненої компо-
ненти з рiвнянням стану p(g) = −(1 + c2s)ρΛ + c2sρ(g)

та теперiшнiм значенням густини ρ0
(g) = ρ0

(dm) + ρΛ,
де c2s = const > 0 та, як i ранiше, ρΛ = const > 0
та ρ0

(dm) = const > 0. При цьому, якщо cs � 1, то з
достатньою точнiстю узагальнену компоненту можна
замiнити Λ-сталою (Λ = 8πGρΛ) та темною матерi-
єю з рiвнянням стану p(dm) = c2sρ(dm) i теперiшнiм
усередненим значенням густини ρ0

(dm). Для того, щоб
темна матерiя вiдповiдно до спостережень утворюва-
ла протяжнi гало галактик i не брала участi у фор-
муваннi компактних об’єктiв, слiд покласти c2s > 0.
Оскiльки дисперсiя швидкостей гiпотетичних части-
нок темної матерiї в гало окремих галактик становить

∼ 102 км/с [21], то очiкуваний дiяпазон значень швид-
кости звукових коливань у цiй компонентi є таким:
0 < cs . 10−3. Розклад системи (3.13–3.17) за арґу-
ментом (R/Rc)2 для такого типу узагальненої ком-
поненти приведе до множини рекурентних рiвнянь:
Ẏn = ϕn(Y0, . . . ,Yn) + (Rg/Rc)2ψn(Y0, . . . ,Yn+1), де
Rg = csH

−1
0 . Розглядаючи збурення, розмiри яких

задовольняють нерiвнiсть Rc > Rg, ми можемо знех-
тувати доданками ∼ (Rg/Rc)2n, де n досить велике
цiле число, i тим самим обiрвати нескiнченну мно-
жину рекурентних рiвнянь. Так, нехтування додан-
ками ∼ (Rg/Rc)4 дає змогу обмежитися системами
Ẏ0 = ϕ0(Y0) + (Rg/Rc)2ψ0(Y0,Y1) та Ẏ1 ' ϕ1(Y0,Y1).
Якщо Rc ≤ Rg, наведений вище розклад не є збiж-
ним. Однак, якщо Rc � Rg, то амплiтуда збурення
узагальненої компоненти швидко загасає, унаслiдок
чого встановлюється умова p′(g) ' 0. При цьому по-
чаткова нульова вiдносна швидкiсть набуває деяко-
го значення V ' − 1

3αδ0(Rg/Rc)2, де α — констан-
та, яка характеризує початковий профiль збурення.
Уважаючи промiжок часу, за який встановлюється
умова p′(g) ' 0, набагато меншим за промiжок ча-
су, за який амплiтуда збурення змiнюється удвiчi, на
основi (3.13)–(3.17) в межi R = 0 отримуємо систе-
му рiвнянь, яка описує розвиток центральної дiлянки
сферично-симетричного збурення:

Ω̇f = αδ0

(
Rg

Rc

)2 1
x3
, (4.20)

ẍ = −3
2
p(g)

ρc
x− 1

2
ẋ2

x
+

1
x

Ωf

2
, (4.21)

∂

∂τ

ρ(g)

ρc
= −3

ẋ

x

(
ρ(g) + p(g)

ρc

)
− αδ0

(
Rg

Rc

)2 1
x5
. (4.22)

При цьому були використанi такi початковi умови:

x ' y ' ain, ẋ ' ẏ ' Ω∗1/2a
−(1+3ω0)/2
in ,

Ωf ' −
5
3
Ω∗δ0 + ΩK , (4.23)

V ' −1
3
αδ0(Rg/Rc)2, ρ(g) ' ρ(g),

та очевидна в цьому випадку рiвнiсть y(τ) = x(τ).
Рiвняння (4.20)–(4.22) описують розвиток централь-
ної дiлянки сферично-симетричного збурення для од-
норiдно розподiленої узагальненої компоненти. Хо-
ча цi рiвняння отриманi для cs(g) = const, од-
нак є справедливими i для загальнiшого випадку
cs(g) ≡ cs(g)(ρ(g), S). При цьому необхiдно, щоб на
всiй стадiї розвитку збурення виконувалась умова
(cs(g)H

−1
0 /Rc) � 1. Причиною однорiдного розподi-

лу узагальненої компоненти в цьому випадку є зага-
сання в нiй збурень пiд впливом ґрадiєнта тиску при
cs(g) > 0.

V. ВИСНОВКИ

Оскiльки темна енерґiя i, вiдповiдно, узагальнена
компонента є стисливим середовищем, то збурення
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в такiй компонентi розвиватимуться не лише внас-
лiдок ґравiтацiйної взаємодiї, а й за рахунок ґрадi-
єнта тиску, який виникає при неоднорiдному її роз-
подiлi, якщо cs(g) 6= 0. Збурення узагальненої ком-
поненти (темної енерґiї) в наближеннi iдеальної рi-
дини можуть бути нестiйкими, коли квадрат швид-
кости звукових коливань у цiй компонентi є вiд’єм-
ним: c2(g) < 0. Такi нестiйкостi, унаслiдок малої спо-
стережуваної анiзотропiї релiктового випромiнюван-
ня, не могли виникати в ранню епоху. Пояснити їх
вiдсутнiсть у цьому випадку можна по-рiзному. В ро-
ботах [15, 16] розглянуто взаємодiю мiж темною ма-
терiєю та темною енерґiєю, що запобiгає утворенню
збурень у компонентi темної енерґiї пiд впливом не-
однорiдно розподiленого ґравiтацiйного поля. За вiд-
сутности взаємодiй можна розглядати змiнний у ча-
сi параметр стану темної енерґiї, що приводитиме до
умови c2(g) ≡ ω(g)− 1

3 ( ȧ
a )−1ω̇(g)/(1+ω(g)) ≥ 0 [22] в доре-

комбiнацiйну епоху еволюцiї Всесвiту. При такiй умо-
вi збурення узагальненої компоненти, розмiри яких
Rc � Rg, загасатимуть унаслiдок ґрадiєнта тиску.
Однак, якщо Rc � Rg, то збурення розвиватимуться
так, як i в компонентi пилоподiбної матерiї. Покла-
даючи Rc � Rg, ми отримали систему рiвнянь, яка
описує розвиток збурення при однорiдно розподiленiй
узагальненiй компонентi (темнiй енерґiї). Ця система

вiдрiзняється вiд наближених рiвнянь, одержаних на
основi емпiричних мiркувань для такого випадку в
роботах [10–14].

У моделях з узагальненою компонентою (темною
енерґiєю) при cs(g) 6= 0 наближення однорiдного
та iзотропного сферично-симетричного збурення не
можливе, оскiльки воно не враховує ґрадiєнта тиску,
який виникає на його межi. Такий ґрадiєнт приво-
дить до умови V 6= 0 в центральнiй дiлянцi збурення,
а тому припущення про синхроний колапс компонент
пилоподiбної матерiї та темної енерґiї, зробленi для
спрощення рiвнянь у працях [15,17,20], не правильнi.
Такi наближення можна застосовувати лише тодi, ко-
ли cs(g) = 0. Як приклад ми розглянули узагальнену
компоненту з рiвнянням стану p(g) = −ρΛ при додат-
ковiй умовi ρ0

(g) > ρΛ. Моделi з таким типом узагаль-
неної компоненти виявилися повнiстю тотожними до
ΛCDM-моделей iз вiдповiдними значеннями космоло-
гiчних параметрiв. Це вказує на можливiсть об’єдна-
ти цi двi компоненти в одну узагальнену, незважаючи
на їхнiй рiзний ґравiтацiйний прояв. Така потреба мо-
же виникнути також i тодi, коли компоненти темної
матерiї та темної енерґiї взаємодiють мiж собою. У
цьому разi зручнiше розглядати їхнiй сумарний ґра-
вiтацiйний прояв, а не кожної компоненти зокрема.
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THE DEVELOPMENT OF SPHERICALLY SYMMETRICAL PERTURBATION IN
COSMOLOGICAL MODELS WITH DARK ENERGY. AN APPROXIMATION OF THE

IDEAL LIQUID
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The development of spherically symmetrical perturbation was considered within the framework of cosmological
models with dark energy on the basis of ideal liquid approximation. To reach the generality dark energy is
represented as generalized component governed by state equation p(g) ≡ p(g)(ρ(g), S), where S is entropy, and
barionic component is included into a dust-like component with the state equation p(d) = 0. For such two-
component medium the system of equations was built to describe the development of spherically symmetrical
inhomogeneity with an arbitrary profile of radial density distribution at the non-linear stage of its evolution. These
equations have been thoroughly analized. It was shown that cosmological models with a generalized component
with state equation p(g) = −ρΛ at ρ0

(g) > ρΛ are equivalent to the ΛCDM models with proper values of parameters.
Thus the result from [Yu. Kulinich, B. Novosyadlyj, J. Phys. Stud. 7, 234 (2003); E. L. Lokas, Y. Hoffman, in
Proceedings of the 3rd International Workshop on the Identification of Dark Matter, edited by N. J. C. Spooner,
V. Kudryavtsev (World Scientific, Singapore, 2001), p. 121] where parameters of collapse were determined for
the ΛCDM-models are still valid for a wider class of models. In the models with non-zero velocity of acoustical
oscillations in the generalized component c2

s(g) 6= 0, the development of central regions depends on the profile,
and consequently on its dimensions. Besides, if c2

s(g) < 0 then perturbations of the generalized component appear
to be very unstable to fragmentation which contradicts a small anisotropy of the cosmic microwave background.
If condition c2

s(g) > 0 is valid then perturbations of the generalized component with the scale smaller than
Rg ≡ cs(g)H

−1
0 stop their development due to dissipation. Therefore the scales of perturbation of the generalized

component appears to be constrained from below by the scale of Rg.
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