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У роботi розглянуто механiзм ентропiйно керованого фазового переходу в розподiлених
стохастичних системах iз внутрiшнiм мультиплiкативним шумом. Аналiтично та чисельно
показано, що у випадку релаксацiї в полi заданого потенцiялу з кiнетичним коефiцiєнтом,
залежним вiд польової змiнної, можливе проходження реверсивних фазових переходiв. Вияв-
лено, що внутрiшнiй мультиплiкативний шум спричиняє не лише якiсну змiну стацiонарного
розподiлу, але й змiщення точок реверсивного фазового переходу.
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I. ВСТУП

Останнiм часом при розв’язаннi проблем сучасної
теоретичної фiзики стосовно опису процесiв упоряд-
кування все бiльше уваги придiляють висвiтленню ор-
ганiзуючої ролi флюктуацiйних джерел, здатних сут-
тєво впливати на процеси самоорганiзацiї. Принципо-
ва особливiсть процесу самоорганiзацiї стохастичних
систем полягає в тому, що вони здатнi активно реаґу-
вати на вплив середовища, змiнюючи його властивос-
тi. Iз макроскопiчного погляду такий процес зводи-
ться до нерiвноважних фазових переходiв, для яких
флюктуацiї вiдiграють визначну роль, оскiльки їхня
дiя сприяє переходовi фiзичної системи до макроско-
пiчних станiв, недосяжних у детермiнованих (безшу-
мових) умовах [1–4]. Така ситуацiя буває при пере-
ходах унiмодального розподiлу стохастичної змiнної
в бiмодальний (у нульвимiрних системах, коли сто-
хастична змiнна не залежить вiд просторової ком-
поненти) [1, 5, 6], при стохастичному резонансi [7–9],
фазових переходах, iндукованих шумом (у розподiле-
них системах) [4, 10–12], формуваннi просторових та
просторово-часових структур пiд дiєю шумiв [13–15]
тощо.

Загалом, при дослiдженнi iндукованих шумом
ефектiв намагаються вiдрiзнити рiзнi види флюк-
туацiйних джерел, що дає змогу видiлити тi, яки-
ми можна керувати в реальному експериментi, за-
даючи статистичнi властивостi середовища (зовнiш-
нi шуми) та такi, що є невiд’ємною частиною релак-
сацiйних процесiв у системi (внутрiшнi шуми). Тодi
як зовнiшнi стохастичнi сили можуть бути нав’яза-
нi системi флюктуацiйним характером нерiвноважно-
го середовища, внутрiшнiй шум пов’язаний iз вико-
нанням флюктуацiйно-дисипацiйної теореми. Справ-
дi, якщо корелятор флюктуацiй визначається через
кiнетичний коефiцiєнт, що задає дисипативнi проце-
си, то такий шум є внутрiшнiм [1, 3, 4]. Характерно,
що внутрiшнi шуми визначаються iнтенсивнiстю, про-

порцiйною до температури теплової банi, що розгля-
дається як рiвноважне середовище, а зовнiшнi харак-
теризуються флюктуацiями параметрiв, якi задають
вплив нерiвноважного середовища (iнтенсивнiсть оп-
ромiнення молекулярних сполук, у реакцiях iзомери-
зацiї тощо).

Пiд час дослiджень iндукованих шумом ефектiв
установлено, що принципова роль флюктуацiй про-
являється у разi, коли їхня амплiтуда/iнтенсивнiсть
стає залежною вiд стохастичної змiнної [1, 3, 4, 15] —
мультиплiкативний шум. Тодi, як зовнiшнi флюктуа-
цiї мають таку властивiсть, для внутрiшнiх це не зав-
жди вiдбувається, оскiльки для достатньо вивченого
кола систем кiнетичний коефiцiєнт є сталою величи-
ною, пропорцiйною температурi. У такому разi при-
ходимо до стандартної картини рiвноважних фазових
переходiв, де внутрiшнi флюктуацiї входять адитив-
но в рiвняння еволюцiї параметра стану (стохастичної
змiнної). Суттєво, що час релаксацiї колективної змiн-
ної в таких системах визначається сталою величиною
(кiнетичним коефiцiєнтом) як для невпорядкованої,
так i впорядкованої фаз. При цьому вiдповiдний внут-
рiшнiй шум приводить лише до розмивання пiкiв ста-
цiонарного розподiлу, визначеного детермiнiстичними
складниками i, загалом, не вiдiграє принципової ро-
лi у процесах упорядкування. Однак доволi популяр-
ним прикладом, коли значення кiнетичного коефiцi-
єнта вiдрiзняються для таких фаз, є системи iз фазо-
вим розшаруванням: кiнетичний коефiцiєнт стає за-
лежним вiд концентрацiї певної речовини або рiзницi
концентрацiй речовин. Тодi процеси релаксацiї при-
скорюються в однiй фазi та уповiльнюються в iншiй.
Незважаючи на те, що така картина характерна для
систем зi збереженим параметром порядку, є широ-
ке коло фiзичних систем (полiмерних сполук тощо),
де динамiка параметра порядку не зберiгається. Са-
ме останнє вiдповiдає релаксацiйному потоковi в полi
заданого потенцiялу. Очевидно, що на вiдмiну вiд iде-
алiзованої ситуацiї при описi реальної картини внут-
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рiшнi флюктуацiї мають бути врахованими, оскiль-
ки є невiд’ємною характеристикою статистичних сис-
тем i мають вплив мiкроскопiчного рiвня на поведiнку
системи на мезоскопiчному рiвнi. Оскiльки докладну
iнформацiю про мiкросокпiчний рiвень можна пода-
ти лише усередненням вiдповiдних процесiв, то його
дiю подають уведенням стохастичних джерел, надiле-
них наперед заданими (модельними) статистичними
властивостями. Тому фiзична картина процесiв упо-
рядкування в таких системах має бути узагальнена
введенням флюктуацiйних джерел, що тiсно пов’яза-
нi з виконанням флюктуацiйно-дисипацiйної теореми.
Зовнiшнi шуми можуть бути виключенi з розгляду,
якщо зовнiшнє середовище є безфлюктуацiйним.

Опис стохастичних систем, що зазнають iндукованi
зовнiшнiм шумом фазовi переходи, спирається на ана-
лiз апроксимованих функцiоналiв стацiонарного роз-
подiлу та вiдповiдних термодинамiчних функцiона-
лiв. Останнiми роками виявлено клас стохастичних
систем, для яких такi розподiли можна отримати точ-
но. Суттєво, що до нього входять системи, якi релак-
сують у полi заданого потенцiялу з кiнетичним коефi-
цiєнтом, залежним вiд польової змiнної [16–18]. Уста-
новлено, що в найпростiших моделях квадратичного
(моностабiльного) потенцiялу зростання iнтенсивно-
сти вiдповiдного мультиплiкативного шуму, пропор-
цiйного температурi, сприяє переходовi системи до
впорядкованої фази. Принципово, що тодi як фун-
кцiонал вiльної енерґiї не змiнюється, дiя флюктуа-
цiй приводить до змiни ентропiї, яка й дає поштовх
проходженню фазового переходу (entropy driven phase
transitions). Подiбного типу фазовi переходи є певним
узагальненням iндукованих шумом переходiв у нуль-
мiрних системах, де стохастична змiнна залежить ли-
ше вiд часу [4]. Отже, механiзм фазових переходiв,
керованих ентропiєю, полягає в балансi мiж детермi-
нiстичними силами та стохастичним рухом.

Системи такого класу iнтенсивно не дослiджували,
оскiльки вважалося, що внутрiшнi шуми не здатнi
суттєво впливати на стани системи. Окрiм того, ре-
зультати проведеного аналiзу стосуються моделей iз
квадратичною формою заготовального потенцiялу у
функцiоналi вiльної енерґiї, тодi як поведiнку таких
систем iз складнiшою формою потенцiялiв не вивчали
повною мiрою. Тому метою нашої роботи є дослiдити
фазовi переходи в системах iз внутрiшнiм мультиплi-
кативним шумом, що релаксують у полi потенцiялу
моделi x4 для вивчення особливостей утворення упо-
рядкованого стану при варiяцiях параметрiв дисипа-
цiї та шуму. У межах теорiї середнього поля та чи-
сельного експерименту буде показано, що за рахунок
конкуренцiї мiж стохастичною динамiкою та силами
детермiнiстичного типу в системi можливе впорядку-
вання при вихiдному моностабiльному потенцiялi та
реалiзацiя реверсивного фазового переходу.

Структура роботи така. У роздiлi II подано необхiд-
ний теоретичний матерiял для проведення розрахун-
кiв. Результати дослiдження картини впорядкування
подано в роздiлi III. Висновки та перспективи наступ-
них дослiджень зiбрано в останньому роздiлi.

II. ТЕОРЕТИЧНИЙ ПIДХIД

Розгляньмо модель фiзичної системи, що описуєть-
ся дiйсним скалярним полем x = x(r, t). Приймаючи
умови, що система перебуває у флюктуацiйному сере-
довищi, вiдповiдне рiвняння еволюцiї поля x можна
записати так:

∂x

∂t
= −M(x)

δ

δx
F [x] + ζ(r, t). (1)

Як зазначалося, в детермiнiстичному випадку рiвнян-
ня (1) задає релаксацiйний потiк у потенцiялi F [x] iз
кiнетичним коефiцiєнтом M(x) — рухливiстю, залеж-
ною вiд польової змiнної. Функцiонал вiльної енер-
ґiї F приймемо у стандартному виглядi Ґiнзбурґа–
Ландау

F [x] =
∫

dr
(

V (x) +
D

4d
(∇x)2

)
, ∇ ≡ ∂

∂r
, (2)

де V (x) — локальний потенцiял, D = const, d — ви-
мiрнiсть простору. Стохастичне джерело ζ, що подає
термiчнi флюктуацiї, надiлено властивостями ґауссiв-
ського процесу. Розглядаючи систему iз внутрiшнiми
флюктуацiями, зв’яжемо дисипацiю iз флюктуацiями
внаслiдок використання спiввiдношення

〈ζ(r, t)ζ(r′, t′)〉 = 2T0M(x)δ(t− t′)δ(r− r′) (3)

та припустимо 〈ζ〉 = 0. Отже, маємо внутрiшнiй муль-
типлiкативний шум з iнтенсивнiстю, що зводиться до
ефективної температури банi T0. Наявнiсть часової та
просторової дельта-особливостей у кореляторi (3) го-
ворить про те, що шум є бiлим як у часi, так i у прос-
торi (вiдповiднi спектральнi густини не залежать вiд
частоти та хвильового вектора, що дає весь спектр
значень частот та хвильових векторiв процесу ζ(r, t)).

При дослiдженнi фiзичних систем форму вихiдно-
го потенцiялу V (x) приймаємо наперед заданою або
одержуємо з використанням певних теоретичних пiд-
ходiв (загалом, вважається полiномiяльною конструк-
цiєю, що вiдповiдає одномiрним катастрофам). Фор-
му рухливости M(x) можна встановити, враховуючи
такi умови: динамiка системи уповiльнюється в око-
лi упорядкованої/щiльної фази (мале M); флюктуацiї
є великими в невпорядкованiй/розбавленiй фазi (ве-
лике M). Загалом, функцiя M(x) виникає при одер-
жаннi основного кiнетичного рiвняння за умови, що
ймовiрнiсть переходу мiж мiкроскопiчними станами
залежить вiд рухливости [4,19]. Розглядаючи динамi-
ку системи з параметром порядку, що не зберiгаєть-
ся, далi будемо вважати M лише функцiєю вiд поля
x. Не зважаючи на те, що M(x) може визначатися са-
моузгоджено, при теоретичних дослiдженнях ефектiв
самоорганiзацiї припустiмо, що рухливiсть M(x) на-
дiлена зазначеними вище властивостями.

Статистичнi властивостi системи визнача-
ємо використанням стацiонарного розподiлу
Pst = P([x(r)], t → ∞), який одержуємо зi ста-
цiонарного рiвняння Фоккера–Планка. Стандартна
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процедура виведення рiвняння Фоккера–Планка для
розподiлених систем з метою обходу синґулярностей
полягає в переходi до дискретного простору, який бу-
демо далi вважати складеним iз Nd комiрок розмiром
`, нумерованих iндексом i [4,17,20]. У такому разi, за-
мiсть рiвняння у частинних похiдних (1), переходимо
до системи з Nd рiвнянь зi звичайною похiдною у часi

dxi

dt
= −Mi

∂F

∂xi
+

√
Miζ̃i(t), (4)

де xi(t) ≡ x(ri, t), Mi ≡ M(xi), 〈ζ̃i(t)ζ̃j(t′)〉 =
2Tδijδ(t − t′), T = T0/`d. Використовуючи дискрет-
не подання ґрадiєнтного складника |∇x|2, потенцiял
вiльної енерґiї запишемо так:

F =
N∑

i=1

Vi +
D

4d`2

∑
j∈nn+(i)

(xj − xi)2

 , (5)

де nn+(i) позначає найближчi сусiди в прямому на-
прямку кожної з просторових осей.

Розглядаючи систему в реальних умовах, будемо
далi вважати шум ζ квазiбiлим (iз часом кореля-
цiї наближеним до нуля). Тодi, використовуючи пiд-
хiд Стратоновича, приходимо до рiвняння Фоккера–
Планка у виглядi [3]

∂P ({xi}, t)
∂t

=
∑

i

∂

∂xi

(
Mi

∂F

∂xi
− T

2
∂Mi

∂xi
+ T

∂

∂xi
Mi

)
× P ({xi}, t). (6)

Вважаючи граничнi умови дифузiйного процесу при-
родними (вiдсутнiсть потоку ймовiрности на грани-
цях), у стацiонарному випадку маємо

Pst({x}) ∝ exp (−Ueff({x})/T ) ,

(7)

Ueff({x}) = F ({x}) +
T

2

N∑
i=1

lnMi.

Повертаючись до континуального простору, шу-
каному функцiоналовi надамо вигляду розподiлу
Больцмана–Ґiббса

Pst[x] ∝ exp
(
−Ueff [x]

T

)
(8)

де введено потенцiял ефективної внутрiшньої енерґiї

Ueff [x] = F [x] + TSeff [x], (9)

визначений через ефективну ентропiю

Seff [x] =
1
2

∫
dr lnM(x). (10)

Iз наведеного випливає, що форма вiльної енерґiї
залишається незмiнною, тодi як мультиплiкативний
внутрiшнiй шум приводить до змiни в ентропiї. От-
же, шуканий розподiл одержано точно.

Для кiлькiсного дослiдження умов впливу мульти-
плiкативних флюктуацiй на картину впорядкування
скористаємося теорiєю середнього поля Вейса. У ме-
жах такого пiдходу ґрадiєнтний складник у (5) можна
переписати так:

∇2x → 2d

`2
(η − x)2, η ≡ 〈x〉. (11)

Отже, приходимо до залежности потенцiялу ефектив-
ної внутрiшньої енерґiї вiд стохастичної змiнної x та
невiдомої середньопольової η:

Ueff(x; η) = V (x) +
D

2`2
(η − x)2 +

T

2
lnM(x). (12)

Величину η, що вiдiграє роль параметра дальнього
порядку, задаємо розв’язком рiвняння самоузгоджен-
ня

η =
∫

xPst(x; η)dx, (13)

де

Pst(x; η) = Z−1(η) exp(−Ueff(x; η)/T ), (14)

стала Z забезпечує виконання умови нормування∫
Pst(x; η)dx = 1. Згiдно з визначенням (13), стан iз

η = 0 вважається симетричним, а тому невпорядкова-
ним, тодi як розв’язок η 6= 0 задає значення парамет-
ра порядку системи з порушеною симетрiєю функцiї
Pst(x; η).

Для знаходження межi фаз, заданих симетричним
та несиметричним станами, можна використати умо-
ву Ньютона, яка справедлива лише для переходiв
другого роду. Загалом, для знаходження фазової дiя-
грами можна скористатися розбiжнiстю узагальненої
сприйнятливости в точках фазового переходу. Форму-
ла узагальненої сприйнятливости, визначена для про-
цедури чисельного моделювання, у наближеннi серед-
нього поля має вигляд [10,12,21]

χ =
1
T

[∫
x2Pst(x; η)dx− η2

]
. (15)

III. РЕЗУЛЬТАТИ

Для проведення розрахункiв щодо визначення по-
ведiнки системи скористаймося моделлю x4 потенцiя-
лу

V (x) = −ε

2
x2 +

1
4
x4, (16)

де керуючий параметр ε ∈ [−1, 1] у детермiнiстич-
ному режимi визначає стацiонарнi стани x

(0)
0 = 0,

x
(0)
± = ±

√
ε.

Рухливiсть, що задовольняє необхiднi умови, вибе-
ремо в найпростiшiй формi [4]

M(x) =
1

1 + αx2
, α ≥ 0. (17)
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Тут при α = 0 маємо сталу величину M , натомiсть
при α > 0 рухливiсть спадає до нульових значень зi
зростанням величини x. Це означає, що флюктуацiї є
значними в невпорядкованому станi з x = 0 та ста-
ють безмежно малими при переходi до впорядковано-
го стану з x 6= 0. Розвинення рухливости в ряд дає
наближену формулу M(x) ≈ 1−αx2. Вона є нiчим iн-
шим, як узагальненням рухливости, записаної через
концентрацiю c = 1/2− x, c ∈ [0, 1]. Справдi, поклав-
ши α = 1, приходимо до вельми вiдомого результа-
ту з теорiї фазового розшарування M(c) = c(1 − c).
Змiнюючи параметр α, розгляньмо окремо випадки
адитивного (α = 0) та мультиплiкативного (α 6= 0)
шумiв.

Принципово важливим для наведеного класу моде-
лей фiзичних систем є той факт, що внутрiшнi флю-
ктуацiї не дестабiлiзують невпорядкований стан, ви-
значений через 〈x〉. Справдi, проводячи лiнiйний ана-
лiз стiйкости для фур’є-компоненти першого моменту
стохастичного поля 〈xk(t)〉 =

∫
eikr〈x(t, r)〉dr, рiвнян-

ня еволюцiї набуває вигляду

d〈xk〉
dt

= (ε− αT )〈xk〉 −D|k|2〈xk〉. (18)

Iз нього видно, що дiя внутрiшнього мультиплiкатив-
ного шуму стабiлiзує невпорядкований стан.

A. Iндукованi шумом переходи (D = 0)

Для прояснення картини самоорганiзацiї стохас-
тичної системи розгляньмо спочатку iндукованi шу-
мом переходи, що пов’язуються зi змiною кiлькостi
екстремумiв стацiонарного розподiлу. Для цього по-
кладiмо D = 0, припустивши, що величина x зале-
жить лише вiд часової змiнної, тобто x(r, t) → x(t).
Стацiонарна картина задаватиметься формою потен-
цiялу ефективної внутрiшньої енерґiї (12). Положен-
ня екстремумiв стацiонарного розподiлу та, вiдповiд-
но, макроскопiчнi фази задаватимуться рiвнянням
dUeff(x; 0)/dx = 0. Його розв’язками є коренi x0 = 0
та

x
(±)
0 = ± 1

2α

[
αε− 1±

√
αε(2 + αε) + 1 + 4Tα2

]
.

(19)
Нетривiяльнi коренi, що задають положення мак-
симумiв густини ймовiрности, виникають за умо-
ви перетинання лiнiї, визначеної додатковою умовою
d2Ueff(x; 0)/dx2 = 0, яка дає лiнiю бiфуркацiї ε =
−αT . До виникнення нетривiяльних коренiв маємо
максимум густини ймовiрности в точцi x0 = 0, тодi
як при переходi через критичне значення температу-
ри Tc = −ε/α, де ε < 0, цей максимум стає мiнiму-
мом. При ε ≥ 0 та ненульових α два максимуми iс-
нують на всiй осi температур. Залежнiсть параметра
порядку для iндукованого шумом переходу подана на
рис. 1, з якого видно, що з пiдвищенням температу-
ри та збiльшенням параметра α маємо якiсну перебу-
дову форми густини ймовiрности, параметр порядку

(положення максимуму) неперервно зростає при пере-
ходi через критичне значення iнтенсивности шуму та
параметра нелiнiйної релаксацiї α. Отже, мультиплi-
кативний шум iндукує виникнення додаткових мак-
симумiв густини ймовiрности при вихiдному одноям-
ному потенцiялi вiльної енерґiї. Цей ефект є проявом
чисто iндукованого мультиплiкативним шумом пере-
ходу; при α = 0, що вiдповiдає адитивному шумовi за
сталим кiнетичним коефiцiєнтом та ε < 0 система зав-
жди описується унiмодальною густиною ймовiрности,
центрованою в нулi.

Рис. 1. Бiфуркацiйна дiяграма залежностi положення
максимуму густини ймовiрности вiд iнтенсивности шуму
T та параметра α при ε = −1.

B. Iндукованi шумом фазовi переходи (D 6= 0)

Розгляньмо далi ефект впливу мiжчастинкової вза-
ємодiї, що характеризується iнтенсивнiстю D. У гра-
ничному випадку D → ∞, що вiдповiдає макроско-
пiчному наближенню 〈f(x)〉 ≈ f(〈x〉), можна одержа-
ти рiвняння еволюцiї параметра порядку для iндуко-
ваних шумом фазових переходiв 〈x〉 ≡ η у виглядi
рiвняння Ландау–Халатнiкова

dη

dt
= −M(η)

dV (η)
dη

+
T

2
dM(η)

dη
≡ −dF̃ (η)

dη
, (20)

де F̃ вiдiграє роль ефективного потенцiялу вiльної
енерґiї

2αF̃ (η) = η2 − ln(1 + αη2)ε− 1
α

ln(1 + αη2)

− αT

1 + αη2
, (21)

графiк якої зображено на рис. 2. Розвинення в ряд в
околi точки η = 0 дає наближений вираз F̃ ≈ −T/2 +
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Aη2/2 + Bη4/4 + Dη6/6 з коефiцiєнтами A = αT − ε,
B = 1+α(ε/2−αT )/2, D = α(α[3αT−ε]−1). Iз наведе-
ного випливає, що в системi за певних умов можли-
ве проходження фазових переходiв як першого, так
i другого роду. Справдi, розглядаючи стацiонарний
випадок η̇ = 0, завжди маємо корiнь η0 = 0 рiвняння
станiв. Нетривiяльнi коренi стацiонарного рiвняння,
що задають положення екстремумiв функцiї F̃ (η) на
напiввiсi η > 0, є такими:

η
(±)
0 =

√
2α

2α

[
αε− 1±

√
(1 + αε)2 − 4α2T

]1/2

(22)

i поданi на рис. 3. Очевидно, що корiнь η0 = 0 задає
максимум ефективного потенцiялу вiльної енерґiї до
критичного значення T0 = ε/α, при перетинаннi яко-
го мiнiмум стає максимумом; натомiсть два симетрич-
нi мiнiмуми, розташованi в точках ±η

(+)
0 , iснують до

критичного значення T 0 = (1 + αε)2/4α2. Лiнiя спiв-
iснування всiх трьох фаз Tc(α) визначається умовою
F̃ (0) = F̃ (η(+)

0 ). Вiдповiдну фазову дiяграму подано
на рис. 4. З її аналiзу випливає, що при значеннях
параметра α, якi перевищують критичне αc = ε/Tc

(ордината точки O), система зазнає фазових перехо-
дiв першого роду, перетинаючи пунктирну лiнiю. Ко-
ли α < αc, то в системi вiдбуваються фазовi перехо-
ди другого роду зi зростанням iнтенсивности шуму.
Слiд зазначити, що наведена картина макроскопiчно-
го наближення задає наближену поведiнку параметра
порядку лише при ε > 0, тобто при двоямному вихiд-
ному потенцiялi V (x).
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Рис. 2. Вигляд ефективної вiльної енерґiї залежно вiд
параметра порядку та iнтенсивности шуму.
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Рис. 3. Залежнiсть параметра порядку в макроскопiч-
ному наближеннi на границi D →∞ при рiзних значеннях
керуючого параметра ε та параметра α.
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Рис. 4. Фазова дiяграма в макроскопiчному наближеннi
D → ∞ при ε = 1.0: суцiльнi лiнiї вiдповiдають спiнода-
лям, пунктирна — лiнiя потрiйних точок.

Розгляньмо далi картину впорядкування при кiн-
цевих значеннях iнтенсивности мiжчастинкової взає-
модiї D. Аналiтичне дослiдження ґрунтується на ви-
користаннi рiвняння самоузгодження та аналiзу по-
ведiнки параметра порядку залежно вiд керуючого
параметра ε та iнтенсивности шуму T . Безпосеред-
нiй розв’язок рiвняння (13) є симетричним щодо за-
мiни знака η. Залежнiсть параметра порядку (пози-
тивнi значення) зображена на рис. 5,а. З нього видно,
що у випадку двоямного вихiдного потенцiялу V (x)
з ε > 0 зростання iнтенсивности мультиплiкативно-
го шуму приводить до спадання величини параметра
порядка до нуля та вiдповiдно, переходу до невпоряд-
кованого стану. При цьому впорядкована фаза харак-
теризується порушеною симетрiєю бiмодальної фун-
кцiї розподiлу Pst(x; η), а невпорядкована вiдповiдає
симетричнiй формi Pst(x; η) iз рiвновеликими макси-
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мумами. Однак iз рисунка видно, що система стає
впорядкованою навiть при одноямному вихiдному по-
тенцiялi V (x) з ε < 0 та, вiдповiдно, одномодальнiй
функцiї розподiлу. Таке впорядкування означає, що
максимум стацiонарного розподiлу змiщується вiд ну-
ля вбiк, що визначається знаком параметра порядку.
Отже, при ε < 0 маємо перехiд типу змiщення, а при
ε > 0 — фазовий перехiд iз вiдновленням симетрiї
функцiї розподiлу. Принципова особливiсть поведiнки
параметра порядку залежно вiд iнтенсивности шуму
полягає в реалiзацiї реверсивного фазового переходу
при ε < 0. Це видно не лише з рис. 5,a, але й iз за-
лежности узагальненої сприйнятливости рис. 5,б, де з
пiдвищенням T величина χ має два пiки лише, ко-

ли ε < 0. Знаходячи точку фазового переходу за по-
ложенням максимумiв сприйнятливости можна бачи-
ти, що у випадку ε < 0 та мультиплiкативного шуму
(α 6= 0) маємо таку картину фазових переходiв: при
малих T система характеризується максимумом гус-
тини ймовiрности в точцi x = 0 з η = 0; при переходi
через перше критичне значення T0 цей максимум змi-
щується вбiк x > 0 (при η > 0); при переходi через
точку iндукованого шумом переходу виникає додат-
ковий максимум, якщо x < 0, величина якого зростає
з пiдвищенням T , причому максимум на позитивнiй
напiввiсi спадає; у точцi фазового переходу T 0 два
максимуми Pst стають рiвноправними i система є не-
впорядкованою (η = 0).

а)

ε

ε

б)

ε

ε

Рис. 5. Залежнiсть параметра порядку η (а) та сприйнятливости χ (б) вiд керуючого параметра ε та iнтенсивности
шуму T при α = 30.
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Рис. 6. Фазова дiяграма при D = 1.0: a) для рiзних значень параметра α; б) для значень ε вище та нижче вiд порога.
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Фазову дiяграму одержуємо за положенням мак-
симумiв узагальненої сприйнятливости χ. Вiдповiднi
залежностi критичних значень параметрiв системи та
шуму подано на рис. 6. Iз рис. 6,а видно, що у випадку
адитивного шуму (α = 0) приходимо до стандартної
картини фазового переходу в рiвноважних системах.
Тут упорядкована фаза iснує лише за умови двоямно-
го потенцiялу вiльної енерґiї ε > 0 при низьких зна-
ченнях температури T , зростання якої вiдновлює си-
метрiю системи. Однак у разi нелiнiйних релаксацiй-
них процесiв, що спричиненi дiєю мультиплiкативно-
го внутрiшнього шуму, упорядкований стан виникає
навiть при одноямному потенцiялi V . Причому зрос-
тання величини α приводить до витягування домену
впорядкованої фази в бiк вiд’ємних величин керую-
чого параметра ε та реалiзацiї реверсивного прохо-
дження процесу впорядкування при пiдвищеннi тем-
ператури T . Залежнiсть критичних значень парамет-
рiв шуму на рис. 6,б показує, що при запорогових зна-
ченнях ε перейти до впорядкованої фази вдається не
лише зменшенням iнтенсивности T , але й пiдвищен-
ням параметра α. При допорогових величинах ε, як i
ранiше, зростання α переводить систему до несимет-
ричного стану, тодi як зростання iнтенсивности шуму
спричиняє реверсивне проходження впорядкування:
при великих значеннях α зона iснування впорядко-
ваної фази розширюється.

     
0.23    60    210     500               620 

Рис. 7. Часовi зрiзи поведiнки системи при D = 5,
α = 5, ε = −1; розмiр ґратки N ×N = 100× 100.

Виконанi аналiтичнi розрахунки добре узгоджую-
ться з результатами незалежного чисельного експери-
менту, проведеного на квадратнiй двовимiрнiй ґратцi.
Чисельне iнтеґрування зроблено за методом Мiльш-
тейна, що враховує особливостi розрахункiв методом
Стратоновича. Типову картину еволюцiї розглянутої
системи подано на рис. 7. Видно, що iз часом однорiд-
на система зi значеннями стохастичної змiнної, розпо-
дiленими рiвноймовiрно вiд −1 до 1, поступово пере-
розподiляється на домени з рiзними фазами: свiтлi дi-
лянки вiдповiдають значенням xi > 0; темнi — xi < 0.
При t →∞ система роздiляється на двi макроскопiчнi
фази.

Макроскопiчну поведiнку системи визначаємо па-
раметром порядку та сприйнятливiстю (автокореля-
тором), що обчислюємо вiдповiдно за формулами [4]:

η = 〈m〉, m =
1

N2

∣∣∣∣∣∣
N2∑
i=1

xi

∣∣∣∣∣∣ , (23)

Tχ =

〈
1

N2

∣∣∣∣∣
N2∑
i=1

x2
i

∣∣∣∣∣− 〈m〉2
〉

, (24)

де пiдсумовування проводимо за вузлами ґратки i,
число яких N2. При цьому кутовi дужки означають
усереднення за реалiзацiями стохастичної системи, а
риска — середнє за часом. Залежностi параметра по-
рядку та сприйнятливости за результатами чисельно-
го моделювання подано на рис. 8 при рiзних значен-
нях ε. Iз рис. 8,а видно, що у випадку двоямного по-
тенцiялу ε ≥ 0 маємо стандартну картину рiвноваж-
ного фазового переходу, коли з пiдвищенням темпе-
ратури параметр порядку поступово спадає, а сприй-
нятливiсть значно зростає в околi точки фазового пе-
реходу. При ε < 0 рис. 8,б одержуємо реверсивну по-
ведiнку параметра порядку, коли вiн зростає вiд ну-
льового значення при малих iнтенсивностях шуму T ,
а пiсля досягання максимуму спадає до нуля. Пове-
дiнка сприйнятливости iлюструє двi точки фазового
переходу на малих та великих T .
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Рис. 8. Результати чисельного експерименту (параметр
порядку та узагальнена сприйнятливiсть залежно вiд iн-
тенсивности шуму) на системi розмiром N ×N = 64× 64
при D = 2, α = 5; a) звичайний фазовий перехiд при ε = 1;
б) реверсивний фазовий перехiд при ε = −1.
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Слiд зазначити, що оскiльки статистич-
ний розподiл описується точно завдяки фун-
кцiоналовi ефективної енерґiї Ueff [x] =∫

dr
[
V (x) + D/2(∇x)2 + T/2 ln M(x)

]
, то стацiонар-

ну картину впорядкування можна також подати роз-
в’язанням варiяцiйної задачi. Справдi, екстремуми
Ueff [x] вiдповiдають стацiонарним пiдтримуваним шу-
мом структурам xs(r), якi одержуємо розв’язанням
рiвняння δ Ueff [x]/δx = 0. Це, своєю чергою, приво-
дить до такого рiвняння:

D∆x =
∂V

∂x
+

T

2M

∂M

∂x
. (25)

Пiсля пiдстановки виразiв для локального потенцiялу
та рухливости маємо

D∆x = −x(ε− x3)− Tαx

1 + αx2
. (26)

Дослiдження рiвняння (26) показує, що при αT+ε < 0
поведiнка системи на фазовiй площинi (x,∇x) задає-
ться однiєю стацiонарною точкою O, яка є сiдлом iз
координатами (0, 0). Однак зi зростанням iнтенсивно-
сти шуму T або параметра α при виконаннi умови
αT + ε > 0 у системi може виникати перiодичний роз-
в’язок xs(r) = xs(0)eikr зi значенням хвильового век-
тора |k| =

√
(αT + ε)/D. Точка O(0, 0) тепер стає цен-

тром, а внаслiдок бiфуркацiї, iндукованої шумом, ви-
никають два додатковi сiдла з координатами (x+

0 , 0),
(−x+

0 , 0), де x+
0 визначено у (19). Iз наведеного ви-

пливає, що, на вiдмiну вiд детермiнiстичного випадку,
де формування перiодичних структур можливе лише
при ε > 0, флюктуацiї iндукують утворення перiо-
дичних коливань у просторi навiть при одноямному
локальному потенцiялi V (x), знижуючи перiод осци-
ляцiй зi зростанням α та iнтенсивности T . Однак пер-
ший осциляцiйний розв’язок визначається величиною
хвильового вектора |k| = 0, що говорить про тривiя-
льнiсть стацiонарної просторової залежности xs.

IV. ВИСНОВКИ

Отже, нашi дослiдження показують, що внутрiшнiй
мультиплiкативний шум спричиняє iндукованi шумом
переходи зi змiною кiлькости екстремумiв густини
ймовiрности, змiщує положення критичної точки фа-
зового переходу та приводить до реверсивного про-
ходження процесу впорядкування. Останнiй ефект
суттєво пов’язується з формою потенцiяльної вихiд-
ної функцiї V (x). Порiвняння одержаних даних та
результатiв робiт [16, 17] показує, що квадратичний
складник у V (x) сприяє проходженню впорядкуван-
ня зi зростанням iнтенсивности шуму, тодi як нелi-
нiйностi вищого порядку пригнiчують упорядкуван-
ня, переводячи систему до симетричного стану.

Розглянута картина реверсивних фазових перехо-
дiв, де внутрiшнiй мультиплiкативний шум зумовлює
процеси впорядкування, керованi змiною ентропiї, мо-
же бути реалiзована в системах iз полезалежним кiне-
тичним коефiцiєнтом (рухливiстю). Саме змiни в ент-
ропiї в системах термодинамiчного типу приводять до
реалiзацiї додаткового механiзму процесiв упорядку-
вання. Типовим прикладом таких систем є полiмернi
розчини [22, 23], коли пiдвищення температури спри-
чиняє впорядкування системи магнетного типу (сеґ-
нетова сiль), де при пiдвищеннi температури вiдбу-
вається якiсна змiна в реверсивний спосiб магнетних
властивостей [24] або системи дефектiв, де вiдбуває-
ться змiна дефектних структур за аналогiєю з ревер-
сивними переходами [25].

Перспективами роботи є дослiдження кiнетичних
особливостей розглянутих процесiв упорядкування та
з’ясування ролi просторових кореляцiй при ентропiй-
но керованих фазових переходах. Окрiм того, перс-
пективним є також дослiдження умов виникнення ко-
герентних просторових та просторово-часових струк-
тур у хемiчно-реаґуючих системах, що зазнають iн-
дукованих шумом ефектiв такого типу.
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A mechanism of entropy driven phase transitions is considered. Analytically and numerically it is shown that
in the case of relaxation flow in a potential with a field-dependednt kinetic coefficient, reentrant phase transitions
are realized in stochastic systems with internal fluctuations. It is found that internal multiplicative noise yields
topological changes in stationary distribution and shifts positions of bifurcation points.
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