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1. Опис та аналiз динамiки конфiґурацiй ЗТВ часто
пов’язанi з необхiднiстю побудови й дослiдження век-
торного поля швидкости їхнiх складових частинок.
Це ставить завдання вивчити вiдповiднi системи вiд-
лiку (СВ), що пов’язанi з цiєю множиною частинок.
Її розв’язок дає змогу побудувати рiвняння еволюцiї
конфiгурацiї, дослiдити її структуру та динамiку в
термiнах спостережуваних величин. Загальна теорiя
СВ розроблена в працях [1–3] i базується на монадно-
му методi та його рiзних групових калiбруваннях. На
вiдмiну вiд загального пiдходу, де поле монади зада-
ється взагалi, нашим завданням є побудова конкрет-
них СВ для класу сферично-симетричних конфiґура-
цiй, що розглядаються. Звiдси випливає мета роботи
— побудова супутнiх систем вiдлiку (ССВ), якi були
б найбiльш природними для опису вiдповiдного класу
конфiґурацiй та мiстили б величини, що мають безпо-
середнiй фiзичний змiст. Останнє зводиться до знахо-
дження явних аналiтичних виразiв для поля монади
вiдповiдної СВ.

Розгляньмо сферично-симетричний простiр-час
V (4) з метрикою

(4)ds2 = gµνdx
µdxν = γabdx

adxb −R2dσ2 , (1)

де dσ2 = dθ2 + sin2 θdϕ2, двовимiрний метричний
тензор γab i масштабний фактор R є функцiями
просторово-часових координат xa (a, b = 0, 1). Надалi
будемо вважати, що c = k = 1.

У деякiй дiлянцi сферично-симетричного просто-
ру V (4) розгляньмо множину пробних частинок з 4 -
швидкiстю uµ = dxµ/(4)ds, яка утворює поле монади
вiдповiдної ССВ u = uµ∂µ. Разом iз полем дотичних
векторiв u уведемо взаємне до нього поле 1 -форм ω =
uµdx

µ. СВ називатимемо сферично-симетричною, як-
що вона узгоджена зi сферичною симетрiєю почат-
кового простору. Тут вектор монади u комутує з до-
тичними векторами алґебри Лi групи обертань O3,
яка є групою рухiв цього простору. Тодi СВ реалiзо-
вана множиною частинок, якi рухаються радiяльно i
не порушують сферичної симетрiї початкового прос-

тору. У цьому випадку вектор i ковектор монади ма-
ють вигляд u = ua∂a i ω = uadx

a. Природно ввес-
ти також просторовоподiбне векторне поле n = na∂a ,
ортогональне до u, та вiдповiдне йому поле 1 -форм
ω̃ = −nadx

a, що доповнюють u i ω до взаємних век-
торного {u ,n} й ковекторного {ω, ω̃} дiядних базисiв,
якi й задають цю ССВ. Причому виконуються умови
взаємности

ω(u) = 1, ω(n) = 0, ω̃(u) = 0, ω̃(n) = 1 . (2)

Отже, завдання побудови природних ССВ у
сферично-симетричному просторi V (4) зводиться до
побудови СВ, що реалiзуються однопараметричною
сiм’єю кривих у двовимiрному просторi-часi V (2) з
метрикою (2)ds2 = γabdx

adxb. Зазначимо, що метрику
двовимiрного простору-часу можна записати так:

γab = uaub − nanb , γab = uaub − nanb . (3)

Вiдповiдно до теореми Фробенiуса [4] 1 -форму ω у
V (2) можна подати у виглядi ω = Ndψ, де ψ,N —
деякi функцiї координат. Якщо N = 1, то форма є
точною. Однак може iснувати така 1 -форма β = fdφ,
де φ, f — також функцiї координат, коли точною фор-
мою буде рiзниця форм ω−β = dψ. Тому при побудовi
CВ можна виходити з трьох можливостей:

ω = dψ , ω = Ndψ , ω = β + dψ . (4)

Якщо для цiєї множини частинок вiдомо закон збе-
реження, то можна знайти 1-форму ω i тим самим
побудувати базис ССВ.

При побудовi дiядного базису можуть бути корис-
ними спiввiдношення, якi випливають iз умови взаєм-
ности (2). Вони дають змогу встановити зв’язок мiж
коварiянтними та контраварiянтними компонентами
базисiв iз точнiстю до знака

u0 =
√
−γ n1, u1 = −

√
−γ n0 , (5)

n0 =
√
−γ u1, n1 = −

√
−γ u0 , (6)
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де γ = det|γab| . Якщо увести двовимiрнi одиничнi
антисиметричнi тензори [5]

eab = uanb − ubna , eab = uanb − ubna , (7)

eab =
√
−γ εab, eab = − 1√

−γ
εab , (8)

де εab , ε
ab — двовимiрнi антисиметричнi символи, та-

кi що εab = −εba, εabε
bc = −δc

a, ε01 = ε01 = 1, то спiв-
вiдношення (5) i (6) можна записати компактнiше:

ua = eabn
b, na = eabu

b. (9)

Нехай 1 -форму ω = uadx
a, що визначає СВ, зада-

но. Розгляньмо процедуру побудови нових координат,
у яких ця форма має канонiчний вигляд ω = Ndψ. У
цьому випадку 1 -форма ω не є точною i реалiзується
другий або третiй варiянт класифiкацiї СВ. Це мож-
ливо, коли СВ пов’язується з частинками, якi руха-
ються не за геодезичними. Згiдно з (4), для другого
варiянту маємо

ω = u0dx
0 + u1dx

1 = Ndψ . (10)

Там, де 1 -форма dψ є часоподiбною, ψ можна пов’яза-
ти з часовою координатою, поклавши калiбрувальну
умову ψ = x̃0, де x̃0 — нова координата часу. Виразив-
ши звiдси dx0 i пiдставивши у вираз для ω̃, компонен-
ти якої знаходяться за допомогою (5) i (6), отримуємо

ω̃ = L
(
dx1 − V dx̃0

)
, (11)

де

L = u1u0
−1n0 − n1 = u0

−1√−γ , (12)

V =
Nn0

u1n0 − u0n1
= −Nu1 . (13)

Метрика простору-часу для цiєї дiяди має такий ви-
гляд:

(4)ds2 = ω2 − ω̃2 −R2dσ2 , (14)

або

(4)ds2 = N2(dx̃0)2 − L2
(
dx1 − V dx̃0

)2 −R2dσ2 . (15)

Величина N є iнтеґруючим множником, який задо-
вольняє рiвняння

∂

∂x1

(u0

N

)
− ∂

∂x0

(u1

N

)
= 0 . (16)

Якщо функцiя N визначена, то метрику (15) у систе-
мi координат (СК) {x̃0, R} можна записати так:

(4)ds2 = N2(dx̃0)2 (17)

− | γ |
u2

0

(
dx1 +Nu1dx̃0

)2

−R2dσ2.

Нехай тепер СВ реалiзована множиною вiльних
пробних частинок (геодезичний рух). Тодi вектор-
не поле uµ задовольняє рiвняння геодезичних [6]
Duµ/(4)ds = uµ

; νu
ν = 0 , де символ “ ; ν ” позначає ко-

варiянтну похiдну за координатою xν щодо метрики
gµν . Оскiльки CВ узгоджена зi сферичною симетрiєю,
то цi рiвняння редукуються до двовимiрних:

Dua/(2)ds = ua
; bu

b = 0 , (18)

де символ “ ; b ” позначає коварiянтну похiдну щодо
γab. У цьому випадку 1 -форма ω є локально точною,
тобто ω = dψ , i маємо перший варiянт СВ. Справдi,
за визначенням зовнiшнього диференцiювання маємо

dω = (ua; b − ub; a)dxb ∧ dxa = η(2)Ω = 0 , (19)

оскiльки
(2)Ω =

√
−γdx0 ∧ dx1 , dxb ∧ dxa = εabdx0 ∧ dx1 , (20)

η = −eab(ua; b − ub; a) = −(uanb − ubna)ua; b = 0 . (21)

Отже, можна покласти ψ = τ , де τ — власний час, що
“нумерує” гiперповерхнi τ = const. Знайшовши компо-
ненти ковекторного дiядного базису, поклавши у (17)
N = 1 та виконавши замiну x̃0 → τ , отримаємо мет-
рику у СК {τ,R}.

2. Розгляньмо приклад. Нехай маємо довiльний
статичний сферично-симетричний простiр-час з мет-
рикою

(4)ds2 = B(dx0)2 −GdR2 −R2dσ2 , (22)

де B i G є функцiями просторової координати x1 = R.
Нехай також ССВ реалiзована множиною вiльних
пробних частинок. За умовою цей простiр-час допус-
кає вектор Кiлiнґа ξ = ∂/∂x0, який задовольняє рiв-
няння Кiлiнґа [4] Lξ gµν = ξµ; ν + ξν; µ = 0 , де Lξ

позначає похiдну Лi вздовж вектора ξ. Тому маємо
закон збереження

ε = ξa ua = u0 , (23)

де ε = u0 має змiст повної енерґiї частинки, що вiдне-
сена до одиницi маси.

Уведiмо лаґранжеву координату r, яка зберiгаєть-
ся й параметризує сiм’ю геодезичних. За визначенням
вона задовольняє рiвняння

dr/(2)ds = ua r, a = 0. (24)

Оскiльки dε/(2) ds = 0, то звiдси випливає, що ε =
ε(r). Якщо функцiя ε(r) вiдома, то тим самим ССВ
задано, бо задача зводиться до побудови “супутньої”
векторної {u ,n} (або ковекторної {ω , ω̃}) дiяди за за-
даною ε(r) для множини вiльних пробних частинок.

Використовуючи (22), (23) та умови нормування
(2), отримуємо:

u1 =

√
G

B

(
ε2(r)−B

)
, (25)

u0 =
ε(r)
B

, u1 = −
√
ε2(r)−B

BG
. (26)
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Оскiльки
√
−γ =

√
BG, то за допомогою (5) i (6)

знаходимо

n0 = −
√
ε2(r)−B , n1 = −ε(r)

√
G/B , (27)

n0 = −
√
ε2(r)−B

B
, n1 =

ε(r)√
BG

. (28)

Таким чином, шуканi вектори й ковектори дiяди
мають вигляд:

u =
ε(r)
B

∂0 −
√
ε2(r)−B

BG
∂R, (29)

n = −
√
ε2(r)−B

B
∂0 +

ε(r)√
BG

∂R, (30)

ω = ε(r) dx0 +

√
G

B

(
ε2(r)−B

)
dR, (31)

ω̃ =
√
ε2(r)−B dx0 + ε(r)

√
G

B
dR. (32)

Далi, враховуючи (11), (12) та (13), а також те, що
1 -форма ω є локально точною, отримуємо

ω = dτ , ω̃ =
√
GB

ε(r)

(
dR− V dτ

)
, (33)

V =

√
ε2(r)−B

GB
. (34)

Отже, у побудованiй СК {τ, R} метрика (22) наби-
рає вигляду

(4)ds2 = dτ2 − GB

ε2(r)

(
dR− V dτ

)2

−R2(τ, r)dσ2. (35)

Вона належить до класу метрик, якi мають форму

(4)ds2 = dτ2 − L2(dR− V dτ)2 −R2dσ2 , (36)

i описують неортогональнi вiльно падаючi СВ. Мет-
рика (35) має квазiстацiонарний вигляд, а її метричнi
коефiцiєнти залежать тiльки вiд лаґранжевої змiнної
та координатного радiуса. Часову еволюцiю знаходи-
мо розв‘язком задачi Кошi для диференцiяльного рiв-
няння (24), яке тепер має форму

dr
(2)ds

=
ε(r)
B

∂r

∂x0
+ V

∂r

∂R
= 0 , (37)

що еквiвалентно знаходженню функцiї R(τ, r) з рiв-
няння

dR/dτ = V (r, R) . (38)

Для переходу до синхронної СК покладiмо ω̃ =
f̃dφ̃, де f̃ i φ̃ — деякi функцiї. Умови взаємности (2)
дають: ω̃(u) = f̃(u · φ̃) = f̃dφ̃/(2)ds = 0 . Звiдси бачи-
мо, що за φ̃ можна обрати лаґранжеву координату r,
i метрика набирає вигляду

(4)ds2 = dτ2 − f̃2dr2 −R2dσ2 . (39)

Оскiльки в новiй СК R = R(τ, r), то dR = Rτdτ +
Rrdr , де Rτ = ∂R/∂τ , Rr = ∂R/∂r. Далi, з урахуван-
ням (33) та (38), знаходимо

ω̃ = f̃dr =
√
GB

ε

(
(Rτ − V )dτ +Rrdr

)
=
√
GB

ε
Rτdr ,

(40)

звiдки випливає, що

f̃ =
√
GB

ε(r)
Rr . (41)

Отже, ми перейшли до синхронних координат {τ , r},
у яких квадрат iнтервалу буде таким:

(4)ds2 = dτ2 − GB

ε(r)
R2

rdr
2 −R2(τ , r)dσ2 . (42)

3. Третiй варiянт класифiкацiї (4) пов’язаний iз на-
явнiстю додаткової 1 -форми β (наприклад, коли вiдо-
ма додаткова взаємодiя, яка описується цiєю 1 -фор-
мою). Як приклад, розгляньмо метрику Рейснера–
Нордстрема, яка в координатах кривин має вигляд [7]

(4)ds2 = FdT 2 − F−1dR2 −R2dσ2 , (43)
F = 1− 2M/R+Q2/R2 , (44)

де M та Q — вiдповiдно маса та заряд центрального
об’єкта. Крiм цього, задано електричне поле з потен-
цiялом

A = A0dT =
Q

R
dT . (45)

Для цiєї метрики iснують двi природнi СВ: пер-
ша пов’язана з вiльно падаючими нейтральними час-
тинками, а друга реалiзована множиною заряджених
пробних частинок. У першому випадку слiд застосу-
вати формули (33), (34) i (35), враховуючи вигляд
функцiй B та G для метрики (43), внаслiдок чого от-
римуємо

ω = dτ , ω̃ = ε(r)−1
(
dR− V dτ

)
, (46)

V =
√
ε2(r)− F , (47)

(4)ds2 = dτ2 −

(
dR−

√
ε2(r)−1 + 2M/R−Q2/R2 dτ

)2
ε2(r)

−R2(τ, r) dσ2. (48)

Залежнiсть метрики вiд часу знаходимо розв’язу-
ванням задачi Кошi (24), (37) або (38) для лаґран-
жевої змiнної r, де V визначено в (47). Метрика (48)
записана в кiнеметричнiй калiбровцi [2, 3], вона має
квазiстацiонарний вигляд та мiстить iнформацiю про
вiльно падаючi нейтральнi частинки.

У другому випадку CВ є супутньою до множини
заряджених пробних частинок. Поклавши x0 = T i
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x1 = R, для компонент тензора електромагнетного
поля, вiдмiнних вiд нуля, з (45) знаходимо

F01 = −A0,1 = Q/R2 . (49)

Зарядженi пробнi частинки задовольняють рiвнян-
ня руху muµ; νu

ν = qFµνu
ν , якi для сферично-

симетричних полiв зводяться до двовимiрних рiвнянь

ua; bu
b = αFabu

b . (50)

Тут α = q/m, q — заряд, m — маса частинки. З ура-
хуванням (9) i (49) маємо

ua; bu
b =

Dua

(2)ds
= αFabu

b = α
Q

R2
eabu

b = α
Q

R2
na . (51)

Далi, ураховуючи (9), (23) i рiвняння Кiлiнґа, отри-
муємо

dε
(2)ds

= ξa
Dua

(2)ds
= α

Q

R2
ξana = α

Q

R2
n0 = α

Q

R2
u1 .

(52)

Оскiльки u1 = uR = dR/(2)ds, то звiдси випливає, що

u
(
ε+ α

Q

R

)
=

d
(2)ds

(
ε+ α

Q

R

)
= 0 . (53)

Тому величина

εq(r) = ε+ α
Q

R
(54)

залежить тiльки вiд лаґранжевої змiнної i визначає
закон збереження. Аналогiчно до виведення формул
(19) та (21), рiвняння (51) перепишемо так:

dω = −α Q
R2

(2)Ω . (55)

Оскiльки F = 1
2Fabdx

a∧dxb = F01dx
0∧dR = dA [8,9],

то це рiвняння, з урахуванням (49), зводиться до спiв-
вiдношення dω = −αdA. Звiдси випливає умова зам-
кнености

d(ω + αA) = d

(
ω + α

Q

R
dx0

)
= 0 , (56)

тобто, 1 -форма (ω + αA) є локально точною i маємо
третiй варiянт класифiкацiї:

ω = fdφ+ dψ = −αQ
R
dx0 + dψ = −αA+ dψ , (57)

де φ = x0, f = −αQ/R. Покладiмо калiбрувальну
умову ψ = t, де t — нова часова координата. Зробив-
ши у (31)–(32) замiну B → F , G → F−1 та ε(r) → ε,
ковекторний базис запишемо так

ω =
(

1− αQ

εq(r)R

)
dt+

αQ
√
ε2 − F

εq(r)RF
dR

= dt− αÃ , (58)

ω̃ = −
√
ε2 − F

εq(r)
dt+

1
εq(r)

(
1 +

αQε

RF

)
dR , (59)

де

Ã = − Q

εq(r)R

(
dt−

√
ε2 − F

F

)
dR , (60)

функцiю F визначаємо формулою (44), а ε знаходимо
з (54). У цьому випадку метрику (43) можна записати
у формi (14), де ω i ω̃ визначаємо за формулами (58) i
(59). Використовуючи хронометричну та кiнеметрич-
ну калiбровки [1–3], її можна записати так:

(4)ds2 =
F

ε2q(r)

(
dt2 +

√
ε2 − F

F
dR

)2

− dR2

F
−R2dσ2 , (61)

(4)ds2 = N2dt2 − 1
N2ε2q(r)

(
dR−N2

√
ε2 − F dt

)2

−R2dσ2 , (62)

де

N2 =
F

ε2q(r)− ε2 + F
. (63)

Вiдзначимо, що векторний потенцiял A в (45) задано
у статичнiй СВ, тодi як векторний потенцiял того ж
поля Ã у (60) задано в ССВ.

Для iнтерпретацiї побудованої СВ розгляньмо умо-
ву нормування у виглядi скалярного добутку ковек-
торiв 〈ω, ω〉 = 1. З урахуванням (58) її можна пере-
писати у виглядi 〈dt− αA, dt− αA〉 = 1 . Пiсля за-

мiни t = −S/m це рiвняння зводиться до рiвняння
Гамiльтона–Якобi [6] для зарядженої частинки, що
рухається у ґравiтацiйному та електромагнетному по-
лях

〈dS − qA, dS − qA〉 = m2 , (64)

з ковектором узагальненого iмпульсу P = −dS =
p + qA = mdt, де p —ковектор звичайного iмпульсу
частинки. Ми бачимо, що гiперповерхнi одночаснос-
ти t = const збiгаються з гiперповерхнями сталої дiї
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S = const заряджених частинок, а метрика (62) у кiне-
метричнiй калiбровцi записана в СВ, яка є супутньою
для узагальненого iмпульсу.

Наостанок розгляньмо СК, якi пов’язанi з вибором
вектора ∂R та ковектора dr як основних вихiдних вза-
ємних величин. У цьому випадку ми маємо

u = B̃−1∂R , ω̃ = G̃dr , (65)

де G̃ , B̃ — нормувальнi функцiї R та r. Вiдповiднi
взаємнi до u та ω̃ ковектор i вектор дiяди визначенi з
точнiстю до сталої функцiї W так, що

ω = B̃(dR−Wdr) , n = G̃−1∂r +W∂R . (66)

Функцiю W обираємо з умов (2) i з того, щоб метрика
мала вигляд (14). Беручи до уваги (14), метрику V (4)

можна записати так:

(4)ds2 = B̃2(dR−Wdr)2 − G̃2dr2 −R2dσ2 . (67)

Слiд зауважити, що в цьому разi обидвi координати R
i r є просторовими. Ця СК є допустимою в дiлянках,
де сиґнатурнi умови γ = −B̃2G̃2 < 0 не порушуються.

Отже, у роботi в термiнах зовнiшнiх форм
прокласифiковано ССВ для статичних сферично-
симетричних просторiв у ЗТВ i побудовано вiдповiд-
нi метрики. Зазначено, що побудова конкретної CВ
пов’язана з вибором СК. У нашому розпорядженнi є
просторовi координати: x1 = R, яка має зрозумiлий
фiзико-геометричний змiст, i r, що має змiст лаґран-
жевої координати, а також часовi координати: влас-
ний час τ i координатний час t, який для метрики
Рейснера–Нордстрема можна обрати пропорцiйним
до дiї частинки S. Побудованi за допомогою цих коор-
динат супутнiй базис та ССВ дають змогу природно
описувати сферично-симетричнi простори ЗТВ.
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A method of description and construction of spherically-symmetric systems of reference for static spaces in
General Relativity is proposed. The classification of comoving systems of reference is constructed and their special
cases are considered.
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