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У роботi за допомогою теорiї груп дослiджено вплив форми квантової точки (КТ) на
розщеплення енерґетичних рiвнiв електрона. Зокрема детально проаналiзовано розщеплен-
ня енерґетичних рiвнiв для КТ кубiчної, гексагональної та тетраедральної форми. За основу
взято квантову точку сферичної симетрiї, для якої енерґiю заряду знаходимо точно — як
розв’язок рiвняння Шрединґера. За допомогою варiацiйного методу (для основного стану) та
теорiї збурень знайдено енерґiї та хвильовi функцiї станiв. Конкретнi обчислення проведено
для гетероструктур GaAs/AlAs та InAs/GaSb. Одержанi результати необхiдно врахувати при
побудовi послiдовної теорiї електронних станiв у КТ кубiчної, гексагональної та тетраедраль-
ної форм.
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I. ВСТУП

Останнiми роками досягнуто значних успiхiв у ви-
рощуваннi гетеросистем iз квантовими точками та
квантовими дротами (КД) рiзної форми [1–6].

Для отримання фiзичних результатiв, якi претен-
дують на пояснення експериментальних даних, роз-
глянуто певнi моделi реальних гетероструктур. У ме-
жах цих моделей необхiдно зробити деякi припущен-
ня стосовно форми квантових точок, їх розподiлу за
розмiрами, взаємодiї з матрицею та мiж собою.

Вплив геометрiї форми на електронну структуру
нанокристалiв викликає значну зацiкавленiсть, бо вiд
енерґетичного спектра залежать оптичнi та електрич-
нi властивостi гетеросистем. Надзвичайно важливими
як з наукового, так i з прикладного погляду є багато-
шаровi структури з КД та КТ. У цьому випадку фор-
ма КТ та КД також вiдiграє суттєву роль як фактор
впливу на енерґетичнi властивостi квазiчастинок. Не-
зважаючи на величезнi можливостi комп’ютерних об-
числень, при теоретичних розрахунках завжди є по-
треба вибору такої моделi, яка б не дуже спрощува-
ла реальну фiзичну ситуацiю, однак дозволяла ана-
лiтичний опис отриманих результатiв, тобто можли-
вiсть докладно проаналiзувати вплив рiзних парамет-
рiв моделi на кiнцевi залежностi фiзичних величин.
Для рiзних гетероструктур розглянуто КТ сферичної
[4–7], кубiчної [11], цилiндричної [6,10], елiпсоїдальної
[12–14] та гексагональної форм.

Останнiм часом у зв’язку з широким використан-
ням методики Странського–Крастанова для отриман-

ня гетеросистем iз напiвпровiдниковою матрицею вва-
жають, що форма КТ має вигляд пiрамiди [15,16].
Зважаючи на погану “гладкiсть” поверхнi такої КТ,
для знаходження енерґiї та густин iмовiрностей заря-
джених частинок необхiднi складнi числовi обчислен-
ня. Однак найновiшi експериментальнi данi свiдчать,
що навiть така форма КТ потребує уточнення. Тому є
роботи, де КТ вважають зрiзаними пiрамiдами [17,18]
чи зрiзаними кулями [19]. Зрозумiло, що вибiр форми
КТ ґрунтується на фiзичному аналiзi технологiї от-
римання гетероструктури й на тих мiркуваннях, щоб
максимально наблизити результати експерименталь-
них вимiрювань та теоретичних даних.

Мета нашої роботи полягає в тому, щоб, викорис-
товуючи теорiю груп, дослiдити вплив форми КТ на
розщеплення енерґетичних станiв i визначити вели-
чину розщеплення за допомогою варiацiйного мето-
ду (для основного стану) та теорiї збурень. За осно-
ву взято квантову точку сферичної симетрiї, для якої
енерґiю заряду електрона знаходимо точно — як роз-
в’язок рiвняння Шрединґера.

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI. КТ КУБIЧНОЇ
ФОРМИ

Уважаємо, що спiн частинки дорiвнює нулевi. Роз-
гляньмо спершу квантову яму кубiчної форми:

Ĥ =
p̂2

2m
+ U(r) (1)

U(r) =







0, x < −a/2, x > a/2, |y| > a/2, |z| > a/2

−U0, |x| < a/2, |y| < a/2, |z| < a/2.
(2)
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Гамiльтонiан можна записати, увiвши сферичний
потенцiал такої ж висоти й такого ж “об’єму” (a3 =
4
3πR3):

Ĥ =
p̂2

2m
+ Usf (r) + (U(r) − Usf(r))

≡
p̂2

2m
+ Usf(r) + W (r) = Ĥ0(r) + W (r), (3)

де W (r) — поправка. Якщо стани частинки описую-
ться гамiльтонiаном H0(r):

Ĥ0(r) Ψ0(r) = E0 Ψ0(r), (4)

то розв’язок цiєї задачi вiдомий. Хвильовi функцiї
станiв мають вигляд:

Ψ0(r) = R( r) Yl m(ϑ, ϕ), (5)

де Yl m(ϑ, ϕ) — сферична функцiя, а радiальна хви-
льова функцiя записується по-рiзному — залежно вiд
областi: r < a, r ≥ a. Для зв’язаних станiв, коли
E0 < 0, маємо:

Rl(r) = A jl(kr), r ≤ R,

Rl(r) = B h
(1)
l (xr), r > R, (6)

де k =
√

2m1

~2 (E0 + U0), x =
√

2m1

~2 E0, E0 < 0,

jl, h
(1)
l — функцiї Беселя та Ганкеля. Енерґiю кван-

тових станiв знаходимо з умов зшивання хвильової
функцiї :

Ajl(k R) = Bh
(1)
l (x R)

1

m1
Aj′l(k R) =

1

m2
Bh(1)′

l(x R). (7)

Функцiї Yl m(ϑ, ϕ) можна вибрати як базис пред-
ставлення групи сферичної симетрiї:

D(ϕ) = ei(Axϕx+Ayϕy+Azϕz) = ei(Aϕ), (8)

де Ax, Ay, Az — матрицi безмежно малого повороту,
для яких виконуються правила комутацiї:

[Ax, Az ] = i Ay, [Ay, Az ] = i Ax. (9)

Якщо замiсть матриць Ax, Ay, Az ввести такi матрицi:

A3 = Az , A± = Ax ± i Ay,

то справедливi спiввiдношення:

Al
3 Yl m = mYl m

Al
+ Yl m =

√

(l + m + 1)(l − m) Yl, m+1, (10)

Al
− Yl m =

√

(l + m)(l − m + 1) Yl, m−1.

У вибраному базисi матричнi елементи матриць

(Al
3)m′,m = m δm, m′ ; (Al

+)m′, m

=
√

(1 + m + 1)(1 − m)δm+1, m′ , (11)

(Al
−)m′, m =

√

(l + m)(l − m + 1) δm−1, m′ .

Матрицi безмежно малих поворотiв повнiстю визна-
чають, згiдно з (8), матрицю представлення для довi-
льних кутiв поворотiв ϕ. Оскiльки характери незвiд-
них представлених елементiв одного класу однаковi,
досить розглянути повороти навколо однiєї з осей: осi
z. При поворотi на кут ϕ навколо осi z хвильовi функ-
цiї Ylm домножуються, як вiдомо, на eim ϕ, а матриця
представлення має вигляд:

Dl(ϕ) =









eil ϕ 0 0 . . . 0
0 ei(l−1) ϕ 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . e−il ϕ









. (12)

Iз (1) легко одержати характер χl (ϕ) представлен-
ня Dl:

χl (ϕ) =
∑

m

Dl, mm(ϕ) =

l
∑

m=−l

eimϕ

=
sin(l + 1

2 ) ϕ

sin ϕ
2

. (13)

Для малих кутiв повороту ϕ характер χl = 2 l + 1 i
дорiвнює розмiрностi представлення Dl.

Повернiмось тепер до аналiзу рiвняння Шрединґе-
ра для гамiльтонiана з кубiчною симетрiєю (3). Вiдо-
мо, що цей гамiльтонiан комутує з такими операцiями
симетрiї системи:

1) тотожнє перетворення e;
2) три повороти на кут π — кожний навколо однiєї

з трьох осей 4-го порядку, що становлять клас C2
4 ;

3) по два повороти на π
2 i −π

2 навколо осi 4-го по-
рядку становлять шiсть елементiв класу C4;

4) шiсть поворотiв на π — кожний навколо однiєї з
шести осей 2-го порядку — клас U2;

5) по два повороти на 2
3π i − 2

3π навколо кожної з
чотирьох осей 3-го порядку становлять вiсiм елемен-
тiв класу C3.

Стiльки ж елементiв симетрiї ще одержуємо за умо-
ви врахування наявностi центра симетрiї (iнверсiї).
Однак наявнiсть чи вiдсутнiсть центра симетрiї в гру-
пi симетрiї “зовнiшнього” поля для розгляданого пи-
тання не має значення, бо поведiнка хвильової фун-
кцiї при iнверсiї (парнiсть або непарнiсть рiвня) не
стосується до моменту l.

У таблицi 1 наведено характери кубiчної групи си-
метрiї O:
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Назви представлення e 8C3 3C2 6U2 6C4

A1 1 1 1 1 1

A2 1 1 1 −1 −1

E 2 −1 2 0 0

F1 3 0 −1 −1 1

F2 3 0 −1 1 −1

Таблиця 1.

Якщо порiвняти характери представлень групи
сферичної та кубiчної симетрiї, видно, що стани з
l = 0 не розщеплюються. Врахування кубiчної си-
метрiї квантової точки змiнить лише величину енерґiї
кожного стану з l = 0, 1. Для станiв з l >1 одержу-
ємо розщеплення рiвнiв, бо цi представлення стають
звiдними, якщо врахувати поправку кубiчної симетрiї
(W ). Розкладаючи кожне з представлень χl на незвiд-
нi частини, можна визначити шукане розщеплення.

Якщо позначити характер елементiв класу ρ для
представлення µ як χµ

ρ , то число Nµ, визначає, скiль-
ки разiв представлене µ мiститься в цьому представ-
леннi з характерами χρ:

Nµ =
1

h

Nρ
∑

ρ=1

hρ χµ ∗
ρ χρ.

де h — кiлькiсть елементiв групи, hρ — кiлькiсть еле-
ментiв класу ρ.

Розгляньмо незвiднi представлення групи сферич-
ної симетрiї з l = 2, 3 i врахуймо, що група кубiчної
симетрiї є пiдгрупою даної групи (таблиця 2).

Назва представлення e 8C3 3C2 6U2 6C4

D0 1 1 1 1 1

D1 3 0 −1 −1 1

D2 5 −1 1 1 −1

D3 7 1 −1 −1 −1

Таблиця 2.

Очевидно, що D0 = A1

Обчислiмо числа Nµ для p-станiв: NA1
= NA2

=
NE = NF2

= 0, NF1
= 1. Отже, D1 = F1.

Для випадку l = 2 (d-стани): NA1
= NA2

= NF1
=

0, NE = NF1
= 1.

Отже,

D2 = E + F2.

Аналогiчно можна довести, що

D3 = A2 + F1 + F2.

Отже, стан з l = 2 у кубiчнiй КТ розщеплюється на
два: один двократно i один трикратно вироджений, а
стани з l = 3 розщеплюється на три: один двократно
i два трикратно виродженi.

III. КТ З ПОВЕРХНЕЮ У ФОРМI
ПРАВИЛЬНОЇ ШЕСТИГРАННОЇ ПРИЗМИ

ТА ТЕТРАЕДРА

Розгляньмо тепер квантовi точки, поверхня яких
має форму правильної шестигранної призми. Нехай
розмiри цих КТ в рiзних напрямках вiдрiзняються
незначно. У цьому випадку гамiльтонiан електрона
знову можна вибрати у виглядi (3), де Ĥ0(r) характе-
ризується сферичною симетрiєю.

Повний гамiльтонiан системи характеризуватиме-
ться симетрiєю D6, яка задається шiстьма незвiдними
представленнями: чотири одновимiрнi (A1, A2, A3, A4)
та два двовимiрнi (E1, E2).

Аналiз розщеплення p, d-станiв для КТ розгляданої
форми показав, що

D1 = A1 + E2, D2 = A1 + E1 + E2,

D3 = A2 + A3 + A4 + E1 + E2.

Урахування гексагональної симетрiї квантової точ-
ки приведе до того, що p-стани розщепляться на два
стани: один невироджений i один двократно виродже-
ний. Стани з l = 2 також розщепляться, але на три
стани: два двократно виродженi та один невиродже-
ний. А f -стани розщепляться на п’ять станiв: три не-
виродженi та два двократно виродженi.

Вiдомо, що гетеросистеми з квантовими точками
можна одержати за допомогою рiзних технологiй. Зо-
крема, у методицi Странського–Крастанова вважає-
ться, що КТ мають форму пiрамiди чи зрiзаної пi-
рамiди [15–18]. Розгляньмо, як перетворяться стани
групи сферичної симетрiї при переходi до групи обер-
тань тетраедра, яка задається трьома одновимiрними
(A1, E1, E2) та одним тривимiрним (F ) представлен-
нями. Обчислення показують, що

D1 = F , D2 = E1 + F , D3 = A + 2F .

Отже, “включення” збурення тетрагональної симет-
рiї не розщеплює вироджених p-станiв, d-стани роз-
щепляться на два невиродженi стани та один трикрат-
но вироджений, а f -стани розщепляться на один не-
вироджений та два трикратно виродженi стани.

IV. ЕНЕРҐIЯ ЕЛЕКТРОННИХ СТАНIВ
У КТ КУБIЧНОЇ ФОРМИ

Обчислiмо енерґiю електронних станiв у КТ кубiч-
ної форми. Гамiльтонiан задачi має вигляд (3). Для
знаходження енерґiї та хвильових функцiй станiв ви-
користовуємо варiацiйний метод (для основного ста-
ну) та теорiю збурень.

У варiацiйнiй задачi пробну хвильову функцiю ос-
новного стану електрона шукаємо у виглядi:

Ψ(x, y, z) = Ψ1(x) Ψ2(y) Ψ3(z), (14)

де Ψ(ξ) =



















ci
1 sinα ξ + ci

2 cosα ξ, |ξ| ≤ a/2

ci
3 exp(β ξ), ξ < −a/2

ci
4 exp(−β ξ), ξ > a/2 ,
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α i β — варiацiйнi параметри, причому β > 0, ξ —
одна з декартових координат.

Записуючи умови неперервностi хвильової функцiї
та потоку ймовiрностi на межах подiлу середовищ, от-
римуємо систему однорiдних рiвнянь. Ця система має
нетривiальнi розв’язки, якщо виконуються такi спiв-
вiдношення мiж варiацiйними параметрами α i β :

β1 = −
m2

m1
α ctg

(a α

2

)

,

β2 =
m2

m1
α tg

(a α

2

)

,

(15)

де m1, m2 — ефективнi маси електрона та матрицi
вiдповiдно. Коефiцiєнти ci визначаються з умови нор-
мування функцiй Ψ.

Згiдно з методом Рiтца енерґiю системи знаходили
з умови мiнiмуму функцiонала:

J =

∫∫∫

Ψ(x, y, z) Ĥ Ψ(x, y, z) dx dy dz.

При цьому необхiдно враховувати те, що з умови
β > 0 одержуємо:

β =















m2

m1
α tg

(a α

2

)

,
π

a
n ≤ α ≤

π

a
(n + 1), n = 0, 1 , 2 . . .

−
m2

m1
α ctg

(a α

2

)

, iншi α.

Конкретнi обчислення проведено для гетеросистем GaAs/AlAs та InAs/GaSb.
Енерґiю основного стану електрона як функцiю розмiру КТ обчислено також за допомогою теорiї збурень.

На рис. 1 подано залежнiсть першої поправки до енерґiї, що зумовлена збуренням W , стану: nr = 0, l = 0.
Для порiвняння подано також залежнiсть рiзницi мiж енерґiєю основного стану кубiчної КТ, що одержана
варiацiйним методом, та енерґiєю основного стану сферичної КТ такого самого об’єму (сумарна поправка до
енерґiї).

Рис. 1. Залежнiсть рiзницi мiж енерґiєю основного стану електрона в кубiчнiй та сферичнiй КТ вiд об’єму КТ, яка
обчислена за теорiєю збурень (кривi 1,1′) та варiацiйним методом (кривi 2, 2′) для гетеросистем InAs/GaSb (суцiльнi
кривi) та GaAs/AlAs (штриховi кривi).

Видно, що для обох типiв гетероструктур рiзниця
мiж енерґiєю електрона основного стану КТ кубiчної
форми i КТ сферичної форми змiнюються немонотон-
но зi змiною розмiрiв КТ. Як i слiд було очiкувати,
варiацiйний метод дає менше значення енерґiї елект-
рона кубiчної КТ, нiж теорiя збурень. Для великих R
рiзниця мiж результатами обох обчислень є меншою,
нiж при малих R. Пояснення отриманих залежнос-
тей якiсно легше зрозумiти на основi теорiї збурень.

Формування величини поправки вiдбувається на ос-
новi двох конкуруючих факторiв. Як показує аналiз
збурення, функцiя W = W (x, y, z) є складною фун-
кцiєю координат, яка приймає, як додатнi так i вiд’-
ємнi значення в дiлянцi межi подiлу середовищ, i при
обчисленнi потрiйних iнтеґралiв необхiдно послiдовно
врахувати складнi межi iнтеґрування, що зумовленi
перетином поверхонь куба та кулi. Зменшення об’єму
КТ веде до ефективного зростання “потужностi” по-
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тенцiалу W . З iншого боку, зменшення об’єму супро-
воджується зростанням енерґiї заряду i зменшенням
густини ймовiрностi перебування частинки в актуаль-
нiй дiлянцi простору.

Важливу роль вiдiграє маса електрона. Для гете-
роструктури InAs/GaSb маса частинки всерединi КТ
менша, нiж у структурi GaAs/AlAs. Це є причи-
ною того, що рiзниця мiж результатами теорiї збурень
та варiацiйного методу для першої гетероструктури
бiльша, нiж для другої.

Використовуючи теорiю збурень та симетрiйний
аналiз, обчислили також поправки до енерґiї елект-
рона в p- та d-станах. Цi стани є виродженими. Для
знаходження першої поправки до енерґiї ∆El необхiд-
но знайти матричнi елементи вiд (W − ∆E ′

l) на вiд-
повiдних хвильових функцiях гамiльтонiана Ĥ0 i ви-

значник матрицi прирiвняти до нуля. Задача про зна-
ходження ∆E′

l суттєво спрощується, якщо матриця є
дiагональною. Врахування симетрiї задачi дозволило
найлiпше виконати поставлене завдання. Поряд з цим
запропонований пiдхiд дає змогу визначити точнiсть
проведених обчислень завдяки тому, що теорiя груп
дає чiткi рекомендацiї щодо рiвностi матричних еле-
ментiв мiж собою або рiвностi їх нулевi.

Згiдно з теорiєю груп [21], сферичнi функцiї
перетворюються як партнери в базисах незвiд-
них представлень групи куба O. Зокрема, функцiї
Y1,−1, Y1,0,−Y1,1 утворюють базис представлення F1;
представленню вiдповiдає базис: 1√

2
(Y2,2+Y2,−2), Y2,0,

а функцiї 1√
2
(Y2,2 − Y2,−2), Y2,1, Y2,−1 є базисом пред-

ставлення F2.

Рис. 2. Залежнiсть ∆El = ∆El(V ) для гетеросистем GaAs/AlAs (штриховi кривi) та InAs/GaSb (суцiльнi кривi)
.

Обчислення матричних елементiв, проведене для
гетероструктур GaAs/AlAs та InAs/GaSb, показало,
що вiдповiдно до теорiї груп вiдмiнними вiд нуля на
цих функцiях є лише дiагональнi матричнi елементи.
Причому, як i слiд очiкувати, для стану F1 всi дiа-
гональнi елементи однаковi (стан у кубiчнiй КТ за-
лишається трикратно виродженим). Обчислення мат-
ричних елементiв проведено з точнiстю до 10−12.

Для l = 2 матриця 5 × 5 також є дiагональною i
мiстить два елементи однiєї величини (E-стан) та три
елементи iншої величини (F2-стан). Отже, ми одер-
жуємо два значення поправки до енерґiї, рiзниця мiж
якими визначатиме величину розщеплення d-стану в
кубiчнiй КТ.

Результати обчислень залежностi ∆E ′
l вiд об’єму

КТ для обох гетероструктур подано на рис. 2.
Iз рис. 2 видно, що при великих розмiрах КТ по-

правки до енерґiї як s-, так i p-станiв є невеликими.
Зменшення об’єму веде до зростання ∆El (l = 0, 1).
Що стосується поправок ∆E

(1)
3 , ∆E

(2)
3 , то вони не ли-

ше суттєво вiдрiзняються за величиною (при V =7000
нм3 для гетеросистеми InAs/GaSb ∆E

(2)
3 − ∆E

(1)
3 =

110 меВ ), але й по-рiзному змiнюються зi змiною об’-
єму. Зменшення V веде до збiльшення розщеплення
d-рiвня, але коли V <V0 (V0 для цих гетероструктур
рiзне), то розщеплення зменшується зi зменшенням V.
Якщо провести порiвняння мiж величинами розщеп-
лення d-рiвня для двох рiзних типiв КТ, то видно,
що в системi GaAs/AlAs розщеплення менше, нiж в
InAs/GaSb. Цей ефект, як i величини поправок для s-
i p-рiвнiв, також пояснюється рiзницею мас електрона
в КТ вiдповiдних наногетеросистем.

Отже, в цiй статтi за допомогою теорiї груп до-
слiджено вплив симетрiї форми КТ на розщеплення
енерґетичних рiвнiв. Показано, що в КТ кубiчної фор-
ми енерґетичнi рiвнi з l = 2 (d-рiвнi) розщеплюються
на два: один двократно й один трикратно виродженi,
а рiвнi з l = 3 розщеплюються на три: один двократ-
но i два трикратно виродженi. В КТ, поверхня яких
має гексагональну форму, p-рiвнi розщеплюються на
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два: один невироджений i один двократно виродже-
ний; рiвнi з l = 2 також розщеплюються, але на три:
два двократно виродженi та один невироджений; f -
рiвнi розщеплюються на п’ять: три невиродженi та
два двократно виродженi. Для тетраедральних КТ
d-рiвнi розщеплюються на два невиродженi та один
трикратно вироджений, а f -рiвнi — на один невиро-
джений та два трикратно виродженi.

За допомогою варiацiйного методу (для основного
стану) та теорiї збурень знайдено енерґiї i хвильовi

функцiї станiв для КТ кубiчної форми. Використову-
ючи теорiю збурень та симетрiйний аналiз, обчислено
також поправки до енерґiї електрона у p- та d-станах.
Конкретнi обчислення проведено для гетероструктур
GaAs/AlAs та InAs/GaSb.
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INFLUENCE OF THE SYMMETRY OF A QUANTUM DOT SHAPE
ON ITS ENERGY SPECTRUM
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Ivan Franko Drohobych State Pedagogical University,
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In the paper the influence of a quantum dot shape on energy state splitting by group symmetry is studied. In
particular, energy levels splitting of cubic, hexagonal, tetrahedral quantum dots is analyzed in detail. A quantum
dot of spherical symmetry which serves as a basis yields an exact value of the charge (electron, hole) energy as
well as a Schrödinger equation solution. In the frames of the variational method (in case of the ground state) and
perturbation theory the energies and wave functions of states are found. Specific calculations are performed for
the GaAs/AlAs and InAs/GaSb heterostructures. It is necessary to take account of derived results in developing
a consecutive theory of electron states in cubic, hexagonal and tetrahedral quantum dots.
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