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Отримано спектр потужностi збурень концентрацiї вiльних електронiв в епоху космологiч-
ної рекомбiнацiї водню. Показано, що амплiтуда спектра збурень електронiв на масштабах,
бiльших за акустичний горизонт, бiльша за амплiтуду збурень концентрацiї барiонної речо-
вини (атоми та йони водню i гелiю) у ≈ 17 разiв. У дiлянцi першого i другого акустичних
пiкiв таке вiдношення становить ≈ 18, третього — 16. Проаналiзовано вплив космологiчних
параметрiв на спiввiдношення амплiтуд збурень вiльних електронiв та барiонної речовини.
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ВСТУП

Спостережуванi данi про флюктуацiї температу-
ри релiктового випромiнювання, отриманi в рядi на-
земних, стратосферних та космiчних експериментiв,
стали основним тестом космологiчних моделей нашо-
го Всесвiту та ключовими даними у визначеннi їх-
нiх фундаментальних параметрiв. Найбiльшим над-
банням сучасної космологiї є данi трьох рокiв спо-
стережень усього неба в мiкрохвильовому дiапазонi,
отриманi за допомогою космiчного телескопа WMAP
(Wilkinson Microwave Anisotropy Probe) [1]. Вони да-
ли змогу визначити космологiчнi параметри з точ-
нiстю [2, 3], яка визначається глибиною врахування
всiх фiзичних процесiв, вiдповiдальних за формуван-
ня анiзотропiї температури й поляризацiї релiктового
випромiнювання, та точнiстю тих наближень, що ле-
жать в основi аналiтичних та числових розрахункiв.
Важливим складником теорiї анiзотропiї релiктово-
го випромiнювання є кiнетика космологiчної рекомбi-
нацiї первинної плазми та розрахунок швидкостi змi-
ни концентрацiї вiльних електронiв у перiод вiдриву
теплового електромагнiтного випромiнювання вiд ре-
човини. Основи теорiї космологiчної рекомбiнацiї за-
кладено в роботах [4] та [5] у 1968 роцi. У наступних
працях [6–11] було докладно вивчено основнi проце-
си, а точнiсть розрахунку кiнетики рекомбiнацiї до-
ведена до кiлькох вiдсоткiв. Найповнiший сучасний
аналiз кiнетики космологiчної рекомбiнацiї здiйснено
в роботi [12], де враховувано багаторiвневу структу-
ру атома водню й гелiю (' 300 рiвнiв), нерiвноважну
кiнетику та, практично, всi процеси, що визначають
термiчний стан плазми. Цi ж автори створили про-
граму RECFAST [13], яка забезпечує точнiсть розра-
хунку концентрацiї вiльних електронiв ∼ 1%. Її ви-
користовують у програмах CMBFAST [14, 15], CAM-
BCODE [16], CMBEASY [17] та iн. для розрахунку
спектра потужностi флюктуацiй густини речовини,
температури та поляризацiї релiктового випромiню-
вання. Оскiльки точнiсть експериментальних даних,

отриманих в експериментi WMAP, уже сумiрна з точ-
нiстю теоретичних передбачень, а в запланованому
експериментi PLANCK очiкується ще в кiлька разiв
вища, то актуальним стає завдання врахувати тi фi-
зичнi процеси, що досi не бралися до уваги, серед
яких: переходи мiж високими рiвнями атомiв водню
та гелiю, їхня тонка структура та ширина, поглинан-
ня й перевипромiнювання теплового випромiнюван-
ня. Цi та iншi ефекти активно вивчають останнiми
роками [18–22] з метою пiдняти точнiсть розрахунку
кiнетики космологiчної рекомбiнацiї до часток вiдсот-
ка. У наших роботах [23,24] дослiджено вплив адiаба-
тичних збурень густини на концентрацiю йонiзованих
фракцiй. Показано, що в момент рекомбiнацiї в дiлян-
цi максимуму функцiї видимостi амплiтуда вiдносних
збурень концентрацiї електронiв у 4–5 разiв бiльша,
нiж амплiтуда вiдносних збурень повної густини ба-
рiонiв. Причиною такої рiзницi є значно вища чут-
ливiсть до флюктуацiй температури швидкостi фото-
йонiзацiї водню й гелiю, нiж спонтанної рекомбiнацiї.
Це зрозумiло, оскiльки йонiзацiя водню й гелiю у цей
час здiйснюється квантами фонового теплового ви-
промiнювання зони Вiна (hν � kT ). Бiльша амплiту-
да збурень електронної компоненти не вiдображаєть-
ся на амплiтудi флюктуацiй температури релiктового
випромiнювання в лiнiйному наближеннi за амплiту-
дою збурень. Однак не виключено, що вона прояви-
ться в розрахунках ступеня поляризацiї релiктового
випромiнювання. Тому в цiй статтi ми докладнiше ви-
вчаємо цей ефект для адiабатичних збурень рiзного
масштабу в дiлянцi акустичних пiкiв (сахаровських
осциляцiй), щоб порiвняти спектри потужностi збу-
рень густини рiзних складникiв на момент рекомбiна-
цiї. Усi розрахунки в цiй роботi проведено за допомо-
гою програми drecfast.for, яка детально описана у пра-
цях [23, 24] i виставлена для вiльного користування
на сайтi http://astro.franko.lviv.ua/novos. Дослiджен-
ня цiєї статтi обмежено ΛCDM-моделлю з параметра-
ми, визначеними на основi даних про анiзотропiю тем-
ператури релiктового випромiнювання, даних про ха-
рактеристики великомасштабної структури та дина-
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мiку розширення Всесвiту. Комбiнацiя даних WMAP
[1] iз рiзними наборами даних про великомасштабну
структуру Всесвiту та динамiку його розширення дає
дещо вiдмiннi значення параметрiв. Дiапазон значень
основних iз них, наприклад у визначеннях [2], такий:
ΩΛ = 0.7 ÷ 0.8, Ωm = 0.23 ÷ 0.31, Ωb = 0.04 ÷ 0.05,
h = 0.68 ÷ 0.75, As = 0.75 ÷ 0.92, ns = 0.9 ÷ 0.96,
де ΩΛ ≡ Λ/3H2

0 , Ωb ≡ ρb/ρcr, Ωm ≡ ρm/ρcr, — кос-
мологiчна стала, густина барiонної матерiї та густи-
на всiєї матерiї (барiони + темна матерiя) в одини-
цях критичної густини ρcr ≡ 3H2

0/8πG вiдповiдно,
h = H0/100км/c/Мпк — безрозмiрна стала Габбла, As

— амплiтуда початкового спектра потужностi збурень
густини речовини, ns — спектральний iндекс скаляр-
ної моди збурень. Розрахунки космологiчної реком-
бiнацiї та спектри потужностi збурень густини елек-
тронiв проводитимуться у ΛCDM-моделi з найбiльш
оптимальними параметрами за двома визначеннями:
ΩΛ = 0.736, Ωm = 0.278, Ωb = 0.05, h = 0.68, σ8 = 0.73,
ns = 0.96 [3] та ΩΛ = 0.76, Ωm = 0.24, Ωb = 0.042,
h = 0.73, As = 0.83, ns = 0.958 [2]. Кутовi спектри
потужностi флюктуацiй температури релiктового ви-
промiнювання для них практично збiгаються [3].

I. ЗАЛЕЖНIСТЬ ВIДНОСНОЇ
КОНЦЕНТРАЦIЇ ВIЛЬНИХ ЕЛЕКТРОНIВ ВIД
ЧЕРВОНОГО ЗМIЩЕННЯ У ΛCDM-МОДЕЛI

Особливiстю космологiчної рекомбiнацiї водню та
гелiю в ΛCDM-моделi є те, що вона вiдбувається в
умовах, коли повна густина енерґiї теплового випро-
мiнювання сумiрна з густиною барiонної речовини:
εγ ≈ c2ρb. Надалi використаймо такi позначення: nHI

i nHII — концентрацiї нейтральних атомiв та йонiв
водню вiдповiдно, nHeI, nHeII i nHeIII — концентра-
цiї нейтральних атомiв, один раз i двiчi йонiзовано-
го гелiю, ne = nHII + nHeII + 2nHeIII — концентра-
цiя вiльних електронiв, nH = nHI + nHII — загаль-
на концентрацiя водню, nHe = nHeI + nHeII + nHeIII

— загальна концентрацiя гелiю. Зручно перейти до
вiдносних концентрацiй: xHI ≡ nHI/nH — вiдносний
умiст нейтрального водню, xHII ≡ nHII/nH — вiднос-
ний умiст йонiзованого водню, xHeI ≡ nHeI/nHe — вiд-
носний умiст нейтрального гелiю, xHeII ≡ nHeII/nHe —
вiдносний умiст один раз йонiзованого гелiю, xHeIII ≡
nHeIII/nHe — вiдносний умiст двiчi йонiзованого ге-
лiю, xe ≡ ne/nH — вiдносний умiст вiльних елект-
ронiв. Вiдношення загальних концентрацiй гелiю й
водню позначимо fHe ≡ nHe/nH, яке виражається
через масову частку первинного гелiю YP , так що
fHe = YP /4(1 − YP ) (надалi в розрахунках поклада-
ємо YP = 0.24 [25]). Для “x”-iв виконуються очевид-
нi спiввiдношення: xe = xHII + fHexHeII + 2fHexHeIII,
xHI + xHII = 1, xHeI + xHeII + xHeIII = 1. Масову гус-
тину барiонної речовини можна виразити через кон-
центрацiю водню так: ρb ≈ mpnb = mp(nH + 4nHe) =
mpnH(1 + 4fHe), де nb — середня концентрацiя час-
тинок барiонної речовини (протони, нейтрони), mp —
маса спокою протона.

На раннiх етапах розвитку Всесвiту (z > 104) всi
атоми водню й гелiю повнiстю йонiзованi квантами
теплового випромiнювання, так що xHII = 1, xHI = 0,
xHeIII = 1, xHeI = xHeII = 0 i xe = 1 + 2fHe [12, 13].
На z ∼ 8000 кiлькостi квантiв електромагнiтного ви-
промiнювання з енерґiєю, бiльшою вiд потенцiалу йо-
нiзацiї HeII з основного стану недостатньо, щоб утри-
мувати весь гелiй у стадiї двократної йонiзацiї. HeIII
починає рекомбiнувати, i з’являються йони HeII. Ре-
комбiнацiя HeIII вiдбувається в умовах докладного
балансу для всiх рiвнiв у кожен момент часу, тобто в
умовах термодинамiчної рiвноваги. Вiдносну концен-
трацiю двiчi iонiзованого гелiю xHeIII описуємо фор-
мулою Саха:

xexHeIII

xHeII

=
(2πmekTm)3/2

h3nH

e−χHeII/kTm , (1)

де Tm — температура матерiї, me — маса електрона,
k — стала Больцмана, h — стала Планка, а χHeII —
потенцiал йонiзацiї з основного стану йонiв HeII. Ос-
кiльки в цей час водень i гелiй повнiстю йонiзованi
(xHI = 0, xHII = 1, xHeI = 0), то xHeII = 1 − xHeIII, а
xe = 1+fHe(1+xHeIII), i рiвняння легко розв’язується
щодо xe. За його допомогою можна переконатися, що
вже на z ∼ 5000 практично весь гелiй перебувають в
стадiї однократної йонiзацiї. Такий стан зберiгається
до z ∼ 3500 — початку рекомбiнацiї HeI. У цей перiод
умови ще близькi до стану термодинамiчної рiвнова-
ги. Поки частка nHeI вiд усього гелiю менша вiд 1%,
роль метастабiльного рiвня 2s в кiнетицi рекомбiнацiї
HeI незначна, i концентрацiя йонiзованого гелiю xHeII

досить точно описується формулою Саха:

xexHeII

xHeI

= 4
(2πmekTm)3/2

h3nH

e−χHeI/kTm . (2)

Тепер xHeIII = 0 i xHeI = 1 − xHeII, а χHeI — потен-
цiал йонiзацiї з основного стану атомiв HeI. Для точ-
ного розрахунку xHeII необхiдно знати точне значен-
ня xe = xHII + fHexHeII. I хоча xHII ≈ 1, зменшен-
ня частки nHII вiд усього водню внаслiдок рекомбiна-
цiї на 0.1% приводить до сумiрної змiни ne внаслiдок
рекомбiнацiї HeII через переважаючий умiст водню
(fHe = 0.079). Отже, на цьому етапi необхiдно уже
враховувати рекомбiнацiю водню, яка в цей час ще
досить точно описується формулою Саха:

xexHII

xHI

=
(2πmekTm)3/2

h3nH

e−χHI/kTm , (3)

де χHI — потенцiал йонiзацiї з основного стану атомiв
HI. Система цих двох рiвнянь зводиться до одного ал-
гебраїчного кубiчного рiвняння для xe, яке має один
дiйсний корiнь:

xe = 2
√

−A/3 cos (α/3) − B/3, (4)

де B = RHI + RHeI, RHeI i RHI — правi частини рiв-
нянь (2) i (3), cosα = C/2

√

−A3/27, A = D − B2/3,
D = RHIRHeI−RHI−fHeRHeI, C = 2B3/27−BD/3−E,
E = −RHIRHeI(1 − fHe). Програма RECFAST допов-
нена цим розв’язком для коректного розв’язання за-
дач про збурення концентрацiй йонiзованого водню i
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гелiю, який, однак, не мiняє суттєво результатiв об-
числення значень x-iв [23, 24].

Метастабiльнi стани 2s HeI та HI зумовлюють за-
тримку рекомбiнацiї HeII→HeI та HII→HI, порушен-
ня рiвноважного заселення рiвнiв та йонiзацiйно-

рекомбiнацiйної рiвноваги (ефект “горловини пляш-
ки”). Рiвняння Саха вже адекватно не описує стану
йонiзацiї атомiв, тому необхiдно розв’язувати рiвнян-
ня нерiвноважної рекомбiнацiї [13]:

dxHeII

dz
=
(

xHeIIxenHαHeI − βHeI(1 − xHeII)e
−hν

HeI21s
/kTm

)

(5)

×
1 + KHeIΛHenH(1 − xHeII)e

−hνps/kTm

H(z)(1 + z)
(

1 + KHeI(ΛHe + βHeI)nH(1 − xHeII)e−hνps/kTm

)

та

dxHII

dz
=
(

xexHIInHαH − βH(1 − xHII)e
−hνH2s/kTm

)

(6)

×
1 + KHΛHnH(1 − xHII)

H(z)(1 + z) (1 + KH(ΛH + βH)nH(1 − xHII))
,

де

αHeI = q





√

Tm

T2

(

1 +

√

Tm

T2

)1−p(

1 +

√

Tm

T1

)1+p




−1

м3с−1, (7)

αH = F · 10−19atb/(1 + ctd)м3с−1, t = Tm/104. (8)

αHeI i αH — коефiцiєнти рекомбiнацiї гелiю [26] i вод-
ню [27] вiдповiдно. KHeI ≡ λ3

HeI21p/[8πH(z)] — множ-
ник, який ураховує “почервонiння” квантiв резонан-
сної лiнiї основної серiї HeI (21p − 11s переходу),
KH ≡ λ3

H2p/[8πH(z)] — множник, який ураховує чер-
воне змiщення Lyα квантiв, зумовлене розширенням
Всесвiту. Коефiцiєнти фотойонiзацiї в (5) i (6) розра-
ховуються через коефiцiєнти рекомбiнацiї так:

β = α(2πmekTm/h2)3/2e−hν2s−1s/kTm . (9)

Температура матерiї Tm практично дорiвнює тем-
пературi випромiнювання TR аж до z ∼ 800, оскiль-
ки до цього моменту характерний час томсонiвсько-
го розсiювання квантiв теплового випромiнювання на
вiльних електронах значно менший вiд характерного
часу розширення Всесвiту, tTh/tHubble < 10−3. Отже,
до цього моменту швидкiсть змiни температури опи-
сується адiабатичним охолодженням випромiнювання
(γ = 4/3) внаслiдок розширення Всесвiту:

dTm

dz
=

Tm

(1 + z)
. (10)

I лише пiсля рекомбiнацiї на червоних змiщеннях
z < 800 адiабатичне охолодження iдеального газу
(γ = 5/3) починає переважати нагрiвання за раху-
нок ефекту Комптона, який “пiдтягує” температуру
газу до температури випромiнювання. Охолодження
газу за рахунок вiльно-вiльних, зв’язано-вiльних та
зв’язано-зв’язаних переходiв, ударної йонiзацiї, як i

нагрiв за рахунок фотойонiзацiй та ударної рекомбi-
нацiї, дають внесок у швидкiсть змiни температури,
який не перевищує сотої частки вiдсотка вiд основ-
них процесiв — адiабатичного охолодження та ефек-
ту Комптона [12]. Отже, в цю епоху досить точним є
таке рiвняння для швидкостi змiни температури ма-
терiї [13]:

dTm

dz
=

8σThaRT 4
R

3H(z)(1 + z)mec

xe

1 + fHe + xe

(Tm − TR)

+
2Tm

(1 + z)
. (11)

Значення всiх атомних сталих i коефiцiєнтiв, якi вхо-
дять у рiвняння (1)–(11), наведенi в табл. 1.

На рис. 1 показано вiдносний умiст вiльних елек-
тронiв xe в дiапазонi червоних змiщень 400 ≤ z ≤
10000. Точковою лiнiєю зображено функцiю видимос-
тi dτ/dze−τ , де τ — оптичнаглибина за томсонiвсь-
ким розсiюванням, z = (a−1 − 1) — червоне змi-
щення. Вона окреслює зону космологiчної рекомбiна-
цiї. Розрахунки, представленi на рис. 1, проведенi для
ΛCDM-моделi з параметрами ΩΛ = 0.736, Ωm = 0.278,
Ωb = 0.05, h = 0.68 [3] та ΩΛ = 0.76, Ωm = 0.24,
Ωb = 0.042, h = 0.73 [2]. Кривi xe(a) для цих двох на-
борiв параметрiв практично наклалися: рiзниця ∼ 4%
досягається в областi максимуму функцiї видимостi
(zdec ≈ 1080) i сягає ∼ 6% для “загартувального” зна-
чення xe ∼ 10−3 на z ≤ 900.
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Стала Значення Джерело

χHI 2.17871122 · 10
−18 Дж [13]

χHeI 3.9393393 · 10
−18 Дж [13]

χHeII 8.71869443 · 10
−18 Дж [13]

hνH2s 1.63403509 · 10
−18 Дж [13]

hνps 3.30301387 · 10
−18 Дж [13]

hνHeI21s 9.64908312 · 10
−20 Дж [13]

hν2s−1s (HI) 5.4467613 · 10
−19 Дж [27]

hν2s−1s (HeI) 6.36325429 · 10
−19 Дж [26]

λH2p 121.567 нм [13,37]
λHeI21p 58.4334 нм [13,37]

F 1.14 [13]
a 4.309 [27]
b −0.6166 [27]
c 0.6703 [27]
d 0.5300 [27]
q 1.80301774 · 10

−17 [26]
p 0.711 [26]
T1 1.30016958 · 10

5 K [26]
T2 3K [26]
ΛH 8.22458 c−1 [38]
ΛHe 51.3 c−1 [39]

Таблиця 1. Атомнi сталi i константи апроксимацiйних
формул.

Рис. 1. Залежнiсть вiдносного вмiсту вiльних електро-
нiв вiд червоного змiщення у ΛCDM-моделi з параметрами
ΩΛ = 0.736, Ωm = 0.278, Ωb = 0.05, h = 0.68 [3] (суцiльна
лiнiя) та ΩΛ = 0.76, Ωm = 0.24, Ωb = 0.042, h = 0.73 [2]
(штрихова лiнiя наклалася на суцiльну). Точкова лiнiя
— функцiя видимостi dτ/dz e−τ (×270). На нижнiй па-
нелi — вiдносна рiзниця xe для двох наборiв параметрiв
ΛCDM-моделi.

II. ЗБУРЕННЯ КОНЦЕНТРАЦIЙ ЙОНIВ
ТА АТОМIВ

A. Означення

Нехай середнi по всьому простору на фiксований
момент часу значення вiдносних концентрацiй HI,
HII, HeI, HeII, HeIII та eлектронiв є xi, де “i” позна-
чає кожну з них. Локальне значення концентрацiї цiєї
ж фракцiї в дiлянцi малого за амплiтудою вiдносного
збурення гуcтини барiонної матерiї δb ≡ δρb/ρb � 1,
де ρb — середня густина барiонної речовини, познач-
мо x̂i. Його вiдхилення вiд середнього позначмо δxi,
так що x̂i = xi + δxi, i назвiмо збуренням i-ої фрак-
цiї. Вiдноснi збурення вiдносних концентрацiй атомiв
та йонiв водню, гелiю i вiльних електронiв означи-
мо так: ∆i ≡ δxi/xi, де xi — будь-яка з цих фрак-
цiй. Легко переконатись, що ∆e = δne/ne − δnH/nH,
∆HII = δnHII/nHII − δnH/nH, ∆HeII = δnHeII/nHeII −
δnHe/nHe, ∆HeIII = δnHeIII/nHeIII−δnHe/nHe. Оскiльки
для гомогенного середовища1 δb ≡ δρb/ρb = δnb/nb =
δnH/nH = δnHe/nHe, то

∆i = δni
− δb, (12)

де δni
≡ δni/ni = ∆i + δb – вiдносне збурення кон-

центрацiї i-ої фракцiї. Слiд вiдзначити, що у Всесвi-
тi, який розширюється, рекомбiнацiя не завершується
повнiстю, а вiдбувається загартування йонiзацiї, тоб-
то жодна з величин ni не досягає нуля i розбiжностi
δni

вiдсутнi. Iз (12) випливає, що ∆i також не розбi-
гаються. Числовi розрахунки, представленi в [23, 24],
пiдтверджують це.

Таким чином, ∆i це рiзниця двох вiдносних збу-
рень: концентрацiї i-ої фракцiї та густини барiонної
матерiї. Оскiльки δni

i δb — скалярнi функцiї коорди-
нат у заданiй системi вiдлiку, то при калiбрувальних
перетвореннях, якi не змiнюють властивостей космо-
логiчного фону, кожна з них перетворюється шляхом
додавання одного й того ж виразу iз складника пере-
творення часової координати (див. [28–30]). Оскiль-
ки у (12) вони входять iз рiзним знаком, то ∆i зали-
шається незмiнною при таких перетвореннях, тобто є
калiбровально-iнварiантною величиною.

Якщо з часом стан йонiзацiї не змiнюється (атоми
водню чи гелiю повнiстю йонiзованi), то δni

= δb i
∆i = 0. Коли швидкостi рекомбiнацiї та фотойонi-
зацiї змiнюються й вiдбувається змiна йонiзацiйно-
го стану довiльної компоненти, тодi δni

i δb можуть
змiнюватися з рiзною швидкiстю, оскiльки змiна δb

визначається ґравiтацiєю та пружнiстю середовища,
а δni

— ще й кiнетикою йонiзацiйно-рекомбiнацiйних
процесiв. Тобто ∆i є мiрою вiдхилення збурення кон-
центрацiї цiєї фракцiї вiд збурення густини барiонної
компоненти внаслiдок змiни швидкостi йонiзацiйно-
рекомбiнацiйних процесiв в областi збурення густини

1Окрiм того, барiонно-фотонна плазма є макроскопiчно електронейтральною — ne = np всюди i завжди.
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барiонної речовини щодо швидкостi на космологiчно-
му фонi.

Для адiабатичних збурень на раннiх етапах розвит-
ку Всесвiту вiдноснi збурення густини барiонної мате-
рiї δb й енерґiї теплового випромiнювання δR ≡ δεR/εR
пов’язанi спiввiдношенням: δR = 4δb/3. Оскiльки εR =
aT 4

R, то δTR
≡ δTR/TR = δb/3.

B. Рiвняння

Амплiтуди флюктуацiй густини речовини δb та тем-
ператури теплового випромiнювання δTR

, зґенерова-
нi в ранньому Всесвiтi, зростають унаслiдок ґравi-
тацiйної нестiйкостi й на момент рекомбiнацiї сяга-
ють величини ' 10−4–10−5 у дiапазонi масштабiв
30–300h−1Мпк (залежать також вiд спектра потуж-
ностi початкових збурень). Локальнi флюктуацiї гус-
тини речовини приведуть до вiдповiдних флюктуа-
цiй концентрацiй йонiв, δe ∝ δb. Оскiльки швидкiсть
протiкання йонiзацiйно-рекомбiнацiйних процесiв за-
лежить вiд густини й температури речовини, то в дi-
лянцi таких флюктуацiй розподiл елементiв за стана-
ми йонiзацiї вже буде дещо вiдмiнним вiд фонового,
тобто в цих областях можна очiкувати ∆i 6= 0. Ми
розглядаємо малi за амплiтудою збурення густини й
температури барiонно-фотонної плазми, тому в дiлян-
цi збурень чинними є всi рiвняння (1)–(11), а зв’язок
мiж збуреннями концентрацiй йонiв та космологiчни-
ми збуреннями густини й температури речовини мож-
на отримати варiюванням цих рiвнянь.

Проварiювавши рiвняння (1) для збурення елект-
ронної фракцiї ∆e = xHeIIIfHe∆HeIII/xe, отримаємо:

∆e =
xHeIII(1 − xHeIII)fHe

xe + (1 − xHeIII)xHeIIIfHe

×

[(

3

2
+

χHeII

kTm

)

δTm
− δb

]

. (13)

Як бачимо, вiдносне збурення концентрацiї електро-
нiв є лiнiйною комбiнацiєю початкового вiдносного
збурення температури й густини барiонної речови-
ни. У дiлянцi адiабатичних збурень флюктуацiя ∆e

має той самий знак, що й флюктуацiя температури
матерiї, а флюктуацiя густини речовини входить у
цю комбiнацiю з протилежним знаком. Значення xe

i xHeIII розраховуємо з рiвняння (1). Iз (13) випливає
асимтотична поведiнка вiдносного збурення концен-
трацiї HeIII: на червоних змiщеннях z > 7000, коли
xHeIII → 1 (весь гелiй переходить у двiчi йонiзований
стан), ∆HeIII → 0 (δnHeIII

= δb), на червоних змiщеннях
z < 5000 при xHeIII → 0 ∆HeIII →

χHeII

kTm
δTm

i зростає зi
зниженням температури. Очевидно, що таке зростан-
ня зумовлене стрiмким спадом xHeIII, а не вiдображає
реальну еволюцiю збурення фракцiї HeIII.

На 3500 < z < 5000 водень i гелiй (однократно)
повнiстю йонiзованi (xHII = xHeII = 1, xHI = xHeI =
xHeIII = 0), тому вiдноснi збурення концентрацiй усiх
фракцiй дорiвнюють нулевi. Iз подальшим знижен-
ням температури починає рекомбiнувати HeI, а зго-
дом i HI, кiнетику яких описують рiвняння Саха (2)
i (3). Варiюючи цi рiвняння, отримуємо вирази для
вiдносних збурень концентрацiй йонiв гелiю ∆HeII i
водню ∆HII, з яких одержуємо вираз для збурення
фракцiї вiльних електронiв ∆e:

∆e =
(1 − xHII)xHII

χHI

kTm
(1 + (1 − xHeII)xHeII/xe)

(1 − xHII)xHII + (1 − xHeII)xHeIIfHe − xe

δTm

+
(1 − xHeII)xHeII

χHeI

kTm
(fHe − (1 − xHII)xHII/xe)

(1 − xHII)xHII + (1 − xHeII)xHeIIfHe − xe

δTm
(14)

+
(1 − xHII)xHII + (1 − xHeII)xHeIIfHe

(1 − xHII)xHII + (1 − xHeII)xHeIIfHe − xe

[

3

2
δTm

− δb

]

.

При xHeII → 1 i xHII → 1 ∆e → 0, як i очiкувалося. Друга асимптотика, коли xHeII → 0 i xHII → 0, не має
фiзичного змiсту, оскiльки вже при xHeII ≤ 0.99 i xHII ≤ 0.99 необхiдно застосовувати рiвняння нерiвноважної
кiнетики рекомбiнацiї й енерґетичного балансу (5)–(11). Для цього випадку отримуємо аналогiчнi диференцi-
альнi рiвняння еволюцiї для вiдносних збурень концентрацiй фракцiй ∆HII, ∆HeII i температури матерiї δTm

шляхом варiювання (5)–(11). У розгорнутому виглядi вони наведенi у [23,24], тут подаємо їх узагальнено так:

xi
d∆i

dz
=

dxi

dz

[

Ai∆e +

{

xi

1 − xi
(Bi − Ci + Di) + Ai − 1

}

∆i + {Ai + Ci − Di} δb (15)

+

{

Fi −
3

2
Bi − Di

βi

Λi + βi

(

3

2
+ Fi

)

−

(

Bi + Di
βi

Λi + βi

)

hν2si

kTm
+ Θi

hνips

kTm
(Ci − Di) − Bi

hνi2s

kTm

}

δTm

]

.
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де iндекс “i” набуває двох значень, що вiдповiдають
HeII та HII, а значення функцiй Ai, Bi, Ci, Di, Fi,
Θi визначаються концентрацiєю йонiв атомiв водню
або гелiю та кiнетикою їх рекомбiнацiї (див. Дода-
ток). Рiвняння нерiвноважної рекомбiнацiї (5) i (6),
вираженнi через цi функцiї, матимуть вигляд:

dxi

dz
=

xixenHαi

H (z) (1 + z)

Di

AiCi

Λi

Λi + βi
. (16)

Iз (16)–(16) знаходимо вираз для вiдносних збурень
концентрацiй вiльних електронiв

∆e =
H (z) (1 + z)

xenHαi

Λi + βi

Λi

Ci

Di

d∆i

dz
−

1

Ai

[{

xi

1 − xi
(Bi − Ci + Di) Ai − 1

}

∆i + {Ai + Ci − Di} δb

+

{

Fi −
3

2
Bi − Di

βi

Λi + βi

(

3

2
+ Fi

)

−

(

Bi + Di
βi

Λi + βi

)

hν2si

kTm
+ Θi

hνips

kTm
(Ci − Di) − Bi

hνi2s

kTm

}

δTm

]

. (17)

Для опису еволюцiї вiдносних збурень температури матерiї отримаємо рiвняння

Tm

dδTm

dz
=

8σThaRT 4
R

3H(z)(1 + z)mec

xe

1 + fHe + xe

[

(Tm − TR)
1 + fHe

1 + fHe + xe

∆e + (4Tm − 5TR) δTR
+ TRδTm

]

. (18)

Отже, рiвняння (16)–(18) становлять систему зви-
чайних лiнiйних диференцiальних рiвнянь першого
порядку для збурень вiдносних концентрацiй йонiзо-
ваного водню й гелiю та збурення температури мате-
рiї, якi можна розв’язати за допомогою загальнодо-
ступної програми DVERK [31].

Рiвняння (13)–(18) використовуємо для аналiзу ево-
люцiї збурень концентрацiї йонiв при заданих збурен-
нях густини й температури барiонної речовини. Усi
цi рiвняння мiстять розв’язки незбуреної задачi, тому
програма RECFAST [13] доповнена блоком для роз-
рахунку збурень концентрацiй фракцiй, що реалiзо-
вано в програмi drecfast.f, яку надалi використовуємо
в аналiзi еволюцiї збурень концентрацiї йонiзованих
фракцiй.

III. ЕВОЛЮЦIЯ ЗБУРЕНЬ КОНЦЕНТРАЦIЇ
ВIЛЬНИХ ЕЛЕКТРОНIВ

Еволюцiя амплiтуди збурення густини барiонної
речовини i температури теплового випромiнювання
залежить вiд спiввiдношення масштабу збурення i
масштабу акустичного горизонту [32]. Якщо масш-
таб збурення значно менший за акустичний горизонт
(масштаб Джинса) на момент рекомбiнацiї, то збурен-
ня до цього часу вело себе як стояча акустична хвиля.
Наслiдком рекомбiнацiї є швидке падiння масштабу
Джинса i змiна закону еволюцiї амплiтуди збурень —
перехiд на монотонне зростання амплiтуди в пилопо-
дiбнiй епосi. Амплiтуди збурень, якi до рекомбiнацiї
мали масштаб значно бiльший вiд горизонту частин-
ки, зростали весь час: спочатку δb ∝ t1/2, а пiсля ре-
комбiнацiї δb ∝ t2/3. У працях [28–30, 33–35] можна
знайти як аналiтичнi розв’язки для iдеалiзованих ви-

падкiв однокомпонентного середовища, так i числовi
розв’язки в реалiстичнiших моделях iз рiзними типа-
ми матерiї та енергiї. В [23, 24] оцiнено вплив ефекту
кiнетики рекомбiнацiї на вiдхилення збурень концен-
трацiї вiльних електронiв вiд збурень густини барiо-
нiв, якi еволюцiонують згiдно з теорiєю ґравiтацiйної
нестiйкостi.

Розрахуймо еволюцiю збурень концентрацiї вiльних
електронiв δe в дiлянцi космологiчних збурень гус-
тини речовини δb(z � zdec) > 0 рiзних масштабiв
у ΛCDM-моделi [3] для червоних змiщень 10000 ≤
z ≤ 200. Для цього використаймо програму drecfast.f
[36]. На рис. 2 наведенi результати розрахункiв збу-
рень концентрацiї вiльних електронiв δe, густини ба-
рiонiв δb та випромiнювання δR для адiабатичних збу-
рень iз хвильовими числами k = 0.01, . . . , 0.1 Мпк−1.
На кожному рисунку зображена також функцiя види-
мостi dτ/dz e−τ , пiк якої показує положення сфери ос-
таннього розсiювання релiктового випромiнювання на
шкалi червоних змiщень. У ΛCDM-моделi з парамет-
рами [3] вiн знаходиться на zdec = 1080. Хвильове чис-
ло, яке вiдповiдає радiуcовi акустичного горизонту на
момент zdec, у цiй моделi дорiвнює ks

dec ' 0.037Mпк−1,
а горизонту частинки — kdec ' 0.021Mпк−1.

Як бачимо, до початку рекомбiнацiї водню (z ≥
1500, див. рис. 1) вiдноснi збурення концентрацiї елек-
тронiв δe i барiонiв δb збiгаються за амплiтудою й фа-
зою в усiх масштабах: ∆e ≈ 0. В епоху космологiч-
ної рекомбiнацiї спiввiдношення мiж ними залежить
вiд масштабу збурення. Якщо k ≤ kdec, то амплiтуда
вiдносного збурення концентрацiї вiльних електронiв
приблизно в 4 рази бiльша, нiж амплiтуда вiдповiд-
ного збурення барiонної речовини. Для менших мас-
штабiв, k > kdec, рiзниця мiж значеннями амплiтуд
вiдносних збурень електронної й барiонної компонент
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суттєво менша, а її знак визначається еволюцiєю збу-
рення температури барiонно-фотонної плазми. Пiсля
рекомбiнацiї δe < δb для всiх масштабiв. Це пояснює-
ться тим, що ми розглядаємо адiабатичнi додатнi по-
чатковi збурення, якi в холоднiй темнiй матерiї зрос-

тали за амплiтудою весь час, i збурення в барiоннiй
речовинi пiсля рекомбiнацiї визначалися саме ними, а
не фазою осциляцiї збурення барiонно-фотонної плаз-
ми в момент рекомбiнацiї.

Рис. 2. Еволюцiя збурень концентрацiї вiльних електронiв в областi адiабатичних збурень густини в ΛCDM-моделi [3]
для k = 0.01, . . . 0.1 Mпк−1.
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Рис. 3. Злiва: вiдношення амплiтуд збурень концентрацiї вiльних електронiв та загального числа барiонiв δe/δb (су-
цiльна лiнiя), збурень концентрацiї вiльних електронiв та випромiнювання δe/δR (точкова лiнiя), збурень загального
числа барiонiв та випромiнювання δb/δR (пунктирна лiнiя). Справа: вiдношення амплiтуд збурень концентрацiї вiльних
електронiв та барiонiв δe/δb для ΛCDM моделi з параметрами ΩΛ = 0.736, Ωm = 0.278, Ωb = 0.05, h = 0.68 [3] (суцiльна
лiнiя) та ΩΛ = 0.76, Ωm = 0.24, Ωb = 0.042, h = 0.73 [2] (пунктирна лiнiя). Точковою лiнiєю показана вiдносна рiзниця
мiж ними у вiдсотках.

Основна частка квантiв релiктового випромiню-
вання, що приходять до нас, останнiй раз розсiялися
на вiльних електронах в областi максимума функцiї
видимостi. Таким чином, спiввiдношення амплiтуд
вiдносних збурень концентрацiй електронiв i барiонiв
δe/δb у момент z = zdec може бути визначальним у
формуваннi спостережуваних характеристик анiзо-
тропiї релiктового випромiнювання. Тому проаналi-
зуймо його докладнiше саме для цього моменту часу.
На рис. 3 суцiльною лiнiєю показано вiдношення ам-
плiтуд збурень концентрацiї електронiв та загального
числа барiонiв (δe/δb), точковою лiнiєю — вiдношення
амплiтуд збурень концентрацiї електронiв та випромi-
нювиння (δe/δR) i пунктирною лiнiєю — вiдношення
амплiтуд збурень загального числа барiонiв та ви-
промiнювання (δb/δR) на момент z = zdec у дiапазонi
масштабiв 0.001 ≤ k ≤ 0.15. На масштабах, бiльших
за горизонт частинки (k < kdec), цi вiдношення є при-
близно сталими: δe/δb ≈ 4.2, δe/δR ≈ 3.2 i δb/δR ≈ 3/4.
На менших масштабах (k > kdec) вони змiнюють-
ся в широких межах, що зумовлено рiзними фазами
коливань збурень рiзних масштабiв електронної, ба-
рiонної та фотонної компонент у момент zdec. Видимi
на рис. 3 пiки вiдповiдають значенням амплiтуд δb та
δR, близьким до нуля (для δb нулi знаходимо при k ≈
0.0298, 0.0485, 0.0718, 0.0915, 0.114, 0.134 Мпк−1 та
для δR — при k ≈ 0.0296, 0.0483, 0.0710, 0.0907, 0.112,
0.132 Мпк−1). У порiвняннi з ними нулi δe

змiщенi в бiк дещо менших масштабiв: k ≈
0.0305, 0.0501, 0.0737, 0.0941, 0.117, 0.137 Мпк−1.

Для оцiнки залежностi вiдношення δe/δb в епоху
космологiчної рекомбiнацiї вiд значень космологiчних
параметрiв ми розрахували його для двох ΛCDM-
моделей, описаних у роздiлi I (див. також рис. 1). Ре-
зультати таких розрахункiв зображенi на рис. 3. Точ-
ковою лiнiєю на ньому показано вiдносну рiзницю (у
%) цiєї величини для двох моделей. Як бачимо, для

збурень iз масштабом, бiльшим за горизонт частинки,
δe/δb практично не залежить вiд параметрiв космоло-
гiчної моделi (рiзниця в цiй дiлянцi масштабiв не пере-
вищує 0.5%). Для менших масштабiв рiзниця суттєва
(≥ 10%) i зростає зi зменшенням масштабу. Скачки
в областi нулiв δb зумовленi їх змiщенням. У ΛCDM-
моделi з параметрами [2] нулi δb знаходяться на k ≈
0.0302, 0.0489, 0.0726, 0.0924, 0.116, 0.135 Мпк−1, а
нулi δR на k ≈ 0.0300, 0.0488, 0.0718, 0.0917, 0.114,
0.134 Мпк−1. Нулi δe у цiй моделi знаходяться на k ≈
0.0310, 0.0506, 0.0745, 0.0951, 0.118, 0.139 Мпк−1.

IV. СПЕКТР ПОТУЖНОСТI ЗБУРЕНЬ
КОНЦЕНТРАЦIЇ ВIЛЬНИХ ЕЛЕКТРОНIВ

Щоб розрахувати спектр потужностi збурень гус-
тини кожного складника на довiльний момент часу t,
необхiдно спочатку розрахувати їхню перехiдну фун-
кцiю, яку означимо так:

Ti(k, t) ≡ |δi(k, t)|/|δi(kmin, t)|,

(kmin � kdec, kmax � ddec),

за умови, що |δi(kmin, tinit)| = |δi(k, tinit)| у ранню епо-
ху (tinit � t) задовго до входження збурення з kmax

в горизонт частинки. Тобто перехiдна функцiя — це
вiдношення модулiв амплiтуд збурень двох масштабiв
kmin � kdec i k в довiльний момент часу, початковi ам-
плiтуди яких були однаковими у фiксований момент
часу tinit у ранню епоху еволюцiї Всесвiту. Якщо пе-
рехiдна функцiя розрахована, то спектр потужностi
збурень густини речовини на zdec “i”-ої компоненти
можна обчислити так:

Pi(k, zdec) = Ask
nsT 2

i (k, zdec),
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де As — стала нормування амплiтуди скалярної мо-
ди збурень, ns — спектральний iндекс. Оскiльки в цiй
працi ми аналiзуємо спiввiдношення амплiтуд збурень
концентрацiї вiльних електронiв i барiонiв, то сталу
нормування можна покласти довiльною величиною.
Результати обчислень спектрiв потужностi космоло-
гiчних збурень густини рiзних компонент на момент
космологiчної рекомбiнацiї зображено на рис. 4 без-
розмiрною величиною Pi(k)k3. Вiн пiдтверджує ви-
сновки, зробленi на основi обчислення еволюцiї збу-
рень рiзних масштабiв (рис. 2), про те, що в момент
космологiчної рекомбiнацiї амплiтуда вiдносних збу-
рень концентрацiї вiльних електронiв у кiлька разiв
бiльша (за абсолютною величиною) вiд амплiтуди вiд-
носних збурень густини барiонної речовини, а також
дає змогу докладнiше проаналiзувати залежнiсть цьо-
го вiдношення вiд масштабу збурення.

Рис. 4. Спектри потужностi збурень концентрацiї вiль-
них електронiв (суцiльна лiнiя), збурень густини барiо-
нiв (штрих-пунктирна), збурень густини енерґiї теплового
випромiнювння (штрих-3-точкова) та збурень густини хо-
лодної темної матерiї (точкова) на момент космологiчної
рекомбiнацiї zdec.

Для збурень iз масштабом, значно бiльшим вiд ра-
дiуса горизонту частинки (k � kdec) нахил спектра
однаковий у всiх компонентах Pi(k) ∝ kns , а спiввiд-
ношення амплiтуд стале Pb : Pc : PR : Pe ≈ 1 : 1 :
1.8 : 17. На менших масштабах спостерiгаємо осци-
ляцiї амплiтуди в барiонно-фотоннiй плазмi й моно-
тонне зростання амплiтуди в беззiткнювальнiй ком-
понентi (холодна темна матерiя). Спiввiдношення ам-
плiтуд рiзних компонент залежить вiд масштабу збу-
рення. Положення максимумiв у спектрах потужностi
збурень густини складникiв барiонно-фотонної плаз-
ми приблизно збiгається:

• теплове випромiнювання — k ≈ 0.0175, 0.04,
0.06, 0.08, 0.1, 0.12, 0.1425 Мпк−1;

• барiонна речовина — k ≈ 0.0175, 0.04, 0.06,
0.0825, 0.1025, 0.125, 0.145 Мпк−1;

• вiльнi електрони — k ≈ 0.0175, 0.04, 0.0625,
0.0825, 0.105, 0.1275, 0.1475 Мпк−1.

Очевидно, що для додатних космологiчних збурень
густини (δc(k, tinit) = δb(k, tinit) > 0) перший макси-
мум — це збурення, якi у момент zdec були у фазi 1-го
максимального стиску; другий максимум — це збурен-
ня, якi у момент zdec перебували у фазi 1-го макси-
мального розширення; третiй — це збурення, якi у мо-
мент zdec були у фазi 2-го максимального стиску i т.д.
Для адiабатичних збурень iз δc(k, tinit) = δb(k, tinit) <
0 максимуми мають протилежний характер — мак-
симальне розширення, максимальний стиск, макси-
мальне розширення, максимальний стиск i т. д. Поло-
ження впадин на цьому рисунку вiдповiдають нулям
амплiтуди збурень густини i збiгаються з положення-
ми вiдповiдних скачкiв на рис. 3. Оскiльки експери-
ментальне визначення положень й амплiтуд акустич-
них пiкiв у спектрах потужностi флюктуацiй темпе-
ратури релiктового випромiнювання та їх iнтерпре-
тацiя є надзвичайно актуальною задачею, у табл. 2
наведено спiввiдношення мiж амплiтудами спектрiв
рiзних компонент для двох ΛCDM-моделей [2, 3], пе-
редбачення яких добре узгоджуються з даними спо-
стережувальної космологiї.

N п/п k [Мпк−1] Pb : Pc : PR : Pe

1 0.0175 1 : 3.7 : 1.70 : 18.2

0.0175 1 : 3.5 : 1.72 : 18.0

2 0.0400 1 : 67.4 : 1.65 : 18.9

0.0400 1 : 69.8 : 1.67 : 18.3

3 0.0625 1 : 79.4 : 1.30 : 16.2

0.0625 1 : 76.2 : 1.34 : 15.4

4 0.0825 1 : 203.8 : 1.29 : 13.6

0.0850 1 : 262.8 : 1.21 : 16.1

5 0.1050 1 : 231.9 : 0.83 : 11.1

0.1050 1 : 221.8 : 0.91 : 10.0

6 0.1275 1 : 778.7 : 0.63 : 12.2

0.1275 1 : 685.1 : 0.79 : 10.2

Таблиця 2. Спiввiдношення амплiтуд акустичних пiкiв
у спектрах потужностi вiдносних збурень густини барiо-
нiв, холодної темної матерiї, теплового випромiнювання та
вiльних електронiв на момент космологiчної рекомбiнацiї
zdec для кожного пiка у двох ΛCDM-моделях: [3] — верхнiй
рядок, [2] — нижнiй рядок.

Якщо порiвнювати положення та амплiтуди акус-
тичних пiкiв успектрах потужностi збурень густини
всiх компонент (табл. 2) та нулiв δR, δb i δe у цих
двох моделях, то знайдемо, що рiзниця мiж ними не
перевищує ∼ 1–2%, що й пояснює однакову (добру)
вiдповiднiсть їхнiх спектрiв потужностi флюктуацiй
температури релiктового випромiнювання спостере-
жуваним даним — χ2

min = 37.2 [3] i 37.8 [2] для сте-
пенiв вiльностi системи.
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Для перших двох акустични пiкiв амплiтуда збу-
рення концентрацiї вiльних електронiв у ≈ 18 разiв
бiльша вiд амплiтуди збурення густини барiонної ре-
човини, для третього — у ≈ 16 разiв, тобто є приблиз-
но такими ж, як i для збурень iз масштабом, бiльшим
вiд радiуса горизонту частинки на момент рекомбiна-
цiї. Для наступних пiкiв таке вiдношення зменшуєть-
ся.

Тут ми не обговорюємо спiввiдношення амплiтуд
спектрiв потужностi збурень густини барiонної речо-
вини, холодної темної матерiї та теплового випромi-
нювання, оскiльки вони вже обговоренi в деталях у
численних працях (див., наприклад, [34] i посилання
у нiй), а наводимо їх для повноти картини.

ВИСНОВКИ

В епоху космологiчної рекомбiнацiї амплiтуда вiд-
носного збурення концентрацiї вiльних електронiв
δe ≡ δne/ne в дiлянцi адiабатичних збурень густи-
ни речовини не дорiвнює амплiтудi вiдносного збу-
рення концентрацiї барiонної речовини δb ≡ δnb/nb

внаслiдок рiзної залежностi швидкостi рекомбiна-
цiї й фотойонiзацiї вiд густини та температури се-
редовища. Рiзниця мiж ними стає сумiрною з ам-
плiтудою космологiчних збурень густини барiонно-
фотонної плазми тодi, коли починається рекомбiна-
цiя водню (z ≤ 1600, рис. 1 i 2). Момент вiдри-
ву теплового випромiнювання вiд речовини вiдповi-
дає максимуму функцiї видимостi dτ/dz e−τ (τ —

оптична глибина за томсонiвським розсiюванням),
який у ΛCDM-моделi з параметрами [3] є на zdec ≈
1080. Обчисленi для цього моменту спектри потуж-
ностi вiдносних збурень концентрацiй вiльних елек-
тронiв Pe(k, zdec) ≡ 〈δe(k, zdec)δ

∗

e (k, zdec)〉 та барiонiв
Pb(k, zdec) ≡ 〈δb(k, zdec)δ

∗

b (k, zdec)〉 (рис. 4) вказують
на спiввiдношення їхнiх амплiтуд у рiзних масштабах.
Воно є сталим на масштабах, бiльших вiд радiуса го-
ризонту частинки (k � kdec): Pe(k, zdec)/Pb(k, zdec) ≈
17. На менших масштабах (k ≥ kdec) спектри
потужностi збурень концентрацiї вiльних електро-
нiв, барiонiв та густини енерґiї теплового випромi-
нювання осцилюють. Максимуми амплiтуди спект-
ра потужностi збурень концентрацiї вiльних елект-
ронiв у цiй ΛCDM-моделi спостерiгаємо на km ≈
0.0175, 0.04, 0.0625, 0.0825, 0.105, 0.1275, 0.1475. У
них Pe(km, zdec)/Pb(km, zdec) ≈ 18.2, 18.9, 16.2, 13.6,
11.1, 12.2 вiдповiдно. Отриманi результати i висновки
слабо залежать вiд змiни параметрiв ΛCDM-моделi.

Робота виконана в межах держбюджетної теми
МОН України “Лiнiйна та нелiнiйна стадiя розвитку
космологiчних збурень у моделях багатокомпонентно-
го Всесвiту з темною енерґiєю” (державний реєстра-
цiйний номер 0107U002062) та за пiдтримки цiльової
програми наукових дослiджень НАН України “Дослi-
дження структури та складу Всесвiту, прихованої ма-
си i темної енерґiї (Космомiкрофiзика)” (державний
реєстрацiйний номер 0107U007279).

Автори висловлюють подяку рецензенту за кориснi
зауваження.

ДОДАТОК

Вирази для обчислень Ai, Bi, Ci, Di, Fi, коефiцiєнти та атомнi сталi апроксимацiйних формул:

Ai =







xHeIIxenHαHeI

xHeIIxenHαHeI − βHeI (1 − xHeII) e−
hν

HeI21s
kTm

;
xHIIxenHαH

xHIIxenHαH − βH (1 − xHII) e−
hνH2s
kTm







,

Bi =







βHeI (1 − xHeII) e−
hν

HeI21s
kTm

xHeIIxenHαHeI − βHeI (1 − xHeII) e−
hν

HeI21s
kTm

;
βH (1 − xHII) e−

hνH2s
kTm

xHIIxenHαH − βH (1 − xHII) e−
hνH2s
kTm







,

Ci =

{

KHeIΛHenH (1− xHeII) e−
hνps

kTm

1 + KHeIΛHenH (1 − xHeII) e−
hνps

kTm

;
KHΛHnH (1− xHII)

1 + KHΛHnH (1 − xHII)

}

,

Di =

{

KHeI (ΛHe + βHeI) nH (1 − xHeII) e−
hνps

kTm

1 + KHeI (ΛHe + βHeI) nH (1 − xHeII) e−
hνps

kTm

;
KH (ΛH + βH) nH (1 − xHII)

1 + KH (ΛH + βH) nH (1 − xHII)

}

,

де νHeI21s — частота переходу HeI 21s−11s, νH2s — частота переходу H 2s−1s. На вiдмiну вiд водню, для гелiю
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потрiбно брати до уваги розчеплення HeI 21p i 21s, тому є додатковий множник з νHeI21p21s = νHeI21p−νHeI21s ≡
νps у (5) порiвняно з (6). Також ураховано значення функцiї Θi: ΘHeII = 1 i ΘHII = 0.

Варiацiї коефiцiєнтiв фотойонiзацiї розраховано так:

δβi

βi
=

δαi

αi
+

3

2
δTm

+
hν2si

kTm

δTm
,

де hν2si — енерґiя йонiзацiї з 2s стану. Варiацiї значень коефiцiєнтiв рекомбiнацiї пов’язанi зi збуреннями
температури матерiї

δαi

αi
= FiδTm

,

де

Fi =

{

−
1

2

(

1 +
(1 − p)

√

Tm/T2

1 +
√

Tm/T2

+
(1 + p)

√

Tm/T1

1 +
√

Tm/T1

)

;

(

b −
d · c · td

1 + c · td

)

}

.
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THE POWER SPECTRUM OF NUMBER DENSITY PERTURBATIONS OF ELECTRONS
IN THE EPOCH OF COSMOLOGICAL RECOMBINATION

B. Venhlovska, B. Novosyadlyj
Astronomical Observatory of Ivan Franko National University of Lviv,

8, Kyryla i Mefodija St., Lviv, UA–79005, Ukraine

The power spectrum of number density perturbations of free electrons is obtained for the epoch of cosmological
recombination of hydrogen. It is shown that the amplitude of the power spectrum of electron perturbations of the
scales greater than acoustic horizon exceeds by the factor of ≈ 17 the amplitude of baryon matter density (atoms
and ions of hydrogen and helium). In the range of the first and second acoustic peaks such relation is ≈ 18, in the
range of the third one is 16. The influence of cosmological parameters on the relation of amplitudes of number
density perturbations of electrons and baryon matter is analysed.
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