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У моделi ефективних мас та прямокутних потенцiалiв отримано спектр i хвильовi функ-
цiї електронiв, дiрок i екситонiв у напiвпровiдниковiй закритiй тунельно зв’язанiй подвiйнiй
цилiндричнiй квантовiй точцi. Запропоновано зручний i надiйний математичний метод розра-
хунку енерґiї взаємодiї електрона й дiрки, який дає змогу уникати невласних iнтеґралiв.
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I. ВСТУП

Останнiми десятилiттями теоретики та експеримен-
татори iнтенсивно дослiджують багатоямнi квантовi
наногетеросистеми. На практицi їх можна використа-
ти як базовi елементи транзисторiв, дiодiв, елементiв
пам’ятi, для виготовлення лазерiв, здатних працюва-
ти в середнiй iнфрачервонiй областi як хiмiчнi та бiо-
логiчнi сенсори тощо [1–5]. Якщо загальнi теоретич-
нi основи вивчення енерґетичних спектрiв та хвильо-
вих функцiй електрона у складних багатоямних плос-
ких, сферичних та цилiндричних наногетеросистемах
уже розробленi [6] i непогано описують фiзичнi яви-
ща та процеси, що спостерiгаються експерименталь-
но, то теорiя електронного й екситонного спектрiв у
просторово-комбiнованих гетеросистемах лише почи-
нає розвиватися [7,8].

Крiм того, зрозумiло, що знання спектральних
властивостей електронiв та дiрок ще не повнiстю ви-
значає екситонний спектр дослiджуваної наногетеро-
системи. Необхiдно врахувати взаємодiю цих квазi-
частинок, яка, природно, може бути значною за умо-
ви близької локалiзацiї квазiчастинок у просторi.

Задачу знаходження енерґiї зв’язку екситона в на-
ногетеросистемах сферичної симетрiї, звичайно, роз-
в’язують методом теорiї збурень, i вона зводиться до
розрахунку дiагональних матричних елементiв куло-
нiвського потенцiалу на хвильових функцiях, що є до-
бутком хвильових функцiй невзаємодiючих електрона
й дiрки [9].

Однак для наногетеросистем цилiндричної симет-
рiї дослiдження енерґiї зв’язку екситона стикається
iз серйозними математичними труднощами, пов’яза-
ними з тим, що необхiдно узгоджувати мiж собою
цилiндричну симетрiю самої наноситеми зi сферич-
ною симетрiєю кулонiвського потенцiалу. Тому для
вивчення екситонного спектра таких систем часто ви-
користовують рiзноманiтнi варiацiйнi методи [10,11],
якi непогано описують лише основний стан екситона,
оскiльки прямi розрахунки матричних елементiв ку-
лонiвського потенцiалу надто громiздкi [12].

У цiй роботi не тiльки дослiджено спектральнi ха-

рактеристики електрона й дiрки в комбiнованiй нано-
гетеросистемi, що скаладається з напiвпровiдниково-
го квантового дроту, який мiстить двi квантовi точки
(КТ), роздiленi тонким шаром-бар’єром, але й запро-
поновано прямий i зручний спосiб знаходження енер-
ґiї зв’язку екситона. З метою коректного врахування
двох типiв симетрiй (цилiндричної i сферичної) при
розрахунку енерґiї взаємодiї електрона й дiрки бу-
де використано розклад полюсного множника не за
сферичними функцiями, як це робиться в переваж-
нiй бiльшостi робiт, а за системою плоских хвиль.
Розроблена теорiя дозволяє фiзично правильно дослi-
дити залежностi основного та збуджених станiв ек-
ситона вiд геометричних параметрiв двох закритих
тунельно-зв’язаних цилiндричних квантових точок,
що розташованi в цилiндричнiй дротинi.

II. ЕНЕРҐЕТИЧНИЙ СПЕКТР I ХВИЛЬОВI
ФУНКЦIЇ ЕЛЕКТРОНА ТА ДIРКИ

В ЦИЛIНДРИЧНОМУ КВАНТОВОМУ ДРОТI
З ДВОМА КВАНТОВИМИ ТОЧКАМИ

Розглянуто складний напiвпровiдниковий цилiнд-
ричний квантовий дрiт, який мiстить двi квантовi точ-
ки однакового матерiалу (“1” — β-HgS), роздiленi тон-
ким шаром iншого матерiалу (“0” — β-CdS). Вважаю-
ться вiдомими радiус нанодроту ρ0, висоти квантових
точок h1 i h2 вiдповiдно, товщина напiвпровiдниково-
го шару, що вiддiляє квантовi точки ∆. Цей складний
квантовий дрiт знаходиться в зовнiшньому середови-
щi, яке створює для квазiчатинок (електронiв, дiрок,
екситонiв) нескiнченний потенцiальний бар’єр (рис. 1)

Iз мiркувань симетрiї всi подальшi розрахунки
зручно виконувати в цилiндричнiй системi координат
iз вiссю OZ уздовж аксiальної осi квантового дроту.

Ефективнi маси електрона (дiрки) у складових на-
носистемах вважаються вiдомими i дорiвнюють тим,
що є у вiдповiдних масивних аналогах:
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m(e,h) =







m
(e,h)
0 , середовище “0”

m
(e,h)
1 , середовище “1”.

(1)

Припускається також, що сталi ґраток a0 та a1 се-

редовищ “0” та “1” близькi за величиною (зокрема
для дослiджуваної наногетеросистеми — (a1 − a0)/a1

≤ 0.1%). Отже, межi подiлу мiж пiдсистемами достат-
ньо чiткi, що дозволяє використовувати для електро-
на й дiрки наближення прямокутних потенцiалiв:

U (e,h) =























∞, ρ > ρ0, −∞ ≤ z ≤ ∞

0, ρ ≤ ρ0, −h1 ≤ z ≤ 0 i ∆ ≤ z ≤ ∆ + h2

U
(e,h)
0 , ρ ≤ ρ0, 0 ≤ z ≤ ∆ i −∞ ≤ z ≤ −h1,∆ + h2 ≤ z ≤ ∞.

(2)

Рис. 1. Геометрична та енерґетична схеми дослiджуваної наногетеросистеми.

Для дослiдження енерґетичного спектра екситона
спочатку необхiдно отримати енерґетичний спектр та
хвильовi функцiї електрона й дiрки. Для цього роз-
в’язуємо стацiонарне рiвняння Шрединґера:

Ĥ(i)Ψ(i)(r) = E(i)Ψ(i)(r), (i = e, h) (3)

з гамiльтонiаном:

Ĥ(i) = −
~

2

2
∇

1

µ(i)(z)
∇ + U (i)(ρ, ϕ, z), (i = e, h). (4)

Враховуючи цилiндричну симетрiю задачi й тим-
часово для спрощення запису опускаючи iндекс “i”,
хвильову функцiю Ψ(r) електрона (дiрки) шукаємо у
виглядi [13]:

Ψnzmnρ
(r) = Rmnρ

(ρ)Fnzmnρ
(z)eimϕ, (5)

де

Rmnρ
(ρ) =

1
√

2πρ2
(

−Jm−1

(

Xmnρ

ρ0
ρ
)

Jm+1

(

Xmnρ

ρ0
ρ
))

× Jm

(

Xmnρ

ρ0
ρ

)

. (6)

Тут Jm — функцiя Бесселя цiлого порядку, m —
магнiтне квантове число, Xmnρ

— нулi функцiї Бес-
селя цiлого порядку, nρ — радiальне квантове число,
що визначається кiлькiстю нулiв функцiї Бесселя при
фiксованому m. При пiдстановцi (5) у рiвняння Шре-
динґера (3) змiннi вiддiляємо i для z-ої складової хви-
льової функцiї отримуємо рiвняння:
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∂2

∂z2
Fnzmnρ

(z) +
2µ

~2

(

E + U(z) −

(

Xmnρ

ρ0

)2
)

Fnzmnρ
(z) = 0. (7)

Розв’язки рiвнянь (7) у рiзних iнтервалах змiни z такi:

Fnzmnρ
(z) =























































Anzmnρ
ek1z , −∞ < z ≤ −h1

B
(+)
nzmnρ cos(k0z) +B

(−)
nzmnρ sin(k0z), −h1 ≤ z ≤ 0

C
(+)
nzmnρe

k1z + C
(−)
nzmnρe

−k1z , 0 ≤ z ≤ ∆

D
(+)
nzmnρ cos(k0z) +D

(−)
nzmnρ sin(k0z), ∆ ≤ z ≤ ∆ + h2

Gnzmnρ
e−k1z, ∆ + h2 ≤ z <∞

(8)

де

k0 =

√

2m0

~2
E −

X2
mnρ

ρ2
0

, k1 =

√

2m1

~2
(U0 −E) +

X2
mnρ

ρ2
0

. (9)

Використовуючи умови неперервностi хвильової
функцiї й потоку густини ймовiрностi на всiх межах
подiлу наногетеросистеми (z = −h1, z = 0, z = ∆, z =
∆ + h2), а також умову нормування хвильових функ-
цiй

+∞
∫

−∞

∣

∣Fnzmnρ
(z)
∣

∣

2
dz = 1, (10)

одержуємо аналiтичнi вирази для коефiцiєнтiв

Anzmnρ, B
(±)
nzmnρ , C

(±)
nzmnρ , D

(±)
nzmnρ , Gnzmnρ

, що входять
у функцiю (8) i якi через громiздкiсть не наводимо, та
дисперсiйне рiвняння для визначення спектра енер-
ґiй електрона й дiрки. Отже, енерґетичний спектр

E
(e,h)
nzmnρ та хвильовi функцiї ψ

(e,h)
nzmnρ електрона (e)

(дiрки (h)) у дослiджуванiй наногетеросистемi вже
цiлком визначенi (nz-аксiальне квантове число, що
нумерує розв’язки дисперсiйного рiвняння за фiксо-
ваних nρ i m).

III. ЕКСИТОННИЙ СПЕКТР У
НАПIВПРОВIДНИКОВОМУ КВАНТОВОМУ

ДРОТI З ДВОМА КВАНТОВИМИ ТОЧКАМИ

Для дослiдження екситонних станiв у напiвпровiд-
никовому квантовому дротi з двома квантовими точ-
ками необхiдно розв’язати стацiонарне рiвняння Шре-
динґера:

Ĥex(re, rh)Ψex(re, rh) = EexΨex(re, rh), (11)

де

Ĥex(re, rh) = Ĥ(e)(re) +H(h)(rh) (12)

+ Û(|re − rh|) +Eg1,

Eg1 — ширина забороненої зони матерiалу квантової

точки, Ĥ(e,h) — гамiльтонiани невзаємодiючих мiж со-
бою електрона та дiрки (4), U(|re − rh|) — потенцiаль-
на енерґiя взаємодiї електрона та дiрки

U(|re − rh|) = −
e2

ε(re, rh) |re − rh|
. (13)

Тут ε(re, rh) — дiелектрична проникнiсть, яка в за-
гальному випадку є складною функцiєю вiд просто-
рового розташування електрона та дiрки в дослiджу-
ванiй наногетеросистемi. Рiвняння (11) з гамiльтонi-
аном (12) точно не розв’язується. Тому, враховуючи
що електрон i дiрка в основному перебувають у прос-
торi квантових ям (середовище “1”), а також те, що
енерґiя взаємодiї мiж ними набагато менша за енер-
ґiю розмiрного квантування, далi застосовуємо тео-
рiю збурень.

Згiдно з теорiєю збурень повну енерґiю екситона
отримуємо у виглядi:

E
ne

zmene
ρ

nh
zmhnh

ρ

= Eg1 +Ene
zmene

ρ
(14)

+ Enh
zmhnh

ρ
+ ∆E

ne
zmene

ρ

nh
zmhnh

ρ

.

Тут енерґiя електрона (Ene
zmene

ρ
) чи дiрки (Enh

zmhnh
ρ
)

визначенi ранiше, а енерґiя взаємодiї цих квазiчасти-
нок задається виразом

∆E
ne

zmene
ρ

nh
zmhnh

ρ

= −
e2

ε1
(15)

×

∫ ∫

∣

∣

∣
Ψ

ne
zmene

ρ

nh
zmhnh

ρ

(re, rh)
∣

∣

∣

2

|re − rh|
d3

red
3
rh,
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де ε1 — дiелектрична проникнiсть матерiалу кван-
тових точок, а хвильовi функцiї стацiонарних ста-

нiв екситона Ψ
ne

zmene
ρ

nh
zmhnh

ρ

(re, rh) визначаються хвильови-

ми функцiями стацiонарних станiв електрона i дiрки
(5)

Ψ
ne

zmene
ρ

nh
zmhnh

ρ

(re, rh) = Ψne
zmene

ρ
(re)Ψnh

zmhnh
ρ
(rh). (16)

З урахуванням розкладу [14]:

1

|re − rh|
=

4π

V

∑

q

1

q2
eiq(re−rh) (17)

та того, що (17) залежить лише вiд вiдстанi мiж елек-
троном та дiркою, вираз (15) зводимо до вигляду

∆E
ne

zmene
ρ

nh
zmhnh

ρ

= −
e2

ε1

4π

V

∑

q

1

q2

(

Re
(

Ine
zmene

ρ
(q)
)

Re
(

Inh
zmhnh

ρ
(q)
)

+ Im
(

Ine
zmene

ρ
(q)
)

Im
(

Inh
zmhnh

ρ
(q)
))

, (18)

де

I
n

(i)
z m(i)n

(i)
ρ

(q) =

∫

∣

∣

∣
Ψ

n
(i)
z m(i)n

(i)
ρ

(ri)
∣

∣

∣

2

eiqri d3
ri, (i = e, h). (19)

Перейшовши у виразi (18) вiд суми по q до iнтеґрала за правилом:

∑

q

=
V

(2π)3

∫ ∫ ∫

d3
q, (20)

одержуємо аналiтичний вираз для енерґiї електрон-дiркової взаємодiї:

∆E
ne

zmene
ρ

nh
zmhnh

ρ

= −
e2

ε1

1

2π2

∫ ∫ ∫

1

q2

(

Re
(

Ine
zmene

ρ
(q)
)

Re
(

Inh
zmhnh

ρ
(q)
)

+ Im
(

Ine
zmene

ρ
(q)
)

Im
(

Inh
zmhnh

ρ
(q)
)

)

d3
q. (21)

Для того, щоб уникнути розбiжностi в точцi q = 0 у (21), доцiльно перейти до полярної системи координат.
При цьому енерґiю зв’язку отримуємо у виглядi:

∆E
ne

zmene
ρ

nh
zmhnh

ρ

= −
e2

ε1

∞
∫

0

π/2
∫

0

cos(θ)Lmene
ρ
(q, θ)Lmhnh

ρ
(q, θ)M

ne
zmene

ρ

nh
zmhnh

ρ

(q, θ) dq dθ, (22)

де

M
ne

zmene
ρ

nh
zmhnh

ρ

(q, θ) =

∞
∫∫

0

|Fne
zmene

ρ
(ze)|

2|Fnh
zmhnh

ρ
(zh)|2 cos (q sin θ(ze − zh)) dze dzh, (23)

L
m(i)n

(i)
ρ

(q, θ) =

ρ0
∫

0

ρiJ0(q cos(θ)ρi)
∣

∣

∣
Rmini

ρ
(ρi)

∣

∣

∣

2

dρi, (i = e, h). (24)

Вiдзначимо, що подвiйний iнтеґрал (23) розрахову-
ємо аналiтично, а iнтеґрали (24) i (22) — числовими
методами за допомогою ЕОМ.

IV. АНАЛIЗ I ОБГОВОРЕННЯ РЕЗУЛЬТАТIВ

Розрахунок енерґетичних спектрiв електрона, дiр-
ки та екситона виконано на прикладi наногетеросис-
теми, основою якої є напiвпровiдники β-CdS, β-HgS з

вiдомими матерiальними параметрами [15], наведени-
ми в таблицi. Результати розрахунку такi.

На рис. 2 показано залежнiсть енерґiї кiлькох кван-
тових станiв електрона Ene

zne
ρ=1me i дiрки Enh

znh
ρ=1mh

вiд висоти (h2) КТ при фiксованих значеннях h1 =
15a1, ρ0 = 10a1 та при рiзних значеннях товщини (∆)
шару-бар’єра.

З рис. 2а видно, що при ∆ = 0 за вiдсутностi другої
ями (h2 = 0) у наногетеросистемi iснує чотири елек-
троннi енерґетичнi рiвнi (ne

zm
ene

ρ = 101; 201; 111; 211)
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та три дiрковi (nh
zm

hnh
ρ = 101; 201; 111), якi, як i по-

винно бути з фiзичних мiркувань, збiгаються з рiвня-
ми, що є у квантовiй точцi висотою h1, яка є в цилiн-
дричному квантовому дротi.

me(m0) mh(m0) a, Å Eg , eV Ve, eV Vh, eV ε∞ ε0

CdS 0.2 0.7 5.818 2.5 3.65 6.3 5.5 9.1

HgS 0.036 0.044 5.851 0.5 5.0 5.5 11.36 18.2

Таблиця. Параметри складових наносистеми β-CdS/β-HgS.

Iз появою i збiльшенням висоти h2 в наносистемi
зявляються новi енерґетичнi рiвнi, причому всi вони
змiщуються в бiк менших енерґiй, створюючи двi се-
рiї при m = 0,m = 1 вiдповiдно. Енерґетичнi рiвнi
при me,h ≥ 2 i ne,h

ρ ≥ 2 не наведенi на рис. 2, оскiль-
ки при вибраних типових геометричних параметрах
наносистеми вони, в основному, знаходяться в над-
бар’єрнiй областi енерґiй, а тому вiдповiдають ква-
зiстацiонарним станам, якi тут не розглядаються. З
фiзичних мiркувань зрозумiло, що при бiльших гео-
метричних розмiрах обох КТ кiлькiсть енерґетичних
рiвнiв у пiдбар’єрнiй областi зростатиме, утворюючи
серiї за квантовими числами ne

ρm
e та nh

ρm
h. Цi серiї

будуть аналогiчними до тих, що бачимо на рис. 2, але
розташовуватимуться в бiльш високоенерґетичнiй об-

ластi спектра. З рис. 2б, в видно, що з появою шару-
бар’єра мiж обома КТ еволюцiя енерґетичних рiвнiв
подiбна до описаної, але з суттєвою вiдмiннiстю — у
спектрi з’явилися антикросинґи (“пляшковi горла”).
Явище антикросинґу зумовлене ефектом розщеплен-
ня рiвнiв унаслiдок тунельного зв’язку мiж обома КТ
однакової симетрiї [16].

Залежнiсть енерґiї зв’язку ∆E
ne

zmene
ρ

nh
zmhnh

ρ

екситона,

енерґiй електрона Ene
zmene

ρ
i дiрки Enh

zmhnh
ρ

та енерґiй

екситонного збудження E
ne

zmene
ρ

nh
zmhnh

ρ

у кiлькох найниж-

чих станах при m = 0 та при m = 1 вiд висоти однiєї
з квантових точок h2 при фiксованих ρ0 = 10a1, h1 =
15a1,∆ = 2a0 зображено на рис. 3а.
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Рис. 2. Залежнiсть енерґiй електрона En
e
zm

e
n
e
ρ

та дiрки E
n
h
zm

h
n
h
ρ

вiд висоти КТ h2 при h1 = 15a1, ρ0 = 10a1 та при
рiзних значеннях товщини ∆ шару-бар’єра.
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Рис. 3. Залежнiсть енерґiї зв’язку екситона, енерґiй електрона й дiрки та енерґiй екситонного збудження вiд: а) вiд
висоти однiєї з квантових точок h2; б) вiд товщини потенцiального бар’єра ∆.
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З рисунка видно таке. Енерґiя зв’язку екситона в
усiх станах немотонно залежить вiд висоти h2, дося-
гаючи певних мiнiмальних та максимальних значень

(рис. 3а). Таку поведiнку ∆E
ne

zmene
ρ

nh
zmhnh

ρ

легко зрозумiти iз

простих фiзичних мiркувань. Справдi, якщо електрон
i дiрка перебувають у своїх основних станах (рис. 3а),
то енерґiя їхнього зв’язку ∆E110

110 буде максимальною
при h2 = 0. Тодi й електрон, i дiрка локалiзованi в
просторi квантової точки висотою h1 = 15aHgS i пе-
рекриття їхнiх хвильових функцiй значне. З появою
i збiльшенням висоти iншої квантової точки h2 енер-
ґiя зв’язку зменшується, оскiльки хвильовi функцiї
як електрона, так i дiрки все бiльше проникають в
область КТ висотою h2, ефективно зменшуючи при
цьому вiдстань мiж квазiчастинками. Мiнiмальне зна-
чення енерґiї зв’язку досягається при h1 = h2 = 15a1,
коли обидвi квазiчастинки з однаковою ймовiрнiстю
перебувають у зонi обох однакових квантових точок
(точка антикросинґа у залежностях енерґiй електро-
на й дiрки вiд h2 (рис. 3а)). Далi ∆E110

110 знову дещо
зростає, що вiдповiдає збiльшенню локалiзацiї елект-
рона й дiрки в областi КТ висотою h2. Перейшовши
через максимум, енерґiя зв’язку далi зменшується, ос-
кiльки зменшується локалiзацiя електрона й дiрки в
просторi широкої квантової ями висотою h2.

Аналогiчно змiною локалiзацiї електрона й дiрки в
просторi двох квантових точок, що є у квантовому
дротi, легко пояснити немонотонну поведiнку енерґiї
зв’язку екситона в його збуджених станах.

На рис. 3б зображено залежнiсть енерґiї зв’язку

(∆E
ne

zmene
ρ

nh
zmhnh

ρ

) екситона, енерґiй електрона (Ene
zmene

ρ
) i

дiрки (Enh
zmhnh

ρ
) та енерґiй екситонного збудження

(E
ne

zmene
ρ

nh
zmhnh

ρ

) вiд товщини потенцiального бар’єра ∆ при

ρ0 = 10a0 i однакових висотах обох КТ h1 = h2 =
15a1. З рисунка видно таке.

Зi збiльшенням ∆ величини антикросинґiв рiвнiв
однакової симетрiї у спектрах електрона й дiрки змен-
шуються (рис. 3б). Це зрозумiло, оскiльки чим бiль-
ша товщина бар’єра ∆, тим слабший тунельний зв’я-

зок мiж обома КТ. Очевидно, що при ∆ → ∞ елект-
ронний i дiрковий спектри наносистеми сформуються
зi спектрiв двох незалежних (iзольваних мiж собою)
квантових точок. Вiдзначимо, що енерґiя зв’язку ек-
ситона (рис. 3б) у всiх станах монотонно залежить
вiд товщини потенцiального бар’єра ∆ iз виходом на
насичення.

Оскiльки розрахована за формулою (21) абсолют-
на величина енерґiї зв’язку екситона на два порядки

менша, нiж енерґiя E
e(h)
nzmnρ електрона чи дiрки, то й

залежнiть енерґiї екситонних станiв E
ne

zne
ρme

nznρm вiд ви-
соти h2 квантової точки (рис. 3а) чи товщини потен-
цiального бар’єра ∆ (рис. 3б) в основному зумовлена
особливостями поведiнки енерґетичних станiв елект-
рона й дiрки, що добре видно з вiдповiдних рисункiв.

V. ВИСНОВКИ

У моделi ефективних мас та прямокутних потен-
цiалiв отримано спектр i хвильовi функцiї електро-
нiв, дiрок та екситонiв у напiвпровiдниковiй закритiй
тунельно зв’язанiй подвiйнiй цилiндричнiй квантовiй
точцi.

Запропоновано зручний i надiйний математичний
метод розрахунку енерґiї взаємодiї електрона й дiрки,
який дає змогу уникати невласних iнтеґралiв. Пока-
зано, що у спектрах квазiчастинок (електронiв, дiрок,
екситонiв) виникають антикросинґи, якi дуже чутливi
до товщини, що розмежовує обидвi точки. Це означає,
що незначнi зовнiшнi впливи на потужнiсть бар’єра
можуть викликати значну перебудову спектра квазi-
частинок у системi, а значить, впливати на фiзичнi
процеси, якi там вiдбуваються. Зокрема слiд очiкува-
ти, що при вiдкритiй подвiйнiй цилiндричнiй кванто-
вiй точцi управлiння тунельним бар’єром дасть змогу
змiнювати частоту каскадного iнфрачервоного лазе-
ра, а це одна з актуальних проблем експерименталь-
ної нанофiзики.
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The electron, hole and exciton spectra and wave functions are obtained within the effective masses and rectan-
gular potentials models for the semiconductor closed tunnely-bound double cylindrical quantum dot. A convenient
mathematical method of the electron-hole binding energy calculation is proposed. It allows to avoid divergent in-
tegrals.
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