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На основi точного розв’язку рiвняння Шрединґера для електрона в полi екранованого
заряду одержано рiвняння, що визначають критичнi значення безрозмiрного параметра екра-
нування, при яких дискретнi рiвнi для заданого орбiтального квантового числа l переходять у
неперервний спектр. Iз високою точнiстю розраховано коренi отриманих рiвнянь, що вiдповiда-
ють нижнiм енерґетичним рiвням. Дослiджено асимптотику енерґетичного спектра електрона
в околi порогових значень параметра екранування. Наведено залежнiсть енерґiй локалiзова-
них станiв вiд параметра екранування у виглядi напiвзбiжних (асимптотичних) рядiв.

Ключовi слова: потенцiал Дебая–Юкави, зв’язанi стани, радiальнi хвильовi функцiї, кри-
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I. ВСТУП

При квантовомеханiчному описi систем iз складним
характером потенцiальної функцiї найчастiше вико-
ристовують теорiю збурень, варiацiйний метод, чи-
сельне iнтеґрування та фредгольмiвськi методи [1,2].
Наша робота присвячена дослiдженню квантових ста-
нiв електрона в полi екранованого заряду. Ця задача
має 70-рiчну iсторiю. Завдяки застосуванню набли-
жених методiв та чисельного iнтеґруванння рiвнян-
ня Шрединґера загальнi властивостi спектра в основ-
ному вiдомi. Властивостi хвильових функцiй вивченi
значно менше. Постiйне зацiкавлення цiєю задачею
зумовлене необхiднiстю врахувати ефекти екрануван-
ня в частково йонiзованих системах багатьох части-
нок — плазмi, напiвпровiдниках, металах, астрофiзич-
них середовищах. Ця задача актуальна також у теорiї
багатоелектронних атомiв, ядерних систем, у теорiї
розсiяння (див. [3–6]). Задача про розрахунок кван-
тових станiв мiкрочастинки в екранованому полi має
також самостiйне значення для квантової механiки,
де вiдомо не так багато реалiстичних потенцiалiв, що
допускають точнi або майже точнi розв’язки [7,8].

У працi [9] вперше наближено розраховано енер-
ґiю основного стану електрона в полi екранованого
заряду. Автори робiт, виконаних на початку другої
половини минулого столiття, обмежувалися наближе-
ним розрахунком спектра нижнiх енерґетичних рiвнiв
мiкрочастинки в екранованому полi, використовуючи
стандартнi методи квантової механiки — теорiю збу-
рень та варiацiйний метод [10–17]. Iз розвитком об-
числювальної технiки виникла можливiсть чисельно-
го iнтеґрування рiвняння Шрединґера. Вперше цей
пiдхiд застосовано у працi [18], де знайдено спектр
для 1s, 2s, 2p, 3s, 3p, 3d-станiв для потенцiалiв, подiб-
них до екранованого. У статтi [19] таким способом
розраховано спектр енерґетичних рiвнiв та критич-
нi значення радiуса екранування для великої кiль-

костi станiв, а також виявлено кросовер — перетин
енерґетичних рiвнiв для високозбуджених станiв, що,
мабуть, є характерним явищем для потенцiалiв, якi
на великих вiдстанях вiд силового центра прямують
до нуля набагато швидше, нiж потенцiал Кулона. Ре-
зультати цiєї роботи вiдiграють роль тесту для по-
переднiх та теперiшнiх аналiтичних розрахункiв. На
жаль, iз результатiв праць, що використовують чис-
лове iнтеґрування рiвняння Шрединґера, майже нi-
чого не вiдомо про особливостi хвильових функцiй.

Вiдомi наближенi розв’язки рiвняння Шрединґе-
ра з потенцiалами, спорiдненими до екранованого: з
частково екранованим потенцiалом V (r) = −α

2 {1 +

e−βr(1 + br)} [20], з потенцiалом Гюльтена V (r) =
−αe−βr(1 − e−γr)−1 [21, 22], з комбiнацiєю потенцi-
алу Юкави iз лiнiйно зростаючим потенцiалом [23] та
iншими.

Автори цiєї статтi одержали точнi аналiтичнi роз-
в’язки рiвняння Шрединґера з екранованим потенцi-
алом для станiв, що описуються безвузловими радi-
альними функцiями [24]. Вони представленi у вигля-
дi безмежнократних iнтеґралiв за числовим парамет-
ром 0 ≤ t ≤ 1 вiд елементарних функцiй. У такому
ж виглядi отримано рiвняння, що визначають енер-
ґетичний спектр та критичнi значення безрозмiрного
параметра екранування. Розроблено процедуру вико-
ристання цих точних спiввiдношень для наближеного
розрахунку спектра та хвильових функцiй. Цей пiд-
хiд поширено також на вузловi функцiї, однак у цьому
випадку вiн стає менш привабливим щодо практично-
го використання через свою громiздкiсть.

Один iз авторiв цiєї роботи одержав аналiтичнi роз-
в’язки рiвняння Шрединґера з потенцiалом загаль-
ного типу V (r) = −α

r f(r), де f(r) є цiлою функ-

цiєю змiнної r

(

f(r) =
∞
∑

n=0

βnrn

n!

)

i має асимптотику

f(r) → 1 при r → 0, f(r) → 0 при r → ∞ [25]. Ра-
дiальна функцiя представлена у виглядi розкладiв за
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степенями r з наступним пiдсумовуванням безмеж-
них рядiв за допомогою перетворення Лапласа. Од-
нак через вiдсутнiсть на ту пору вiдповiдної вичис-
лювальної бази автор не змiг повною мiрою скориста-
тися цим способом для розрахунку спектра i хвильо-
вих функцiй електрона в полi екранованого заряду.
Такий пiдхiд застосовано в цiй статтi для визначення
з високою точнiстю критичних (порогових) значень
параметра екранування, при яких вiдповiднi рiвнi пе-
реходять у неперервний спектр, для вивчення особ-
ливостей асимптотики енерґетичних рiвнiв в околi по-
рогових значень параметра екранування, а також для
знаходження апроксимацiйних виразiв для енерґетич-
них рiвнiв при довiльних значеннях квантових чисел.

II. ОСНОВНI СПIВВIДНОШЕННЯ

Розгляньмо рух електрона в полi екранованого за-
ряду з потенцiальною енерґiєю

V (r) = −z
e2

r
e−æ r.

Уводячи безрозмiрнi величини ρ = za−1
0 r, ξ =

z−1æ a0 (безрозмiрний параметр екранування), ε =
2ma2

0~
−2z−2E (a0 = ~

2m−1e−2 — радiус Бора, E —
енерґiя електрона), запишiмо рiвняння для радiаль-
ної функцiї Rl(ρ), що описує стан електрона iз зада-
ним орбiтальним моментом,

d2

dρ2
Rl(ρ) +

2

ρ

d

dρ
Rl(ρ)

+

{

2

ρ
e−ξρ − l(l + 1)

ρ2
+ ε

}

Rl(ρ) = 0. (1)

За допомогою стандартної пiдстановки [7, 8]

Rl(ρ) = ρlωl(ρ)e−
√
−ερ (2)

перетворимо рiвняння (1) у рiвняння для функцiї
ωl(ρ),

1

2
ρ

d2

dρ2
ωl(ρ) +

[

1 + l − ρ
√
−ε

] d

dρ
ωl(ρ)

−[e−ξρ + (1 + l)
√
−ε ]ωl(ρ) = 0. (3)

Як i в роботi [25], запишiмо розв’язок рiвняння (3) у
виглядi нескiнченного ряду

ωl(ρ) =

∞
∑

n=0

al
n(ε|ξ)ρn (4)

з невизначеними коефiцiєнтами al
n(ε|ξ). Оскiльки рiв-

няння (3) — лiнiйне, то для зручностi приймiмо al
0 =

1. Пiдставляючи ряд (4) у рiвняння (3), розкладаю-
чи e−ξρ у степеневий ряд i прирiвнюючи коефiцiєнти
при однакових степенях змiнної ρ, одержуємо систему
багаточленних рекурентних спiввiдношень для коефi-
цiєнтiв al

n(ε|ξ):

al
n(ε|ξ) = 2[n(1 + n + 2l)]−1

{

√
−ε(n + l)al

n−1(ε|ξ) −
n−1
∑

s=0

(s!)−1(−ξ)sal
n−1−s(ε|ξ)

}

. (5)

Асимптотика ряду (4) при ρ → 0 збiгається з кулонiвською. Щоб забезпечити нульову асимптотику радiаль-
ної функцiї при ρ → ∞, виконаймо часткове пiдсумовування ряду (4), використовуючи спiввiдношення (5)
безмежну кiлькiсть разiв. Це дає змогу зобразити ωl(ρ) у такому компактному виглядi:

ωl(ρ) = C(
√
−ε)F (1 + l, 2 + 2l, 2ρ

√
−ε) − 2

∞
∑

n=0

(−1)nal
n(ε|ξ) (6)

×
{ ∂n

∂xn

∂l

∂ρl

∂l

∂yl

[

(e−ξρxy −
l

∑

m=0

(−ξρxy)m(m!)−1
∞
∑

s=0

(−2
√
−ε)sρ−(1+l)y−(1+s)x−(2+s+2l)ξ−(2+s+2l+n)

]}

x=y=1
,

де F (α, β, z) — вироджена гiпергеометрична функцiя [26], а коефiцiєнт C(
√
−ε) визначений спiввiдношенням

C(
√
−ε) = 1 − 2

l!

(1 + 2l)!

∞
∑

n=0

(−1)nal
n(ε|ξ)ξ−(1+n)

{

∂l

∂yl

∂n

∂xn

[

y1+2l
∞
∑

s=0

(−2
√
−ε)s(xyξ)−(1+s)

]}

x=y=1

. (7)

Оскiльки [26]

F (1 + l, 2 + 2l, 2
√
−ερ) → Γ(2 + 2l)[Γ(1 + l)]−1(2

√
−ερ)−1−le2

√
−ερ (8)

при ρ → ∞, то перший доданок у правiй частинi рiвностi (6) приводить до експоненцiйної розбiжностi радiаль-
ної функцiї, що вимагає накласти умову C(

√
−ε) = 0, яка визначає дискретний енерґетичний спектр задачi.

Виконавши пiдсумовування за iндексом s та розрахувавши похiднi за параметрами x,y, запишiмо цю умову в
явному виглядi:
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2
(l!)2

(1 + 2l)!

∞
∑

n=0

al
n(ε|ξ)(1 + n + 2l)!

l
∑

k=0

(n + l − k)!(−ξ)l−k

k!(l − k)!(1 + 2l + n − k)!(2
√
−ε + ξ)1+l+n−k

= 1. (9)

При умовi (9) функцiя ωl(ρ) зображається рядом

ωl(ρ) = −2

∞
∑

n=0

(−1)nal
n(ε|ξ)ξ−(1+n+2l) (10)

×
{ ∂n

∂xn

∂l

∂ρl

∂l

∂yl

[

(e−ξρxy −
l

∑

m=0

(−ξρxy)m(m!)−1)ρ−(1+l)x−(1+2l)(2
√
−ε + ξxy)−1

]}

x=y=1
.

При ρ → ∞ у цьому виразi фiґурують e−ξρ та вiд’-
ємнi степенi змiнної ρ, тому вiн має нульову асимпто-
тику в цiй границi.

III. РОЗРАХУНОК ПОРОГОВИХ ЗНАЧЕНЬ
ПАРАМЕТРА ЕКРАНУВАННЯ

Покладаючи в рiвняннi (9)
√
−ε = 0, одержуємо

алґебраїчне рiвняння, коренi якого визначають сiм’ю
ξl,k порогових значень параметра екранування, при
яких енерґетичнi рiвнi εl,k переходять у неперервний
спектр. При цьому k ≥ 0 збiгається з радiальним
квантовим числом, яке визначає кiлькiсть вузлiв ра-
дiальної функцiї при ρ 6= 0.

Як легко переконатися за допомогою прямого чис-
лового пiдрахунку,

(−1)l(1 + n + 2l)!

l
∑

k=0

(−1)k(n + l − k)!

k!(1 + n + 2l − k)!(l − k)!

=
n!(2l)!

(l!)2
, (11)

тому рiвняння (9) при
√
−ε = 0 набуває вигляду

1 =
2

1 + 2l

∞
∑

n=0

al
n(0|ξ)n!ξ−1−n. (12)

При цьому рекурентнi спiввiдношення також спрощу-
ються,

al
n(0|ξ) = −2[n(1 + n + 2l)]−1 (13)

×
n−1
∑

s=0

(−ξ)s(s!)−1al
n−s−1(0|ξ),

а коефiцiєнти al
n(0|ξ) є функцiями параметра екрану-

вання (al
0 = 1). Як видно з формули (13), коефiцiєнти

al
n(0|ξ) є знакозмiнними (al

2m(0|ξ) > 0, al
2m+1(0|ξ) <

0, де m = 0, 1, 2 . . .), але через наявнiсть факторiаль-
них множникiв ряди (12) є асимптотичними, що не
дозволяє обмежуватися скiнченим числом доданкiв,
а рекурентнi спiввiдношення (13) не дають змоги ви-
користати стандартнi методи пiдсумовування асимп-
тотичних рядiв.

Ми запропонували багатоступеневу процедуру об-
числення сум, що фiгурують у рiвняннi (12), яка ґрун-
тується на використаннi рекурентних спiввiдношень
i дозволяє зобразити праву частину рiвняння (12) у
виглядi збiжного ряду за оберненими степенями па-
раметра iз знакозмiнними числовими коефiцiєнтами.

Якщо коефiцiєнти al
n(0|ξ) при n ≥ 1 виразити через

коефiцiєнти нижчого порядку згiдно iз спiввiдношен-
ням (13), то рiвняння (12) трансформується до такого
вигляду:

1 + 2l =
2

ξ
+

(

2

ξ

)2
∑

n≥1

(−1)n

1 + n + 2l
+

(

2

ξ

)2
∑

n≥1

(−1)nal
n(0|ξ)

ξn lf
(1)
n ; (14)

lf
(1)
n =

∑

s≥n+1

(−1)s(s − 1)!

(1 + s + 2l)[s − (n + 1)]!
.

На другому етапi знову виразимо al
n(0|ξ) через коефiцiєнти нижчого порядку, зводячи рiвняння (14) до такого:

1 + 2l =
2

ξ
+

(

2

ξ

)2
∑

n≥1

(−1)n

1 + n + 2l
+

(

2

ξ

)3
∑

n≥1

lf
(1)
n

n!(1 + n + 2l)
+

(

2

ξ

)3
∑

n≥1

(−1)nal
n(0|ξ)

ξn lf
(2)
n ; (15)

lf
(2)
n =

∑

m≥n+1

lf
(1)
m

m(1 + m + 2l)[m − (n + 1)]!
.
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Застосовуючи описану процедуру безмежну кiль-
кiсть разiв, одержуємо рiвняння:

1 + 2l =

∞
∑

n=1

Rl
n

(

2

ξ

)n

. (16)

При цьому

Rl
1 = 1; (17)

Rl
2 =

∑

m≥1

(−1)m

1 + m + 2l
= ln 2 −

2l
∑

m=0

(−1)m

1 + m
;

Rl
n =

∑

m≥1

lf
(n−2)
m

m!(1 + m + 2l)
при n ≥ 3,

а величини lf
(r)
n пов’язанi мiж собою такими рекурен-

тними спiввiдношеннями:

lf
(r+1)
n =

∑

m≥n+1

lf
(r)
m

m(1 + m + 2l)[m− (n + 1)]!
(18)

при r ≥ 1.

Як видно з формул (17),(18), коефiцiєнти Rl
n є

(n − 1)-кратними числовими рядами. Їх розрахунок
легко звести до обчислення (n − 1)-кратних iнтеґра-
лiв за числовим параметром. Використовуючи еле-
ментарнi зображення

s! =

∞
∫

0

dt e−tts, (n + 1)−1 =

1
∫

0

dt1 tn1 , (19)

вдається виконати пiдсумовування безмежних число-
вих знакозмiнних рядiв аналiтично. Пiсля наступного
iнтеґрування результату за змiнною t одержуємо таке
зображення при n ≥ 3:

Rl
n = (−1)n+1(n − 3)!(1 + 2l)3−n

1
∫

0

dt1 t
2l+(n−2)
1

1
∫

0

dt2 tn−4
2 (1 − t2l+1

2 ) (20)

×
1

∫

0

dt3 tn−5
3 (1 − t2l+1

3 ) × · · · ×
1

∫

0

dtn−2(1 − t2l+1
n−2 )

×
1

∫

0

dtn−1t
2l
n−1

{

[1 + t1 + t1t2 + · · · + t1 · · · tn−2]
2−n − [1 + t1 + t1t2 + · · · + t1 · · · tn−1]

2−n
}

.

Звичайно, при досить великих значеннях n розра-
хунок Rl

n виконується чисельними методами, хоч час-
тину iнтеґралiв можна обчислити аналiтично.
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ξ

Рис. 1. Залежнiсть функцiї
n0
P

n≥1

R0

n( 2

ξ
)n вiд змiнної ξ

(2 ≤ n0 ≤ 11).

Таблиця 1, у якiй наведено результати комп’ютер-
ного розрахунку коефiцiєнтiв Rl

n для областi 0 ≤ l ≤
7, 2 ≤ n ≤ 8, iлюструє добру збiжнiсть цих вели-
чин як функцiй числа n при фiксованому значен-

нi орбiтального квантового числа l. Як видно з таб-
лицi 1, коефiцiєнти Rl

n є знакозмiнними величинами
(Rl

2m+1 > 0, Rl
2m < 0), їхня абсолютна величина

швидко зменшується зi збiльшенням n. Для випад-
ку l = 0 при n ≥ 2 їх можна апроксимувати таким
виразом:

R0
n ≈ (−1)n+1Cn103− 3n

2 ; Cn = ce−α(n−b)2 ,

c = 8.7088; α = 0.11439; b = 4.97117.

На рис. 1 наведено залежнiсть функцiй
n0
∑

n≥1

R0
n( 2

ξ )n

вiд змiнної ξ при змiнi числа членiв суми (2 ≤ n0 ≤
11). Цей рисунок iлюструє залежнiсть точностi розра-
хунку коренiв рiвняння (16) вiд числа використаних
коефiцiєнтiв Rl

n. Розрахованi як коренi рiвняння (16)
при n0 = 20, пороговi значення параметра екрануван-
ня наведено в таблицi 2.

Пороговi значення ξl,n що вiдповiдають нижчим
енерґетичним рiвням (при заданому l), ми одержали з
високою точнiстю: для стану 1s ξ0,0 = 1.190612404 . . .,
для стану 2s 0.31021033 . . . < ξ0,1 < 0.31021040 . . .
i т. д. Для порiвняння точностi розрахунку наведемо
значення ξ0,0, якi отримали iншi автори: ξ0,0 = 1.1883
[9]; 1.190604 [10]; 1.2010 [15]; 1.15 [11]; 1.19047 [13];
1.190606 [19].
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@
@@n

l
0 1 2 3

2 −0.30685281944 −1.40186152773·10−1 −9.01861527733·10−2 −6.63766289638·10−2

3 0.04522874756 1.12639413305·10−2 4.92686546660·10−3 2.73938566057·10−3

4 −3.905938145 ·10−3 −5.93954069718·10−4 −1.84662645257·10−4 −7.93513672203·10−5

5 2.21359156 ·10−4 2.22393166285·10−5 5.09600255660·10−6 1.72641671652·10−6

6 −8.860572789 ·10−6 −6.23184751966·10−7 −1.08445847127·10−7 −2.94755701182·10−8

7 2.637732156 ·10−7 1.35740550963·10−8 1.83941187087·10−9 4.07338849054·10−10

8 −6.067521897 ·10−9 −2.36549700885·10−10 −2.54964963895·10−11 −4.66351294097·10−12

9 1.110724333 ·10−10 3.37391114246·10−12 2.94552966521·10−13 4.50427939475·10−14

10 −1.6564872352·10−12 −4.01193312521·10−14 −2.88178464518·10−15 −3.72446799340·10−16

@
@@n

l
4 5 6 7

2 −5.24877400749·10−2 −4.3396830984·10−2 −3.6986574573·10−2 −3.22246698119·10−2

3 1.73887794837·10−3 1.2003284724·10−3 8.7787141761·10−4 6.69734853459·10−4

4 −4.09893597377·10−5 −2.3837523931·10−5 −1.5056485772·10−5 −1.01064895443·10−5

5 7.34756358804·10−7 3.6302533270·10−7 1.9922970982·10−7 1.18197957150·10−7

6 −1.04526892407·10−8 −4.4218704539·10−9 −2.1205345125·10−9 −1.11675038791·10−9

7 1.21600326530·10−10 4.4364332985·10−11 1.8690292234·10−11 8.77330194023·10−12

8 −1.18291845339·10−12 −3.7470308834·10−13 −1.3937819662·10−13 −5.85422438074·10−14

9 9.79098063328·10−15 2.7095507633·10−15 8.9409481504·10−16 3.37280665876·10−16

10 −6.99206771357·10−17 −1.7003220109·10−17 −4.9995225012·10−18 −1.69978699897·10−18

@
@@n

l
8 9 10 11

2 −2.85481992236·10−2 −2.56242226154·10−2 −2.32432702345·10−2 −2.12669856496·10−2

3 5.27666966649·10−4 4.26413854005·10−4 3.51723397125·10−4 2.95059570659·10−4

4 −7.10772472155·10−6 −5.18657113003·10−6 −3.89956029551·10−6 −3.00530713989·10−6

5 7.44649199051·10−8 4.92052159932·10−8 3.38002017045·10−8 2.39770992846·10−8

6 −6.32384697149·10−10 −3.79433194318·10−10 −2.38665716985·10−10 −1.56129717275·10−10

7 4.48001861832·10−12 2.44719189286·10−12 1.41257006888·10−12 8.53715062358·10−13

8 −2.70410806517·10−14 −1.34816281608·10−14 −7.15616025802·10−15 −4.00272102492·10−15

9 1.41342051235·10−16 6.44723150686·10−17 3.15343492471·10−17 1.63520652358·10−17

10 −6.48082726217·10−19 −2.71099357644·10−19 −1.22421795789·10−19 −5.89493397209·10−20

Таблиця 1. Числовi значення коефiцiєнтiв Rl
n у рiвняннi (16).

@
@@n

l
0 1 2 3 4 5 6 7 8

1 1.1906124

2 0.310210 0.220216

3 0.139451 0.112714 0.091349

4 0.07882 0.067884 0.058106 0.049831

5 0.050577 0.045187 0.040024 0.035389 0.031344

6 0.035183 0.032176 0.029167 0.02635 0.023799 0.021525

7 0.02588 0.024049 0.022162 0.020342 0.018646 0.017094 0.015691

8 0.019826 0.018642 0.017391 0.016157 0.014981 0.013883 0.012872 0.011945

9 0.015672 0.014868 0.014001 0.01313 0.012286 0.011486 0.010736 0.01004 0.009396

Таблиця 2. Пороговi значення параметра екранування ζn,l (ζn,l = ξl,k при n = 1+l+k) для станiв iз квантовими числами

0 ≤ l ≤ 7, 1 ≤ n ≤ 8, де n — головне квантове число.
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IV. РIВНЯННЯ ДЛЯ СПЕКТРА В ОКОЛI
ПОРОГОВИХ ЗНАЧЕНЬ ПАРАМЕТРА

ЕКРАНУВАННЯ

В околi порогових значень параметра екранування
рiвняння (9) при

√−εl 6= 0 також можна трансфор-
мувати до такої форми, у якiй не будуть фiґурувати
коефiцiєнти al

n(ε|ξ). Враховуючи рiвнiсть (11), пере-
пишiмо рiвняння (9) так:

2

1 + 2l

∞
∑

n=0

al
n(εl|ξ)Al

n(xl)n!

(2
√−εl + ξ)n+1

= 1. (21)

Тут уведено коефiцiєнти Al
n(xl) згiдно з таким спiв-

вiдношенням:

Al
n(xl) =

(l!)2

(2l)!

(1 + n + 2l)!

n!

×
l

∑

k=0

(−1)l+k (n + l − k)!xl−k
l

k!(l − k)!(1 + n + 2l − k)!
, (22)

xl =
ξ

2
√−εl + ξ

.

Коефiцiєнт Al
n(xl) при l = 0 дорiвнює одиницi, а

при l 6= 0 вiн є функцiєю параметра екранування та
енерґiї. В околi ξ = ξl вiн близький до одиницi, як
i параметр xl (xl = 1, Al

n(xl) = 1 при
√−εl = 0).

Щоб позбутися коефiцiєнтiв al
n(ε|ξ) у рiвняннi (21),

використаймо рекурентнi спiввiдношення у формi (5).
Покажiмо це на прикладi енерґетичних рiвнiв для ви-
падку l = 0, коли рiвняння (21) набуває такого вигля-
ду:

1 =
∑

n≥1

ynR0
n(x) +

√
−ε0

∞
∑

n=0

(n + 1)!

n + 2
a0

n(ε0|ξ)yn+22−n

−
√
−ε0

∑

n≥1

∑

m≥0

yn+2+m(−1)m2−m

× a0
m(ε0|ξ)
m + 2

f
(n)
m+1(x). (23)

У цьому рiвняннi використано такi позначення:

y = 2(ξ + 2
√
−ε0)

−1 =
2

ξ
x, x = ξ(ξ + 2

√
−ε0)

−1; (24)

коефiцiєнти R0
n(x) є аналогами R0

n з рiвняння (16) i
збiгаються з ними у границi

√−ε0 = 0 (x = 1):

R0
1(x) = 1; (25)

R0
2(x) =

∑

s≥1

(−1)s xs−1

s + 1
= x−2 {ln(1 + x) − x} ;

R0
n(x) =

∑

m≥1

xm−1

(m + 1)!
f (n−2)

m (x) при n ≥ 3;

тут f
(r)
m (x) — функцiональнi ряди — аналоги числових

рядiв, що фiґурують у формулах (14)–(18):

f (1)
m (x) =

∑

s≥m+1

(−1)ss!xs−(m+1)

s(s + 1)[s − (m + 1)]!
при m ≥ 1;

(26)

f (i+1)
m (x) =

∑

s≥m+1

xs−(m+1)f
(i)
s (x)

s(s + 1)[s − (m + 1)]!
при i ≥ 1.

Рiвняння (23) є точним, i його можна використати
для розрахунку залежностi ε0 вiд ξ в усiй областi
0 ≤ ξ ≤ ξ0. При x = 1 воно збiгається з рiвнянням
(16) при l = 0.

Однак для дослiдження енерґетичного спектра
в околi порогових значень параметра екранування
зручно використати розклади за степенями

√−εl без-
посередньо в рiвняннi (21):

1 + 2l − 2
∑

n≥0

n!
al

n(0|ξ)
ξ1+n

=
√
−εlC

l
1(ξ) + (

√
−εl)

2Cl
2(ξ) + . . . , (27)

де

Cl
1(ξ) =

∂

∂
√−εl

{

2

∞
∑

n=0

n!
al

n(εl|ξ)Al
n(xl)

(ξ + 2
√−εl)1+n

}

при
√
−εl = 0,

Cl
2(ξ) =

∂2

∂(
√−εl)2

{ ∞
∑

n=0

n!
al

n(εl|ξ)Al
n(xl)

(ξ + 2
√−εl)1+n

}

(28)

при
√
−εl = 0, . . . .

Розгляньмо коефiцiєнт C l
1(ξ). Виконуючи диференцi-

ювання у явному виглядi, одержуємо:

Cl
1(ξ) = 2

∞
∑

n=0

n!

ξn+2
(29)

×
{

bl
n(ξ)ξ − (1 + n)al

n(0|ξ) − 2Bl
nal

n(0|ξ)
}

,

де

bl
n(ξ) =

∂

∂
√−εl

al
n(εl|ξ) при

√
−εl = 0, (30)

Bl
n =

∂

∂xl
Al

n(xl)|xl=1 =

{

0 при l = 0;
− 1

2 (n + 1) при l 6= 0.

Оскiльки

∞
∑

n=0

n!

ξn+1
bl
n(ξ) =

{

∂

∂
√−εl

∞
∑

n=0

n!al
n(ε|ξ)

ξ1+n

}

√
−ε

l
=0

= 0 (31)

як при l = 0, так i при l 6= 0, то

C0
1 (ξ) = −2

∞
∑

n=0

(n + 1)!
a0

n(0|ξ)
ξn+2

,

Cl
1(ξ) = 0 при l 6= 0. (32)
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Враховуючи рiвняння (12), (16), лiву частину рiвнян-
ня (27) у границi ξ → ξl запишiмо у виглядi

−(ξl − ξ)
∑

n≥1

nRl
n

{

2

ξl

}n+1

. (33)

Звiдси випливає, що асимптотика
√−ε0 є лiнiйною

функцiєю змiнної (ξ0 − ξ), а саме

√
−ε0 = (ξ0 − ξ)

{

2

∞
∑

n=0

(n + 1)!
a0

n(0|ξ0)

ξn+2
0

}−1

×
∑

n≥1

nR0
n

{

2

ξ0

}n+1

. (34)

У випадку l 6= 0 маємо параболiчну залежнiсть

√
−εl = (ξl − ξ)1/2

{

−Cl
2(ξl)

}−1/2

×







∑

n≥1

nRl
n

{

2

ξl

}n+1






1/2

. (35)

При цьому ξ0 = ξ0,k, ξl = ξl,k, де {ξ0,k} , {ξl,k} — сукуп-
нiсть коренiв рiвняння (16) при l = 0 та l 6= 0 вiдповiд-
но. Особливостi асимптотики енерґетичних рiвнiв в
околi порогових значень параметра екранування, що
визначаються формулами (33), (34), були виявленi в
роботi авторiв [24] на прикладi станiв, якi описуються
безвузловими функцiями (1s, 2p, 3d, 4f, . . .), за допо-
могою iншого способу наближеного розрахунку спек-
тра.

V. ЗАЛЕЖНIСТЬ ЕНЕРҐЕТИЧНИХ РIВНIВ
ВIД ПАРАМЕТРА ЕКРАНУВАННЯ

Рекурентнi спiввiдношення (5) є системою однорiд-
них лiнiйних алґебраїчних рiвнянь, а умова iснування
розв’язкiв цiєї системи дає рiвняння для знаходження
сiм’ї енерґетичних рiвнiв при заданому l

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dl
1 −1 0 0 . . .

ξ
1!c

l
2 dl

2 −1 0 . . .

− ξ2

2! c
l
3

ξ
1!c

l
3 dl

3 −1 . . .
ξ3

3! c
l
4 − ξ2

2! c
l
4

ξ
1!c

l
4 dl

4 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0, (36)

де cl
n = 2[n(n + 1 + 2l)]−1, dl

n = cl
n[(n + l)

√
εl − 1]. Ви-

користовуючи це рiвняння, знайдемо залежнiсть вiд
ξ енерґетичних рiвнiв збуджених станiв (залежнiсть
енерґiї основного рiвня вiд параметра ξ наведена у
працi авторiв [24]). Оскiльки параметр ξ для цих ста-
нiв є малим (0 ≤ ξ ≤ 2(el)−1(l + 1)−1), то розв’язки
можна зобразити у виглядi розкладiв за степенями
ξ, обмежуючись детермiнантом скiнченого порядку в
рiвняннi (36). Таке наближення цiлком еквiвалентне
умовi al

n0
(ε|ξ) = 0 i вiдповiдає теорiї збурень. Якщо

n0 досить велике число, то коефiцiєнти an(ε|ξ) при
n ≥ n0 + 1 є малими:

al
n0+1(ε|ξ) = cl

n0+1 ξ

n0−1
∑

s=0

(−ξ)s

(s + 1)!
al

n0−1−s(ε|ξ),

al
n0+2(ε|ξ) = cl

n0+2

{

[
√
−ε(n0 + 2 + l)]al

n0+1(ε|ξ)

− ξ2
n0−1
∑

s=0

(−ξ)s

(s + 2)!
al

n0−1−s(ε|ξ)
}

, . . . . (37)

Тому наближено ряд (4) можна зобразити полiномом
степеня n0 − 1.

Коренi рiвняння (36) або рiвняння al
n0

(ε|ξ) = 0 за-
пишiмо у виглядi рядiв:

[−εl,k(ξ)]
1/2

=

s0
∑

s=0

(−ξ)sb
(s)
l,k , (38)

де k = 0, 1, 2, . . . — радiальне квантове число. У фор-
мулi (38) всi коефiцiєнти b

(s)
l,k — додатнi, так що цей

ряд — знакозмiнний. Наведемо тут явнi вирази для
коефiцiєнтiв b

(s)
l,k , якi одержали з умови al

12(ε|ξ) = 0:

b
(0)
l,k = (1 + l + k)−1; b

(1)
l,k = 1 + l + k;

b
(2)
l,k =

1

4
(1 + l + k){(1 + l + k)(1 + k) + kl}; (39)

b
(3)
l,k =

1

6
(1 + l + k)3

{1

2
+ (1 + l + k)2

}

, . . . .

Ряди (38) є напiвзбiжними (асимптотичними): су-

ма
s0
∑

s=0
(−ξ)sb

(s)
l,k є збiжною послiдовнiстю, яка прямує

до функцiї
√

−εl,k(ξ), коли s0 не перевищує деякого
значення, а при дальшому збiльшеннi s0 така сума
все бiльше вiдхиляється вiд згаданої функцiї. Опти-
мальне значення s0 для заданих квантових чисел (l, k)
виберемо з умови, щоб порогове значення параметра
екранування для рiвня ξl,k, визначене як корiнь рiв-
няння

{−εl,k(ξ))}1/2 = 0, (40)

було близьким до значення, отриманого з рiвняння
(16), або ж до значення, одержаного при чисельно-
му iнтеґруваннi рiвняння Шрединґера (див. [19]). Та-
ким способом знаходимо значення s0 = 3. У цьому
наближеннi одержанi значення енерґiї близькi до ре-
зультатiв роботи [19], а ξl,k — до значень, наведених
у таблицi 2. Формула (38) тим точнiше описує залеж-
нiсть енерґетичних рiвнiв вiд параметра ξ, чим бiльшi
значення радiального квантового числа k. Вiдхилення
величин ξl,k, знайдених за рiвнянням (40), вiд анало-
гiчних величин, одержаних у роботi [19], є тим мен-
шими, чим бiльшi значення квантового числа k, що
iлюструє таблиця 3. Щоб отримати достатньо точнi
апроксимацiйнi формули, що визначають залежнiсть
енерґетичних рiвнiв вiд параметра ξ також для ма-
лих значень квантового числа k, ми ввели у формулi
(38) кориґуючий множник до коефiцiєнта b

(3)
l,k згiдно

з правилом:
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b
(3)
l,k → b̃

(3)
l,k = α(l, k)b

(3)
l,k . (41)

Множник α(l, k) вибрано з умови, щоби дiйсний до-
датний корiнь рiвняння

(−εl,k(ξ))1/2 =

2
∑

s=0

(−1)sξsb
(s)
l,k − ξ3b̃

(3)
l,k = 0 (42)

був близьким до значення ξl,k з таблицi 2:

α(0, k) =
2

5
; k ≥ 0;

α(l, k) =
2 + l − k

1 + 1/3(1 + l − k)
при k ≤ l, l ≥ 1; (43)

α(l, k) = 1 при k > l, l ≥ 1.

Рiвняння (42) має єдиний додатний дiйсний корiнь

ξl,k =
D2

l,k − 4
(

3b
(1)
l,k b̃

(3)
l,k −

(

b
(2)
l,k

)2)
+ 2Dl,kb

(2)
l,k

6b̃
(3)
l,k Dl,k

, (44)

де

Al,k = 4b
(0)
l,k

(

b
(2)
l,k

)3
+ 27

(

b
(0)
l,k b̃

(3)
l,k

)2 − 18b
(0)
l,k b

(1)
l,k b

(2)
l,k b̃

(3)
l,k ;

Bl,k = 4
(

b
(1)
l,k

)3
b̃
(3)
l,k −

(

b
(1)
l,k b

(2)
l,k

)2
;

Dl,k =
{

2Al,k + 12b̃
(3)
l,k

√

3(Bl,k + Al,k)
}

1

3

.

Асимптотичнi формули (38)–(44) зручнi для викорис-
тання у практичних розрахунках у всiй областi змiни
параметра екранування.

Як видно з таблицi 3, пороговi значення параметра
екранування при фiксованому l = l0 утворюють мо-
нотонно спадну послiдовнiсть ζl0,k (k ≥ 0), а при фiк-
сованому k = k0 — таку ж послiдовнiсть ζl,k0

(l ≥ 0).
Таку ж залежнiсть вiд квантових чисел n, l мають i
величини ζn,l (див. таблицю 2). Тому для них викону-
ються нерiвностi ζn2,l2 > ζn1,l1 при n2 > n1, l2 < l1, що
вiдповiдає перетиновi збуджених енерґетичних рiвнiв
поблизу порогових значень параметра екранування.
Максимальне число перетинiв виникає при l2 = 0, на-
приклад:

ζ6,0 > ζ5,4, ζ7,0 > ζ6,l (l = 4, 5),

ζ8,5 > ζ7,l (l = 4, 5, 6), ζ9,0 > ζ8,l (l = 4, 5, 6, 7),

ζ10,0 > ζ9,l (l = 4, 5, 6, 7, 8), ζ10,1 > ζ9,l (l = 6, 7, 8),

ζ10,0 > ζ8,7 i т. д.

Чим бiльше значення n2, тим з бiльшою кiлькiстю
енерґетичних рiвнiв перетинається рiвень з кванто-
вими числами n2, l2, що iлюструє рисунок 2.

 0
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 0.6

 0.8

 1

 0  0.002  0.004  0.006  0.008  0.01  0.012  0.014  0.016

ξ

8(-εn,l)
1/2
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9

10

l=1
4

7

Рис. 2. Перетин енерґетичних рiвнiв для квантових чи-
сел n = 8 (l = 1, 4, 7), n = 9 (l = 0, 1, 4, 7), n = 10
(l = 0, 1, 5, 7).

VI. ВИСНОВКИ

Шляхом точного багатократного пiдсумовування
асимптотичних рядiв ми отримали рiвняння, коренi
якого визначають сукупнiсть порогових значень без-
розмiрного параметра екранування ξl,k(k ≥ 0) для
стану iз заданим значенням орбiтального квантового
числа l з точнiстю, яка набагато перевищує точнiсть
розрахунку аналогiчних величин за допомогою чисе-
льного iнтеґрування рiвняння Шрединґера (див., на-
приклад, роботу [19], яка дотепер вважається етало-
ном). Точнiсть наших розрахункiв обмежена лише не-
обхiднiстю комп’ютерного обчислення багатократних
iнтеґралiв Rl

n(ф.(20)) — безрозмiрних числових кое-
фiцiєнтiв згаданого рiвняння. Пiдсумовування асим-
птотичних рядiв дало змогу дослiдити також особли-
востi асимптотики енерґетичних рiвнiв в околi точок
ξ = ξl,k:

√−ε0,k ∼ (ξ0,k − ξ),
√−εl,k ∼ (ξ0,k − ξ)1/2 при

l 6= 0. За допомогою асимптотичних рядiв ми зобра-
зили залежнiсть енерґетичних рiвнiв вiд параметра
ξ. Вiдхилення значень енерґiї вiдповiдних рiвнiв вiд
результатiв роботи [19] є невеликим, про що свiдчать
розрахунки значень ξl,k в цьому наближеннi (табли-
ця 2). Ми запропонували також апроксимацiйну фор-
мулу, яка вiдображає залежнiсть енерґетичних рiв-
нiв вiд ξ, що видно з розрахункiв ξl,k (див. таблицю
3). Формула (34) дає змогу визначити пороговi зна-
чення параметра екранування для довiльних значень
квантових чисел l, k (або n, l) i пiдтверджує явище
перетину енерґетичних рiвнiв для збуджених станiв
електрона в полi екранованого заряду. Можливiсть
аналiтичного зображення радiальної хвильової фун-
кцiї в аналiтичному виглядi є також однiєю з переваг
нашого пiдходу, який можна узагальнити на довiльнi
потенцiали типу V (r) = −α

r f(r), де f(r) — є цiлою
функцiєю змiнної r, де f(r) → 1 при r → 0 i має будь-
яку асимптотику при r → ∞.
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ЛОКАЛIЗОВАНI СТАНИ ЕЛЕКТРОНА В ЕКРАНОВАНОМУ ПОЛI. . .

@
@@l
k

0 1 2 3 4 5 6 7

0 1184.584 310.4832 139.3906 78.69391 50.45041 35.06782 25.77871 19.74410

1 217.8819 112.9092 65.18484 42.25079 29.54917 21.80386 16.74105 13.25344

2 94.04116 56.29368 40.70442 28.77046 21.37209 16.48342 13.09061 10.64262

3 51.96788 34.91643 25.25492 20.77567 16.12105 12.85863 10.48761 8.712486

4 32.86438 23.74828 18.02752 14.26748 12.57002 10.29240 8.576054 7.252098

5 22.62643 17.19096 13.52967 10.97334 9.153806 8.415329 7.135576 6.123907

6 16.51518 13.01650 10.53393 8.721701 7.373631 6.366969 6.025459 5.236095

7 12.57971 10.19629 8.436261 7.106510 6.084784 5.292788 4.682990 4.525923

8 9.898454 8.202219 6.909483 5.905570 5.114412 4.484794 3.982730 3.588361

9 7.990433 6.740561 5.763312 4.987129 4.362721 3.855621 3.441741 3.104997

10 6.584788 5.637388 4.880780 4.268447 3.767334 3.353611 3.010022 2.724280

11 5.519587 4.784396 4.186706 3.695222 3.287114 2.945505 2.657835 2.414806

12 4.693218 4.111290 3.630953 3.230529 2.893842 2.608680 2.365751 2.157986

13 4.039313 3.570832 3.179031 2.848509 2.567550 2.327143 2.120306 1.941615

14 3.513044 3.130330 2.806577 2.530599 2.293743 2.089246 1.911786 1.757154

15 3.083247 2.766576 2.495981 2.263184 2.061679 1.886313 1.732973 1.598361

16 2.727717 2.462723 2.234259 2.036087 1.863245 1.711749 1.578382 1.460533

17 2.430287 2.206309 2.011663 1.841580 1.692219 1.560463 1.443766 1.340041

18 2.178959 1.987949 1.820763 1.673703 1.543760 1.428466 1.325787 1.234038

19 1.964677 1.800470 1.655812 1.527802 1.414054 1.312596 1.221785 1.140251

20 1.780506 1.638311 1.512309 1.400197 1.300064 1.210317 1.129620 1.056849

@
@@l
k

8 9 10 11 12 13 14 15

0 15.60423 12.64172 10.44910 8.781045 7.482669 6.452300 5.620957 4.940500

1 10.75041 8.893929 7.479329 6.376880 5.501148 4.794023 4.214874 3.734603

2 8.819819 7.426736 6.338546 5.472558 4.772273 4.198037 3.721368 3.321386

3 7.350152 6.282484 5.430604 4.740266 4.173205 3.701813 3.305779 2.969898

4 6.210294 5.376329 4.698705 4.140859 3.676273 3.285353 2.953371 2.669091

5 5.311014 4.648457 4.101601 3.645177 3.260414 2.933145 2.652521 2.410124

6 4.590510 4.056125 3.609018 3.231321 2.909486 2.633092 2.394026 2.185897

7 4.005182 3.568339 3.198473 2.882689 2.611026 2.375700 2.170557 1.990684

8 3.523712 3.162292 2.853071 2.586564 2.355331 2.153466 1.976244 1.819843

9 2.837036 2.820961 2.559958 2.333112 2.134778 1.960419 1.806358 1.669593

10 2.488374 2.299146 2.309245 2.114648 1.943333 1.791768 1.657064 1.536834

11 2.209787 2.038711 1.900889 1.925113 1.776175 1.643647 1.525231 1.419015

12 1.980093 1.828357 1.700758 1.597809 1.629425 1.512908 1.408289 1.314019

13 1.786884 1.652979 1.537776 1.440362 1.361830 1.396976 1.304113 1.220084

14 1.622034 1.503847 1.400684 1.311330 1.235488 1.174512 1.210938 1.135736

15 1.479833 1.375283 1.283074 1.202021 1.131447 1.071406 1.023342 1.059732

16 1.356078 1.263296 1.180812 1.107561 1.042803 0.986187 0.937963 0.899584

17 1.247570 1.164942 1.091005 1.024836 0.965734 0.913240 0.867202 0.827981

18 1.151819 1.077967 1.011518 0.951682 0.897831 0.849497 0.806401 0.768518

19 1.066845 1.000601 0.940712 0.886504 0.837427 0.793044 0.753045 0.717267

20 0.991052 0.931428 0.877295 0.828078 0.783301 0.742570 0.705582 0.672130

Таблиця 3. Пороговi значення параметра екранування ξl,k · 103, розрахованi за формулами (38)–(41), для станiв з

квантовими числами 0 ≤ l ≤ 20, 0 ≤ k ≤ 15.
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LOCALIZED STATES OF THE ELECTRON IN THE SCREENED FIELD:
THE APPLICATION OF ASYMPTOTIC SERIES

M. V. Vavrukh, O. M. Stelmakh, N. L. Tyshko
Ivan Franko National University of Lviv, Department for Astrophysics,

8 Kyryla i Mefodija St., Lviv, UA–79005, Ukraine

The analytical relations which determine a dependence of energy levels and radial wave functions on the

screening parameter were obtained using the asymptotic series. The critical values of the screening parameter

which determines the transitions of discrete levels of the energy spectrum to continuum were calculated. The

phenomena of the crossover of energy levels was also studied.
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