
ЖУРНАЛ ФIЗИЧНИХ ДОСЛIДЖЕНЬ

т. 14, № 1 (2010) 1703(6 с.)

JOURNAL OF PHYSICAL STUDIES

v. 14, No. 1 (2010) 1703(6 p.)

ЕНЕРҐIЯ ЕКСИТОНА В НАПIВПРОВIДНИКОВИХ НАНОПЛIВКАХ

В. М. Крамар
Чернiвецький нацiональний унiверситет iм. Юрiя Федьковича

вул. Коцюбинського, 2, Чернiвцi, 58012, Україна

(Отримано 21 листопада 2009 р.; в остаточному виглядi — 7 серпня 2009 р.)

Варiацiйним методом Бете встановлено аналiтичну залежнiсть енерґiї зв’язку основно-
го екситонного стану вiд товщини плоскої напiвпровiдникової наноплiвки без урахуван-
ня взаємодiї з фононами. Це дає змогу обчислювати енерґiю безфононного екситонно-
го переходу у наноплiвках рiзної товщини. Розрахунки виконано на прикладi наноплiвок
Al0.3Ga0.7As/GaAs/Al0.3Ga0.7As та CdS/HgS/CdS у моделi прямокутної квантової ями скiн-
ченної глибини.
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I. ВСТУП

Квантовi обмеження електронiв i дiрок у напiв-
провiдникових наноструктурах iз квантовими ямами
(КЯ) спричиняють збiльшення енерґiї зв’язку (ЕЗ),
сили осцилятора та тривалостi життя екситонiв. Як
наслiдок, екситони в таких структурах спостерiгаю-
ться при досить високих, аж до кiмнатних, темпера-
турах, що посилює їх роль у рiзноманiтних процесах,
важливих для оптоелектронiки [1–3]. До того ж, з
очiкувано двовимiрним (2D) характером руху екси-
тонiв у КЯ пов’язуються надiї на спостереження ни-
зькотемпературних колективних явищ, таких, як кон-
денсацiя та надтекучiсть екситонiв [4]. Тому проблемi
дослiдження екситонних станiв у наноструктурах з
КЯ, особливостям їх формування, взаємодiї з iншими
квазiчастинками та розпаду присвячено багато праць.
Наприклад, у роботах [5–12] вивчали екситоннi ефек-
ти у спектрах поглинання, вiдбивання та фотолюмi-
несценцii у плоских напiвпровiдникових наногетеро-
структурах з КЯ. Експериментально встановлено до-
мiнування безфононних лiнiй екситонних переходiв у
спектрах фотолюмiнесценцiї [13], а також залежнiсть
енерґiї екситона вiд ширини КЯ, температури та зов-
нiшнiх полiв.

Проблемi визначення енерґiї екситона й енерґiї йо-
го зв’язку в наноструктурах з КЯ присвячено велику
кiлькiсть праць, неповний перелiк яких наведений у
[14]. Енерґiю екситонного переходу в таких структу-
рах визначають значеннями енерґiї електрона й дiрки
у КЯ, якi залежать вiд ширини КЯ, та ЕЗ. Величину
ЕЗ вважають незалежною вiд ширини КЯ [15, 16] або
розраховують теоретично.

Теоретичнi розрахунки ЕЗ у плоских напiвпровiд-
никових наноструктурах з одиночною КЯ (наноплiв-
ках) здiйснювали варiацiйним методом Рiтца, вико-
ристовуючи як пробнi тричастинковi функцiї з одним
[14, 17–19] або декiлькома [14, 20, 21] параметрами,
з урахуванням взаємодiї з фононами [17–21] або без
[14]. Проте, навiть у найпростiшому варiантi цього ме-
тоду одержати аналiтичну залежнiсть ЕЗ вiд ширини

КЯ неможливо [14]. У ролi такої в роботi [22] вико-
ристано формулу, емпiрично знайдену для напруже-
них КЯ на основi GexSi1−x/Si, а у [14] — аналiтичний
вираз, отриманий обудовою самоузгодженого потенцi-
алу електрон–дiркової пари у КЯ. Недолiком пiдходу
в працi [22] є те, що там залежнiсть ЕЗ вiд шири-
ни КЯ a вважається пропорцiйною до a−2/3, що дає
некоректний результат у граничних випадках дуже
тонких та товстих плiвок. Iз фiзичних мiркувань зро-
зумiло, що при a → 0 величина ЕЗ набуває значень,
характерних для масивного (3D) матерiалу плiвки, а
при суттєвому зростаннi a — для масивного бар’єр-
ного середовища [20]. Можливостi використання тео-
рiї [14] обмежуються випадками мiлких КЯ з малою
кiлькiстю рiвнiв.

У цiй статтi подано аналiтичнi вирази для об-
числення ЕЗ екситона у плоскiй напiвпровiднико-
вiй наноплiвцi, одержанi в моделi прямокутної КЯ
скiнченої глибини для кожного з таких припущень:
а) ймовiрностi проникнення кожної з квазiчастинок
електрон-дiркової пари в бар’єрне середовище нех-
товно малi; б) таке проникнення можливе. Конк-
ретнi розрахунки, виконанi в наближеннi iзотропних
ефективних мас електрона й дiрки для наноплiвок
Al0.3Ga0.7As/GaAs/Al0.3Ga0.7As та CdS/HgS/CdS, по-
казали, що для достатньо товстих плiвок обчисленi в
межах обох моделей значення ЕЗ екситона узгоджу-
ються з теоретичними результатами iнших авторiв та
вiдомими експериментальними даними, а у випадку
тонких — модель В дає бiльш виправданий результат.

II. ЕКСИТОН У ПЛОСКIЙ
НАПIВПРОВIДНИКОВIЙ НАНОПЛIВЦI

Розглянуто плоску напiвпровiдникову наноплiвку
(середовище “0”), вмiщену в масивне зовнiшнє напiв-
провiдникове середовище “1” iз ширшою забороненою
зоною. Декартову систему координат вибрано так,
щоб її початок був посерединi плiвки товщиною a, а
площина XOY — паралельна до поверхнi.
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Використано наближення ефективних мас для вiль-
них носiїв у припущеннi про iзотропнiсть i невиродже-
нiсть їхнього енерґетичного спектра та модель прямо-
кутної КЯ скiнченної глибини. Отже, ефективнi маси

mj i обмежувальнi потенцiали Vj електрона (j = e)
та дiрки (j = h), а також дiелектрична проникнiсть ε
середовища, в якому вони перебувають, вважаються
вiдомими функцiями

mj(zj) =











m
(0)
j ,

m
(1)
j ,

V (zj) =







0,

Vj ,
ε(zj) =







ε(0), |z| ≤ a
2

ε(1), |z| > a
2

z-ої компоненти радiус-вектора квазiчастинки rj = (ρj , zj).

Сполука a0 ε0 ε∞ me mh ΩL ΩT Eg Ve Vh

GaAsa 5.653 13.18 10.89 0.067 0.62 36.25 33.29 1.424

AlAsa 5.661 10.06 8.16 0.150 0.76 50.09 44.88 2.168 0.2279c 0.1519c

β−HgSb 5.851 18.20 11.36 0.036 0.044 27.80 21.96 0.5

β−CdSb 5.818 9.10 5.50 0.20 0.70 57.20 44.47 2.5 1.35 0.8

Таблиця 1. Фiзичнi параметри сполук: стала ґратки a0 (Å), дiелектричнi проникностi ε0 i ε∞, ефективнi маси електро-
на й дiрки me,h (в одиницях маси вiльного електрона m0), енерґiї оптичних фононiв ΩL i ΩT (меВ); ширина забороненої
зони Eg та обмежуючi потенцiали Ve (еВ).

a За даними [17].
b За даними, наведеними у [25].
c Розраховане для Ga0.7Al0.3As/GaAs/Ga0.7Al0.3As за даними [17].

Обмежуючись розглядом наногетероструктур з ма-
лою рiзницею сталих ґраток i дiелектричних проник-
ностей її складникiв (таблиця), знехтуємо силами вза-
ємодiї носiїв зi своїми електростатичними зображен-
нями [23], вважаючи кулонiвську взаємодiю домiную-
чою в електроннiй системi.

Вiддiливши вiльний рух центра мас електрона й
дiрки в напрямках, паралельних до площини плiвки,
подамо гамiльтонiан екситона у виглядi

Ĥex = Ĥ⊥
e + Ĥ⊥

ph + ĤSS + Ĥp = Ĥ0 + Ĥp, (1)

де першi два доданки —

Ĥ⊥
j = −~

2

2

∂

∂zj

1

mj(zj)

∂

∂zj
+ Vj(zj), (2)

— описують обмежений рух носiя в напрямку осi OZ,
а

ĤSS = −
~

2∇2
ρ

2µ
− βe2

ερ
(3)

— модифiкований уведенням варiацiйного параметра
Бете (β) гамiльтонiан Шiнада–Суґано [24], що описує
2D-екситон з приведеною масою µ;

Ĥp =
βe2

ερ
− e2

ε|re − rh|
(4)

— оператор збурення, який враховує вiдмiнностi рухiв
у наноплiвцi 3D- та 2D-екситонiв; ρ = ρe − ρh.

Вважаючи Ĥp малим збуренням системи з гамiль-

тонiаном Ĥ0, енерґiю екситона в наноплiвцi можна по-
дати у виглядi

Ene,nh
(k) = E(e)

ne
(k‖) +E(h)

nh
(k‖) +EN + ∆Ene,nh

(k‖),

(5)

де E
(j)
nj (k‖) — енерґiя вiльного носiя у станi з кванто-

вим числом nj i поздовжнiм складником хвильового
вектора k‖, EN = −β2Rex/(N + 1/2)2 (N = 0, 1, 2,
. . . ) — енерґiя двовимiрного екситона Шiнада-Суґано,
а Rex — ефективна стала Рiдберґа екситона. Останнiй
доданок у (5) є поправкою до власного значення га-

мiльтонiана Ĥ0 внаслiдок збурення, яке визначається
оператором Ĥp.

Нормована хвильова функцiя основного стану сис-
теми з гамiльтонiаном Ĥ0 має вигляд

Ψ(ρ, ze, zh) =

√

8

πa2
ex

× exp

(

−2βρ

aex

)

· ψ1(ze) · ψ1(zh). (6)

Тут aex — ефективний радiус Бора екситона,
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ψn(z) =
Cn√
a







cs(k0nz), |z| ≤ a
2 ;

cs[sign(z)k0n
a
2 ] exp([k1n(a

2 − |z|)], |z| > a
2

(7)

— хвильова функцiя носiя у квантовому станi з енер-
ґiєю En < V (n = 1, 2,. . . ),

Cn =

√

2

1 + (−1)n sin(k0na)
k0na + 2 cs2(k0na/2)

k1na

, (8)

cs(xn) =

{

cosxn,
sinxn,

sc(xn) =

{

sinxn, n = 1, 3, . . . ;
cosxn, n = 2, 4, . . . ,

а k0n =
√

2m0En/~ i k1n =
√

2m1(V0 −En)/~ — попе-
речнi компоненти хвильового вектора квазiчастинки
в наноплiвцi та в бар’єрному середовищi вiдповiдно.

Поправка до власного значення оператора Ĥ0, ви-
значена на функцiї (6), залежить вiд товщини нано-
плiвки a i варiацiйного параметра β. Тодi енерґiя ос-
новного стану екситона

Eex(a) = E(0)
g +E

(e)
1 (a) + E

(h)
1 (a) −Eb(a) (9)

та ЕЗ

Eb(a) = 4Rexβ0 − ∆E(a, β0) (10)

виявляються функцiями товщини наноплiвки a. Тут

E
(0)
g — ширина забороненої зони масивного криста-

ла — матерiалу наноплiвки, E
(j)
1 (a) ≡ E

(j)
1 (k‖ = 0) —

положення основного енерґетичного рiвня електрона
або дiрки у вiдповiднiй КЯ, ∆E(a, β) ≡ ∆E1,1(k‖ =
0) — значення варiацiйного параметра, яке мiнiмiзує
енерґiю основного стану екситона.

Отже, для визначення енерґiї екситона при кож-
ному значеннi a потрiбно знайти поправку ∆E(a, β),
а потiм — виконати процедуру мiнiмiзацiї Eex(a) за
параметром β, використовуючи функцiї (6), якi мiс-
тять хвильовi функцiї квантованих станiв електрона
та дiрки ψn(zj).

Поправку ∆E(a, β) знайдено у двох пiдходах:

a) нехтуючи, подiбно до авторiв праць [17–19], iмо-
вiрнiстю проникнення електрона та дiрки за межi КЯ,
тодi

∆E(a, β) = 8R(0)
ex β

2

(

1 − 2a

πa
(0)
ex Se(a)Sh(a)

(11)

×
π/a
∫

0

De(a, x)Dh(a, x)

x2 − (2aβ/a
(0)
ex )2

ln
1 + (

πa(0)
ex

4a0β )2

1 + ( πa
2a0x)2

dx

)

;

б) узявши до уваги можливiсть їх проникнення в
бар’єрне середовище (|z| > a/2). У цьому випадку

∆E(a, β) = 8Rex(a)β
2

(

1 − a

2πaBW (a)

π/a
∫

0

[

µ2
00

ε̃300
P00(a, β, x) + 2

µ2
01

ε̃301
cos2

k
(h)
01 a

2
P01(a, β, x)De(a, x)Qh(a, x) (12)

+ 2
µ2

10

ε̃310
cos2

k
(e)
01 a

2
P10(a, β, x)Dh(a, x)Qe(a, x) + 4

µ2
11

ε̃311
cos2

k
(e)
01 a

2
cos2

k
(h)
01 a

2
P11(a, β, x)Qe(a, x)Qh(a, x)

]

dx

)

.

Тут

W (a) =
1

4

[

µ00

ε̃200
Se(a)Sh(a) +

µ01

ε̃201

cos2
k
(h)
01 a
2

k
(h)
11 a
2

Se(a) +
µ10

ε̃210

cos2
k
(e)
01 a
2

k
(e)
11 a
2

Sh(a) +
µ11

ε̃211

cos2
k
(e)
01 a
2

k
(e)
11 a
2

cos2
k
(h)
01 a
2

k
(h)
11 a
2

]

;

Sj(a) = 1 +
sin (k

(j)
01 a)

k
(j)
01 a

; Dj(a, x) =
sinx

x
+

1

2

[

sin (k
(j)
01 a+ x)

k
(j)
01 a+ x

+
sin (k

(j)
01 a− x)

k
(j)
01 a− x

]

;

Qj(a, x) =
k

(j)
11 a · cosx− x sinx

x2 + (k
(j)
11 a)

2
, (j = e, h);

Pll′(a, β, x) =
1

x2 − ( 2aµll′β
aB ˜εll′

)2
ln

1 + ( πaB ε̃ll′

4a0µll′β
)2

1 + ( πa
2a0x )2

; µll′ =
1

m0
· ml

em
l′

h

ml
e +ml′

h

; ε̃ll′ =
√
εlεl′ ;
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Rex(a) = RyW (a)(Ce
1C

h
1 )2, (13)

aB i Ry — радiус Бора i стала Рiдберґа для атома вод-

ню, а a
(0)
ex = aBε

(0)/µ(0) i R
(0)
ex = Ryµ

(0)µ(0)/ε(0)2 — для
екситона в наноплiвцi вiдповiдно; Ce

1 (Ch
1 ) — норму-

вальний множник хвильової функцiї основного стану
електрона (дiрки); µ(l) — приведена маса екситона (в
одиницях маси вiльного електронаm0) у середовищi з
дiелектричною проникнiстю ε(l) (l = 0, 1); a0 — стала
кристалiчної ґратки наноплiвки.

III. АНАЛIЗ ОТРИМАНИХ РЕЗУЛЬТАТIВ

Енерґiю екситона в основному станi i ЕЗ в нано-
плiвках рiзної товщини обчислювали з використан-

ням у ролi Rex(a) величини R
(0)
ex (модель A) або функ-

цiї (13) (модель B) та поправок ∆E(a, β), що визнача-
ються формулами (11) та (12), вiдповiдно. Необхiднi
для розрахунку параметри наведенi в таблицi 1.
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Рис. 1. Залежностi енерґiї зв’язку екситона Eb вiд тов-
щини наноплiвки a, розрахованi з використанням моделi
A(1) та B(2).

На рис. 1 a показано графiки залежностi ЕЗ ек-
ситона Eb вiд товщини наноплiвки Al0.3Ga0.7As/
GaAs/Al0.3Ga0.7As. Розрахунки, виконанi в межах

моделi A, дають, аналогiчно до результатiв роботи
[17], монотонно спадну залежнiсть ЕЗ вiд товщини
наноплiвки (крива 1 ). Нашi значення Eb у плiвках
товщиною понад 20 нм узгоджуються з даними роз-
рахункiв праць [17, 20], а в областi a ≥ 40 нм — на-

ближаються до величини R
(0)
ex ≈ 4.7 меВ, обчисленої з

використанням параметрiв масивного кристала GaAs.
При менших товщинах плiвки результати, одержанi в
межах цiєї моделi, значно перевищують данi праць
[17, 20].

Розрахунки, виконанi в межах моделi B, виявили
немонотонну залежнiсть ЕЗ вiд товщини плiвки (кри-
ва 2 ). Для плiвок товщиною понад 20 нм результати
обох моделей практично не вiдрiзняються. При a ≥
10 нм хiд кривої 2 узгоджується з даними теоретич-
них [17, 20] та експериментальних [5, 6] дослiджень
iнших авторiв. В областi менших товщин залежнiсть
Eb(a) виявляється немонотонною — при зменшеннi a
ЕЗ стрiмко зростає, досягаючи максимуму у плiвках
товщиною близько 2 моношарiв GaAs, а потiм швид-

ко спадає, досягаючи при a → 0 значення R
(1)
ex ≈

7.3 меВ, розрахованого з використанням параметрiв
масивного кристала Al0.3Ga0.7As. З фiзичних мiрку-
вань хiд кривої 2 свiдчить про те, що модель B врахо-
вує вплив структури наносистеми повнiше, анiж мо-
дель A. Одержанi в межах цiєї моделi результати якiс-
но узгоджуються з даними теоретичних розрахункiв
й експериментальних вимiрювань, опублiкованих вiд-
повiдно в роботах [20] i [5, 6], проте дають завищенi
результати в областi максимуму кривої 2. Це цiлком
зрозумiло, оскiльки наближення ефективних мас та
припущення про їхню iзотропнiсть, якi ми використа-
ли, виявляються досить грубими саме у плiвках дуже
малої товщини. Втiм ця модель дає змогу отримати
якiсно правильний результат i при a→ 0.

Аналогiчнi залежностi ЕЗ екситона вiд товщини на-
ноплiвки CdS/HgS/CdS показанi на рис. 1,b. У плiв-
ках, товщина яких перевищує подвоєний радiус поля-
рона (Rp ≈ 6 нм), результати обох моделей практично
збiгаються, наближаючись при a ≥ 100 нм до значен-
ня ЕЗ екситона, розрахованого для масивного крис-

тала β-HgS — R
(0)
ex ≈ 0.8 меВ. При менших товщинах

залежнiсть, показана кривою 2, є бiльш стрiмкою i
немонотонною — зменшення a приводить до зростан-
ня ЕЗ, досягаючи максимуму у плiвках товщиною в
один моношар β-HgS, а потiм спадає, наближаючись

до значення R
(1)
ex ≈ 25.6 меВ, характерного для ма-

сивного кристала β-CdS, при a→ 0.
Суттєва вiдмiннiсть результатiв розрахункiв ЕЗ ек-

ситона в обох наносистемах полягає в тому, що в на-
ноплiвках CdS/HgS/CdS обидвi моделi дають прак-
тично однаковий результат (за винятком дуже малих
товщин, де застосування моделi A необґрунтоване).
Це пов’язано з тим, що висота потенцiального бар’єра
для електрона й дiрки на гетеропереходi β-HgS/CdS
значно вища, нiж для GaAs/Al0.3Ga0.7As (таблиця 1).
Отже, екситон справдi можна вважати “затисненим”
усерединi наноплiвки CdS/HgS/CdS при a > Rp

[17]. При менших товщинах плiвки зростають впли-
ви просторового обмеження i бар’єрного середовища,
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що зумовлює немонотоннiсть змiни ЕЗ. З фiзичних
мiркувань хiд кривої 2 виглядає цiлком виправданим,
а кiлькiснi результати моделi B — задовiльними для
аналiзу характеру трансформацiй енерґiї екситона в
наноплiвках при змiнi їхньої товщини, температури й
зовнiшнiх полiв.
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E ex
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Рис. 2. Енерґiя екситона Eex як функцiя товщини на-
ноплiвки a.

Одержанi аналiтичнi вирази для визначення ЕЗ ек-
ситона дають змогу дослiдити, з урахуванням змi-
щення рiвнiв електрона й дiрки у КЯ при змiнi тов-
щини наноплiвки, залежнiсть вiд неї енерґiї основного
екситонного стану Eex. Графiки такої залежностi, на-
веденi на рис. 2, iлюструють нелiнiйне (слабке в об-

ластi великих i стрiмке в областi малих значень a)
зростання величини Eex при зменшеннi товщини на-
ноплiвки, зумовлене стрiмким пiдняттям рiвня елек-
трона (дiрки) у КЯ зi зменшенням її ширини та слаб-
шою нелiнiйною залежнiстю Eb(a).

IV. ВИСНОВКИ

Результати виконаних обчислень свiдчать про на-
явнiсть нелiнiйної, немонотонної залежностi ЕЗ екси-
тона вiд товщини дослiджуваних наноплiвок. Вели-
чина її зростає зi зменшенням товщини наноплiвки,
перевищуючи в досить тонких плiвках значення, ха-
рактернi для обох середовищ — власне плiвки та ба-
р’єрного матерiалу.

Енерґiя основного стану екситона в дослiджуваних
наноплiвках також залежить вiд їхньої товщини, не-
лiнiйно змiнюючись, з її зменшенням, вiд значень, ха-
рактерних для масивного кристала — матерiалу нано-
плiвки, до величин, характерних для масивного крис-
тала — матерiалу навколишнього середовища.

Побудована теорiя не претендує на високу точ-
нiсть вiдтворення кiлькiсних характеристик екситон-
них спектрiв у напiвпровiдникових наноплiвках, ос-
кiльки в її основу покладено досить спрощенi моделi
й наближення, проте дає змогу фiзично обґрунтовано
встановити характер їхнiх змiн при змiнах геометрич-
них розмiрiв наногетероструктури та зовнiшнiх впли-
вiв.
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An analytical dependence of the exciton’s ground state binding energy on the thickness of the flat semiconduc-
tor nanofilm disregarding interactions with phonons has been found by Bethe’s variational method. This allows
calculating non-phonon transitions energy in various thickness films. Calculations have been made by using mod-
el of rectangular quantum well with the finite depth for Al0.3Ga0.7As/GaAs/Al0.3Ga0.7As and CdS/HgS/CdS
nanofilms as an example.
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