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Розв’язано задачу про взаємодiю двох квазiмолекулярних електронiв, що перебувають на
довiльнiй вiдстанi один вiд одного — бiля рiзних атомiв (ядер). Розглянуто ефекти третього
порядку квантової електродинамiки, якi включають вiртуальний обмiн фотонами мiж елек-
тронами й випромiнювання (поглинання) реального фотона. Одержано загальний вираз для
матричних елементiв оператора ефективної енерґiї взаємодiї двох квазiмолекулярних елект-
ронiв iз зовнiшнiм полем випромiнювання, що дає змогу обчислювати ймовiрностi непружних
процесiв з перерозподiлом при повiльних зiткненнях багатозарядних йонiв iз релятивiстськими
атомами. Показано, що послiдовне виконання процедури симетризацiї фактора запiзнювання
щодо обох електронiв призводить до виникнення додаткових членiв у релятивiстському опе-
раторi взаємодiї двох квазiмолекулярних електронiв у порiвняннi як iз звичайним оператором
Брейта, так i з узагальненим брейтiвським оператором iз праць [О. Н. Гадомский, В. Р. Наги-
баров, Н. К. Соловаров, Журн. эксп. теор. физ. 63, 813 (1972); 70, 435 (1976); О. Н. Гадомский,
К. К. Алтунин, Журн. эксп. теор. физ. 144, 1555 (1998); О. Н. Гадомский, Усп. физ. наук.
170, 1554 (2000)].
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I. ВСТУП

Непружнi зiткнення атомних частинок, особливо
багатоелектронних, супроводжуються великою кiль-
кiстю процесiв змiни їхнiх зарядових та електронних
станiв. Найпростiшими, добре вивченими приклада-
ми є одноелектроннi йон-атомнi процеси з перерозпо-
дiлом (наприклад, резонансна i квазiрезонансна пере-
зарядка), у яких змiнює свiй стан тiльки один елект-
рон, а iншi можна вважати замороженими. Такi про-
цеси мають високу ефективнiсть i вiдiграють важли-
ву роль в утвореннi iнверсної заселеностi рiвнiв йонiв
у плазмi сонячної корони й нових пристроїв керовано-
го термоядерного синтезу [1, 2]. Однак при теплових
енерґiях зiткнення так само, а iнодi й бiльш iмовiрни-
ми, нiж одноелектроннi, виявляються двоелектроннi
процеси з перерозподiлом [3–7], серед яких важливе
мiсце займають рiзнi оже-процеси, якi добре вивчили
автори вiдомої монографiї [7], двоелектронна переза-
рядка [3–6], а також перезарядка з одночасним збу-
дженням йона [4]. Великi величини повних перерiзiв
i констант швидкостей дають змогу припустити, що
вказанi процеси з перерозподiлом визначаються елек-
тронними переходами на порiвняно великих вiдстанях
R мiж частинками, що зiштовхуються. Наявнiсть ма-
лого параметра 1/R дає змогу розвинути послiдовну,
логiчно замкнуту асимптотичну теорiю розгляданого
процесу з перерозподiлом. Невипадково саме в межах
асимптотичного пiдходу одержано низку строгих ре-
зультатiв теорiї багатоелектронних йон-атомних про-
цесiв iз перерозподiлом [3,4, 6].

Поряд iз цим останнiми десятилiттями значну ува-
гу придiляють вивченню впливу iнтенсивного елект-
ромагнiтного випромiнювання на характеристики не-
пружних процесiв, що супроводжують зiткнення ба-
гатозарядних йонiв iз важкими атомами. Iнтерес до
цього кола задач зумовлений можливiстю стимулю-
вати лазерним випромiнюванням рiзноманiтнi про-
цеси, що вiдбуваються при йон-атомних зiткненнях
за участю електронiв як зовнiшнiх, так i внутрiш-
нiх оболонок. У бiльшостi теоретичних й експеримен-
тальних праць розглядали двоелектроннi процеси з
перерозподiлом (див., наприклад, [2, 6, 10–14] i цито-
вану там лiтературу), якi вiдбуваються при великих
мiж’ядерних вiдстанях та супроводжуються погли-
нанням (випромiнюванням) фотонiв. Указанi процеси
включають сильно корельованi електроннi переходи,
якi останнiм часом доволi iнтенсивно вивчались екс-
периментально [2, 12] i теоретично [10, 13]. З’ясуван-
ня принципових особливостей та основних механiзмiв
радiацiйно-зiштовхувальних процесiв iз перерозподi-
лом накладає вiдбиток на всю сучасну дiяльнiсть у
цiй галузi.

Ураховуючи, що в майбутньому увага до подiбних
дослiджень безперечно зростатиме, варто докладно
розглянути перебiг квантових процесiв, якi вiдповiда-
ють фейнманiвським дiаграмам, зображеним на рис.
1. При цьому потрiбно мати на увазi, що для всiх дво-
електронних процесiв iз перерозподiлом характерним
є обмiнний механiзм: один з активних електронiв ато-
ма (йона) A(Za−2)+ тунелює до “чужого” йона BZb+ з
подальшим диполь-мультипольним одночасним пере-
ходом двох розведених на рiзнi ядра електронiв. Тому
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в цiй працi ми виходимо з того, що обмiнний мат-
ричний елемент, який вiдповiдає за перебiг двоелект-
ронних процесiв iз перерозподiлом, визначається та-
кою конфiгурацiєю, коли активнi електрони є далеко
один вiд одного — бiля рiзних атомiв (ядер). У то-
му випадку, коли за сприятливих умов механiзми не-
адiабатичного зв’язку викликають багатоелектроннi
переходи iз залученням електронiв внутрiшнiх обо-
лонок, реалiстичнi розрахунки параметрiв взаємодiї
важких (релятивiстських) атомних частинок у про-
цесi зiткнення повиннi ґрунтуватися на повнiстю ре-
лятивiстськiй теорiї. Насправдi вже саме формулю-
вання двочастинкової задачi в межах релятивiстської
квантової теорiї стикається з принциповими трудно-
щами математичного й логiчного характеру. Це знач-
ною мiрою зумовлено вiдсутнiстю локального лоренц-
iнварiантного оператора, який ураховує релятивiстсь-
кий характер мiжелектронної взаємодiї (“ефекти за-
пiзнювання”). Сучасна квантово-польова теорiя елек-
тромагнiтних взаємодiй (квантова електродинамiка),
базована на S-матричному формалiзмi та фейнманiв-
ськiй дiаграмнiй технiцi, дає лише рецепт побудови
такого оператора у виглядi розкладу в ряд за степе-
нями α2 (де α ≈ 1/137 — стала тонкої структури). Ще
в 1929 р. Брейт показав [15], що врахування першо-
го члена такого розкладу є добрим наближенням до
релятивiстської взаємодiї мiж двома електронами за
умови малостi ефектiв запiзнювання в спектрi гелiє-
подiбного атома. Релятивiстський оператор взаємодiї
двох електронiв, який одержав Брейт, має вигляд [15]

V (r12) = VC(r12) + VB(r12) (1)

=
e2

r12
− e2

2r12

[
α1α2 +

(α1r12)(α2r12)
r2
12

]
,

де α1 i α2 — два комутуючi набори матриць Дiрака,
r12 = r1 − r2, а нижнi iндекси 1 i 2 розрiзняють ве-
личини, що належать до першого i другого електрона
вiдповiдно.

Вираз (1) для оператора мiжелектронної взаємодiї є
на сьогоднi основою бiльшостi застосувань квазiреля-
тивiстського рiвняння Дiрака-Брейта в багатоелект-
ронних задачах атомної фiзики й астрофiзики. Зокре-
ма квантово-електродинамiчнi поправки брейтiвсько-
го типу VB часто включають у пертурбативнi розра-
хунки атомних структур [16], але досi не враховували
при розрахунках електронної структури важких ба-
гатозарядних квазiмолекул. Застосовнiсть оператора
Брейта (1), однак, обмежується умовою малостi часу
передачi взаємодiї Tв = r12/c порiвняно iз середнiм
часом електронних переходiв T0 = 2π/ω0, де ω0 — ха-
рактерна частота у спектрi взаємодiючих електронiв.
Зрозумiло, що ця умова явно виконується для не над-
то великих вiдстаней мiж електронами, наприклад,
внутрiшньоатомних вiдстаней у гелiєподiбних атомах.

З огляду на це в нашiй попереднiй працi [17] наве-
дено арґументи, якi ставлять пiд сумнiв можливiсть
використання оператора Брейта (1) для знаходжен-
ня асимптотики обмiнної взаємодiї, вiдповiдальної за
одночасне захоплення двох електронiв при повiльних
зiткненнях багатозарядних йонiв з атомами. По сутi,

цi арґументи однаковою мiрою стосуються й iнших (у
тому числi й радiацiйно-зiштовхувальних) двоелект-
ронних процесiв iз перерозподiлом, якщо тiльки ос-
новний внесок у ймовiрнiсть переходу дає конфiґура-
цiя, коли електрони розходяться на рiзнi ядра i спра-
ведливим є наближення незалежних електронiв як
нульове. Насправдi ж ми тут маємо нову квантово-
електродинамiчну задачу про взаємодiю двох квазi-
молекулярних електронiв з випромiнюванням (погли-
нанням) реального фотона, яка досi не має задовiль-
ного розв’язку. Iнтерес до цiєї проблеми виник ще на
початку 70-х рокiв минулого столiття у зв’язку з iн-
тенсивним дослiдженням багатоатомних систем у по-
лi випромiнювання. Заслуги втiлення й розвитку но-
вих iдей у цьому напрямку належать авторам праць
[18–21], у яких методами квантової електродинамiки
задачу про взаємодiю двох зв’язаних електронiв, що
належать двом водневоподiбним атомам, розглядали
в загальнiй постановцi, не пов’язанiй з жодними об-
меженнями на мiжатомнi вiдстанi. Проте побудова-
ний у цитованих працях [18–21] узагальнений опера-
тор Брейта не має властивостi симетричностi стосов-
но до взаємодiючих частинок i тому не може застосо-
вуватися в послiдовнiй релятивiстськiй квантовiй те-
орiї. Саме ця обставина спонукала нас повернутися до
проблеми двох квазiмолекулярних електронiв заново.

У роздiлi 2 отримано загальний вираз для матрич-
них елементiв оператора ефективної енергiї взаємо-
дiї системи двох квазiмолекулярних електронiв iз зов-
нiшнiм полем випромiнювання. У роздiлi 3 побудова-
но релятивiстський оператор взаємодiї двох квазiмо-
лекулярних електронiв через поле вiртуальних фото-
нiв з випромiнюванням (поглинанням) реального фо-
тона, який є узагальненням стандартного оператора
Брейта (1).

II. МАТРИЦЯ ЕФЕКТИВНОЇ ЕНЕРҐIЇ
ВЗАЄМОДIЇ ДВОХ

КВАЗIМОЛЕКУЛЯРНИХ ЕЛЕКТРОНIВ, ЩО
ПЕРЕБУВАЮТЬ НА ДОВIЛЬНIЙ ВIДСТАНI

ОДИН ВIД ОДНОГО

Описуючи квазiмолекулу (AB)(Za+Zb−2)+ методами
квантової електродинамiки, ми розглядаємо її як сис-
тему з двох електронiв, що взаємодiють один з одним
через квантоване електромагнiтне поле i рухаються
у зовнiшньому (електричному) полi двох нерухомих
ядер AZa+, BZb+ iз зарядами Za, Zb, розташованих
на вiдстанi R один вiд одного. Ядра при цьому вва-
жаються нескiнченно важкими, точковими й безст-
руктурними.

Найпростiшими такими системами є двоелектрон-
нi гетероядернi квазiмолекули HeH+, HeBe4+, HeC6+

тощо. Такi квазiмолекули утворюються в атмосферi
зiрок, в експериментах iз термоядерною плазмою i
з атомними (чи йонними) пучками. Як об’єкти для
теоретичного дослiдження їх можна порiвняти з ато-
мом гелiю в теорiї багатоелектронних атомiв. Отрима-
нi тут закономiрностi й розвинутi теоретичнi методи
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можна використати потiм для дослiдження складнi-
ших квазiмолекулярних об’єктiв.

Квантово-електродинамiчна теорiя збурень, базо-
вана на S-матричному формалiзмi й фейнманiвськiй
дiаграмнiй технiцi, слугує природним пiдґрунтям для
польового розгляду квантовомеханiчних задач. Вона
дає змогу виразити через S-матрицю всi фiзичнi ве-
личини, що становить iнтерес, у тому числi й потен-
цiали (обмiнної й далекодiйної) взаємодiї частинок у
процесi зiткнення двоелектронного атома A(Za−2)+ з
повiльним багатозарядним йоном BZb+, а для розра-
хунку S-матрицi використовувати стандартнi прави-
ла Фейнмана, сформульованi у квантовiй електроди-
намiцi. У своїй стандартнiй квантовомеханiчнiй фор-
мi (див., наприклад, [3, 4, 8]) матричний елемент дво-
електронної обмiнної взаємодiї атома A(Za−2)+ з йо-
ном BZb+ визначається як недiагональний матричний
елемент оператора мiжелектронної взаємодiї на (адiа-
батичних) електронних хвильових функцiях квазiмо-
лекули (AB)(Za+Zb−2)+, що вiдповiдають рiзним ло-
калiзацiям електронiв у початковому й кiнцевому ста-
нах. У використовуваному нижче S-матричному пiд-
ходi цей матричний елемент є складовою частиною за-
гальнiшого матричного елемента оператора ефектив-
ної енерґiї взаємодiї системи двох квазiмолекулярних
електронiв iз зовнiшнiм полем випромiнювання. При
цьому розглядаються ефекти третього порядку кван-
тової електродинамiки, котрi включають у себе вiрту-
альний обмiн фотонами мiж електронами i випромi-
нювання або поглинання реального фотона. Фейнма-
нiвськi дiаграми цих ефектiв зображено на рис. 1. В
цих ефектах роздiленi двi частини взаємодiї, кожна з
яких враховує промiжнi стани в квазiмолекулярному
спектрi з додатною або вiд’ємною частотою.

Щоб пiдiйти до розв’язання поставленої задачi, роз-
глянемо процеси взаємодiї двох розведених на рiзнi
ядра квазiмолекулярних електронiв, що супроводжу-
ються випромiнюванням або поглинанням реальних
фотонiв. При цьому ми не будемо вважати мiжелек-
троннi вiдстанi r12 малими порiвняно з характерни-
ми довжинами хвиль λ0 = 2πc/ω0 у спектрi взаємо-
дiючих електронiв, як це робилось в попереднiх пра-
цях [15, 22, 23]; всi отриманi нижче результати спра-
ведливi при будь-яких, в тому числi i як завгодно ве-
ликих, мiжелектронних вiдстанях. З такою ситуацi-
єю можна зустрiтися (див. огляд [4]) при знаходжен-
нi асимптотики (R → ∞) обмiнної взаємодiї, вiдповi-
дальної за перебiг багатоелектронних процесiв з пе-
рерозподiлом при повiльних зiткненнях багатозаряд-
них iонiв з атомами. Типовий приклад процесу з пере-
розподiлом, який вiдбувається завдяки безпосереднiй
взаємодiї двох розведених на рiзнi ядра електронiв,
– квазiрезонансна двоелектронна перезарядка атомiв
A(Za−2)+ (наприклад, гелiю He) на багатозарядних iо-
нах BZb+ (азоту N5+ [24], аргону Ar6+ [25], вуглецю
C4+ [3–5]). При швидкостях зiткнення, менших ор-
бiтальних швидкостей зв’язаних електронiв, двоелек-
тронне захоплення вiдбувається на великих вiдста-
нях мiж атомними частинками, що зiштовхуються:
R ∼ r12 � 1. В робочiй (тобто асимптотичнiй) об-
ластi меж’ядерних вiдстаней процес iде в основному

як накладання двох непружних переходiв для кож-
ного електрона окремо: електрон iз зовнiшньої (внут-
рiшньої) орбiти атома A(Za−2)+ переходить на внут-
рiшню (зовнiшню) орбiту атома B(Zb−2)+. Непружнi
переходи можливi тiльки в результатi взаємодiї елек-
тронiв один з одним через поле вiртуальних фотонiв.
Результатом вказаних “перехресних” переходiв елект-
ронiв [3, 4] є заселення промiжних збуджених станiв
налiтаючого багатозарядного iона з подальшим ви-
промiнюванням фотонiв у короткохвильовому ульт-
рафiолетовому та довгохвильовому рентгенiвському
дiапазонах спектра.

Останнiм часом з’явилися працi (див., наприклад,
[26]), де методами оптичної спектроскопiї було визна-
чено перерiзи випромiнювання для окремих переходiв
у збуджених багатозарядних iонах, що утворюються
в процесi захоплення електронiв iонами iз зарядами
Zb = 3 ÷ 8 (Zb = 10, 18, 36) у атомiв гелiю (аргону) i
молекул водню. Зокрема, iснування радiацiйної дво-
електронної перезарядки було пiдтверджено в експе-
риментах [24] при зiткненнях iонiв N5+ з атомами ге-
лiю при енергiях 0,357-4,28 кеВ на одиницю заряду, де
спостерiгалося випромiнювання лiнiї 76,5 нм (перехiд
2s2 1S − 2s2p 1P в N3+). Перейдемо тепер до визна-
чення S-матрицi розглядуваних ефектiв третього по-
рядку квантової електродинамiки з дiаграмами Фей-
нмана, зображеними на рис. 1. Нехай iндекси m i n
позначають сукупностi квантових чисел початкових
станiв електронiв, а p i r – кiнцевих станiв. Згiдно за-
гальних правил, сформульованих, наприклад, в [22],
ми отримаємо наступний вираз для матричного еле-
мента

S
(3)
i→f = S(3)

mn,pr − S(3)
nm,pr, (2)

де

S(3)
mn,pr = −ie3

∫
Ψr(x′1)Ψp(x′′′2 )K(3)

12 (1, 2; 3)

× Ψm(x′′1)Ψn(x′′′2 )d4x′1d
4x′′1d4x′′′2 , (3)

а S
(3)
nm,pr вiдрiзняється вiд S

(3)
mn,pr перестановкою мiс-

цями iндексiв m i n. У виразi (3), як i надалi, ми ви-
користовуємо одиницi ~ = c = 1 i такi позначення:
e = −|e| — заряд електрона, Ψm(n) — розв’язки рiв-
няння Дiрака з потенцiалом двох кулонiвських цент-
рiв для заданих початкових електронних станiв m(n),
Ψr(p) ≡ Ψ+γ4, Ψ+ — ермiтово-спряженi двоцентро-
вi хвильовi функцiї кiнцевих електронних станiв r(p),
x ≡ (r, it) — чотиривимiрний вектор, а r — звичайний
тривимiрний радiус-вектор електрона стосовно до яд-
ра AZa+ або BZb+. Iндекси 1 i 2 використовуємо для
позначення величин, що належать до рiзних електро-
нiв.

Використовуючи стандартнi правила вiдповiд-
ностi [22], неважко пересвiдчитися, що оператор
K

(3)
12 (1, 2, 3), який фiґурує у формулi (3), має таку ана-

лiтичну структуру:

K
(3)
12 (1, 2; 3) = Â(x′1)S(x′1, x

′′
1)γ′′µ1

D(x′′1 − x′′′2 )γ′′′µ2

+ γ′µ1
S(x′1, x

′′
1)Â(x′′1)γ′′′µ2

D(x′1 − x′′′2 ). (4)
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де
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Рис. 1. Фейнманiвськi дiаграми ефектiв третього порядку КЕД для взаємодiї
двох квазiмолекулярних електронiв з випромiнюванням або поглинанням ре-
ального фотона.

Використовуючи стандартнi правила вiдповiдностi [22], неважко пересвiд-
читися, що оператор K

(3)
12 (1, 2, 3), який фiгурує у формулi (3), має наступну

аналiтичну структуру:

K
(3)
12 (1, 2; 3) = Â(x′1)S(x′1, x

′′
1)γ

′′
µ1

D(x′′1 − x′′′2 )γ′′′µ2
+ γ′µ1

S(x′1, x
′′
1)Â(x′′1)γ

′′′
µ2

D(x′1 − x′′′2 ).
(4)

Тут γµ ≡ (~γ, γ4) – коварiантний запис матриць Дiрака, ~γ = −iβ~α, γ4 = β,

~α =

(
0 ~σ
~σ 0

)
, β =

(
I 0
0 −I

)
,

~σ – матрицi Паулi, а 0 i I – нульова i одинична (2× 2)-матрицi. Символом Â по-
значено згортку компонент 4-вектора Aµ (µ = 1, 2, 3, 4) з матрицями Дiрака γµ:
Â =

∑
µ

γµAµ. В зображеннi вторинного квантування оператор чотиривимiрного

потенцiалу електромагнiтного поля запишемо у такому виглядi:

Aµ(x′1) =
∑

~k,λ

g~ke
λ
µ~k

(
Ĉ~kλe

ikx′1 + Ĉ+
~kλ

e−ikx′1
)

, (5)

де kx′1 = ~k~r ′1 − ω~kt
′
1 – скалярний добуток чотиривимiрного вектора x′1 = (~r ′1, it

′
1)

i чотиривимiрного хвильового вектора k = (~k, iω~k), що задовольняє умову k2 =

6

Рис. 1. Фейнманiвськi дiаграми ефектiв третього порядку КЕД для взаємодiї двох квазiмолекулярних електронiв iз
випромiнюванням або поглинанням реального фотона.

Тут γµ ≡ (γ, γ4) – коварiантний запис матриць Дiра-
ка, γ = −iβα, γ4 = β,

α =
(

0 σ
σ 0

)
, β =

(
I 0
0 −I

)
,

σ — матрицi Паулi, а 0 i I — нульова й одинична (2×2)-
матрицi. Символом Â позначено згортку компонент
4-вектора Aµ (µ = 1, 2, 3, 4) з матрицями Дiрака γµ:
Â =

∑
µ

γµAµ. У зображеннi вторинного квантування

оператор чотиривимiрного потенцiалу електромагнiт-
ного поля запишемо в такому виглядi:

Aµ(x′1) =
∑
k,λ

gkeλ
µk

(
Ĉkλeikx′1 + Ĉ+

kλe−ikx′1

)
, (5)

де kx′1 = kr ′1 − ωkt′1 – скалярний добуток чотириви-
мiрного вектора x′1 = (r ′1, it

′
1) i чотиривимiрного хви-

льового вектора k = (k, iωk), що задовольняє умову
k2 = k2−ω2

k = 0, ωk ≡ ω – частота реальних фотонiв,
eλ
µk – одиничнi вектори поляризацiї реальних фото-

нiв (причому значення λ = 1, 2 вiдповiдають попереч-
нiй поляризацiї); Ĉ+

kλ i Ĉkλ – оператори породження
i знищення реальних фотонiв у станах iз поляриза-
цiєю λ = 1, 2, iмпульсом k та енерґiєю ω. Константи
зв’язку gk = (2π/ωΩ)1/2 мiстять нормувальний об’єм
Ω, i оскiльки вiн не буде входити в остаточнi вирази,
надалi вважатимемо Ω = 1.

Iз внутрiшнiми електронними лiнiями на дiаграмах
Фейнмана рис. 1 зiставляємо електронний пропагатор
у картинi Фаррi [22]:

S(x′1, x
′′
1) =

1
2πi

∞∫
−∞

dω′′eiω′′(t′1−t′′1 )

×
∑
l±

Ψl(r ′1)Ψl(r ′′1 )
ωl(1− i0) + ω′′

. (6)

Пiдсумовуємо в (6) за всiма промiжними електронни-
ми станами як з додатними (l = l+), так i з вiд’ємни-
ми (l = l−) частотами. Внутрiшнiм фотонним лiнiям
у фейнманiвськiй калiбровцi вiдповiдає пропагатор

D(x′′1 − x′′′2 ) =
4π

i(2π)4
(7)

×
∫

exp{i[k′(r ′′1 − r ′′′2 )− ω′(t′′1 − t′′′2 )]}
k′2 − ω′2 − i0

dk′dω′,

де через k′ позначено хвильовий вектор вiртуальних
фотонiв iз частотою ω′.

Штриховi iндекси, що супроводжують чотириви-
мiрнi вектори x = (r, it) i γ-матрицi в операторi (4)
та хвильових функцiях, визначають областi iнтеґру-
вання в S-матрицi (3) за просторово-часовими коор-
динатами взаємодiючих частинок. При цьому матрицi
Дiрака γµ з рiзними штриховими iндексами комуту-
ють мiж собою.

Матричний елемент S
(3)
mn,pr можна зобразити у ви-

глядi, який зручний для застосувань i допускає прос-
те фiзичне тлумачення. Видiлiмо для цього у хвильо-
вих функцiях, що входять у вираз (3), часовi множ-
ники

Ψm(x′′1) = Ψm(r ′′1 )e−iωmt′′1 (8)

i аналогiчно для Ψn, Ψr та Ψp. Перейдiмо тепер вiд S-
матрицi до матрицi ефективної енерґiї взаємодiї сис-
теми двох зв’язаних електронiв U

(3)
mn,pr, що визначає-

ться спiввiдношенням:

S(3)
mn.pr = −2πiU (3)

mn,prδ(ω + ωp − ωm + ωr − ωn). (9)

Тут ωm, ωn — частоти початкових станiв електро-
нiв, а ωr, ωp — частоти їхнiх кiнцевих станiв. Знак
перед частотою оптичного фотона ω вказує на те,
що в операторi векторного потенцiалу (5) видiлено
додатно-частотну частину, пропорцiйну операторовi
породження фотона моди kλ. Видiлення у виглядi
множника одновимiрної δ-функцiї виражає, зазвичай,
загальний для всiх розгляданих ефектiв третього по-
рядку (взаємодiя електронiв через поле вiртуальних
фотонiв + випромiнювання (поглинання) реального
фотона) закон збереження енерґiї:

Ep − Em + Er − En + ~ω = 0. (10)

Тут у явному виглядi вiдновлено залежнiсть вiд ста-
лої Планка ~; для поглинання реального фотона знак
перед частотою ω в (9), (10) слiд замiнити на проти-
лежний.

Пiдставляючи в матричний елемент (3) явнi вирази
(6)–(8) для пропагаторiв та хвильових функцiй i вико-
нуючи iнтеґрування в матрицi S

(3)
mn,pr за часами t′1, t′′1 ,

t′′′2 , частотами i хвильовими векторами, отримаємо та-
ку матрицю ефективної енерґiї взаємодiї (~ = c = 1):
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U (3)
mn,pr = e3

∫
dr ′dr ′′dr ′′′

{
− 1
|r ′′ − r ′′′|

∑
l±

exp{i|ωp − ωn||r ′′ − r ′′′|}
ωl(1− i0)− ω − ωr

× Ψr(r ′)Â(r ′)Ψl(r ′)Ψl(r ′′)γ′′µΨm(r ′′)Ψp(r ′′′)γ′′′µ Ψn(r ′′′) (11)

− 1
|r ′ − r′′′|

∑
l±

exp{i|ωp − ωn||r ′ − r ′′′|}
ωl(1− i0) + ω − ωm

Ψr(r ′)γ′µΨl(r ′)Ψl(r ′′)Â(r ′′)Ψm(r ′′)Ψp(r ′′′)γ′′′µ Ψn(r ′′′)
}

,

де Ψm(n), Ψr(p) и Ψl – координатнi хвильовi функцiї електронiв (без часових множникiв), а r ′, r ′′ i r ′′′ –
радiус-вектори першого i другого електронiв вiдповiдно. Матриця (2) вiдповiдає одному з восьми процесiв, що
вiдбуваються за рахунок взаємодiї активних електронiв через поле вiртуальних фотонiв i супроводжуються
випромiнюванням (поглинанням) реального фотона. Iншi процеси можна врахувати вiдповiдним перепозна-
ченням хвильових функцiй.

III. УЗАГАЛЬНЕНИЙ БРЕЙТIВСЬКИЙ ОПЕРАТОР

У попередньому роздiлi отримано загальний вираз для матрицi ефективної енерґiї взаємодiї системи двох
зв’язаних квазiмолекулярних електронiв у зовнiшньому полi випромiнювання. Вiн має вигляд

U
(3)
i→f = U (3)

mn,pr − U (3)
nm,pr. (12)

Матричний елемент U
(3)
mn,pr, згiдно з (11), можна записати так:

U (3)
mn,pr = e3

∫
Ψ+

r (r ′)Ψ+
p (r ′′′)

∑
l±

{
γ′4γ

′
δA

′
δ

Ψl(r ′)Ψ+
l (r ′′)

ωl(1− i0)− ω − ωr

1−α′′α′′′

|r ′′ − r ′′′|
exp{i|ωp − ωn||r ′′ − r ′′′|}

+
1−α′α′′′

|r ′ − r ′′′|
exp{i|ωp − ωn||r ′ − r ′′′|}

Ψl(r ′)Ψ+
l (r ′′)

ωl(1− i0) + ω − ωm
γ′′4 γ′′δ A′′δ

}
× Ψm(r ′′)Ψn(r ′′′)dr ′dr ′′dr ′′′. (13)

Тут α′, α′′, α′′′ — матрицi Дiрака, причому опера-
тор α′′(α′) дiє на функцiю Ψm(r ′′) (Ψl(r ′)), а опе-
ратор α′′′ — на функцiю Ψn(r ′′′); Aδ — компоненти
векторного потенцiалу без часових множникiв, iндекс
δ пробiгає значення 1, 2, 3, i за iндексом δ, який двiчi
повторюється, пiдсумовуємо вiд δ = 1 до δ = 3.

Розгляньмо перший доданок у (13) i видiлiмо в ньо-
му множник

K(r ′′, r ′′′;ωpn) =
1−α′′α′′′

|r ′′ − r ′′′|
exp

{
i

c
|ωpn||r ′′ − r ′′′|

}
,

(14)
який вiдповiдає за обмiн вiртуальними фотонами мiж
двома електронами. Тут ωpn = ωp − ωn i використано
систему одиниць, у якiй c 6= 1. Наявнiсть у цьому ви-
разi “фактора запiзнювання” exp{ i

c |ωpn||r ′′−r ′′′|}, за-
лежного явно вiд початкової й кiнцевої енерґiй систе-
ми, не дає змогу в загальному випадку ввести опера-
тор взаємодiї двох електронiв B1l(r ′′, r ′′′), матричним
елементом якого було б U

(3)
mn,pr. Проте в наближеннi

малих швидкостей (v/c � 1, v — швидкiсть електро-
нiв в атомi, c — швидкiсть свiтла у вакуумi) такий
оператор можна побудувати.

Оскiльки вираз (13) справедливий i в границi об’єд-
наного атома (R → 0, Z = Za+Zb), то процедуру замi-

ни фактора запiзнювання в (14) на вiдповiдний опера-
тор доцiльно простежити спочатку на простому при-
кладi двох взаємодiючих електронiв у гелiєподiбному
атомi. Для характерного значення ωpr у цьому випад-
ку маємо оцiнку |ωpn| ∼ m(αZ)2, де Z = Za + Zb —
сумарний заряд ядер AZa+ i BZb+. Урахуємо далi, що
характерне значення мiжелектронної вiдстанi визна-
чається атомними розмiрами: |r ′′ − r ′′′| ∼ (mαZ)−1.
Отже, при αZ � 1 показник експоненти в (14) — ма-
ла величина порядку αZ, так що можна розкласти
експоненту в ряд за степенями 1/c з точнiстю до чле-
нiв порядку c−2 включно. Перехiд вiд указаного роз-
кладу до його операторної форми в c−2-наближеннi
здiйснюється шляхом належної симетризацiї всiх от-
риманих членiв у c−1-розкладi фактора запiзнювання
(14) i подальшої замiни в ньому (за допомогою рiвнян-
ня Дiрака) частот на вiдповiднi оператори Гамiльто-
на окремих електронiв. У результатi ми приходимо до
вiдомого виразу (1) для оператора Брейта [15,22,23],
який залежить не тiльки вiд вiдносного положення
пари електронiв, але й безпосередньо вiд їхнiх спiно-
вих змiнних.

Тепер ми можемо стверджувати, що брейтiвський
вираз (1) доти є добрим наближенням до релятивiст-
ської взаємодiї мiж двома електронами, поки мiже-
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лектроннi вiдстанi набагато меншi вiд характерних
довжин хвиль λ0 = 2πc/ω0 у спектрi взаємодiючих
електронiв. Проте результати будуть помилковими,
якщо ми користуватимемося виразом (1) у пов’язаних
iз повiльними атомними зiткненнями двоелектронних
задачах, оскiльки в цьому випадку, навпаки, робочи-
ми є великi мiжелектроннi вiдстанi.

Iз принципово iншою ситуацiєю ми стикаємося при
взаємодiї двох розведених на рiзнi ядра квазiмоле-
кулярних електронiв, що перебувають на довiльнiй
вiдстанi один вiд одного. Тут ситуацiя ускладнює-
ться тим, що в цiкавiй для нас (асимптотичнiй) об-
ластi змiни мiжелектронних вiдстаней абсолютне зна-
чення показникiв експонент в U

(3)
mn,pr-матрицi (13)

стає бiльшим за одиницю, а самi експоненти вияв-
ляються швидко осцилюючими функцiями. Указана
обставина унеможливлює пряме використання кiль-
кох перших членiв c−1-розкладу фактора запiзню-
вання для побудови релятивiстського оператора вза-
ємодiї двох зв’язаних електронiв при будь-яких, у
тому числi як завгодно великих, вiдстанях мiж ни-
ми. Водночас у багатьох двоелектронних задачах те-
орiї повiльних атомних зiткнень (наприклад, у задачi
про квазiрезонансну двоелектронну перезарядку типу
He+N5+ →He2++N3+) саме ця далека область мiже-
лектронних вiдстаней визначає ймовiрнiсть процесiв
iз перерозподiлом в асимптотичнiй границi (R →∞).
У цiй, як ми її називатимемо, областi далеких елект-
ронних кореляцiй ефекти запiзнювання взаємодiї за-
ряджених частинок iстотно пiдсилюються.

Як уже згадувалось у Вступi, принципову можли-
вiсть узагальнення брейтiвського оператора на квазi-
молекулярнi електрони установлено в працях [19, 20]
на прикладi задачi про взаємодiю двох зв’язаних
електронiв, що належать двом водневоподiбним ато-
мам, якi перебувають на довiльнiй вiдстанi один вiд
одного. Проте, звернувшись до цих праць, ми вияви-
ли [17], що отриманий там узагальнений брейтiвський
оператор не має властивостi симетричностi стосовно
до взаємодiючих частинок i тому не може застосову-
ватися в послiдовнiй релятивiстськiй квантовiй теорiї.
Як наголошувалося в [17], iстотний недолiк прийня-
тої в працях [19, 20] процедури переходу вiд фактора
запiзнювання до вiдповiдного оператора полягає в не-
рiвноправному розглядi пари взаємодiючих частинок.
Саме тому проблема двох квазiмолекулярних елект-
ронiв iз випромiнюванням (поглинанням) реального
фотона вимагає подальшого ретельного вивчення.

Метод, який ми використовуватимемо, розв’язую-
чи важливу квантово-електродинамiчну проблему, є
подальшим розвитком методу, застосованого в пра-
цях [17,19] при розв’язаннi задачi про взаємодiю двох
атомних електронiв у межах ефектiв другого поряд-
ку квантової електродинамiки. Як буде показано далi,
послiдовне проведення процедури симетризацiї фак-
тора запiзнювання щодо до обох частинок приводить
до виникнення додаткових членiв у релятивiстському
операторi взаємодiї двох електронiв у порiвняннi як
iз звичайним оператором Брейта (1), так i з узагаль-
неним брейтiвським оператором iз працi [20].

Як вiдомо [3, 4, 17], експоненцiальна залежнiсть
одноелектронних двоцентрових хвильових функцiй
вiд координат приводить до того, що при великих
мiж’ядерних вiдстанях R iнтегрування за r ′′ чи r ′ у
виразi (13) виявляється зосередженим поблизу ядра
BZb+. Iнтеґрування за r ′′′ в (13) в основному зосере-
джено в околi ядра AZa+, так що при достатньо вели-
ких R у вiдповiдних iнтеґралах матрицi (13) найбiльш
суттєвими є двi сферичнi областi координат |r ′ −R|
(|r ′′ −R|) . (mαZb)−1 i |r ′′′| . (mαZa)−1, якi фiзич-
но вiдповiдають перебуванню електронiв бiля рiзних
центрiв. Для вказаних областей електронних коорди-
нат слiд будувати оператор B1l(r ′′, r ′′′), що описує
обмiн вiртуальними фотонами у вiдповiдних членах
матрицi (13).

Пiсля цих попереднiх зауважень перейдiмо безпо-
середньо до виведення релятивiстського оператора
взаємодiї двох квазiмолекулярних електронiв, що пе-
ребувають на довiльних вiдстанях один вiд одного.
Вихiдним об’єктом для нас є двоелектронний атом
A(Za−2)+, на довiльнiй вiдстанi R вiд якого є голе
ядро BZb+. Розгляньмо далi найбiльш типову (для
процесiв iз перерозподiлом) ситуацiю, коли один з ак-
тивних електронiв атома A(Za−2)+, скажiмо перший
електрон, протунелював в окiл “чужого” ядра BZb+,
а другий залишився бiля “свого” ядра A(Za−2)+. Як-
що областi просторової локалiзацiї електронiв ядер
(першого — поблизу ядра BZb+, а другого — побли-
зу AZa+) доволi малi (порядку атомних розмiрiв) i
достатньо вiддаленi одна вiд одної, то при виконаннi
умови ∆r < R < ∞ вiдносну вiдстань мiж електрона-
ми можна розкласти в ряд за степенями вiдношення
∆r/R:

|r ′′ − r ′′′| = R

(
1 +

R∆r
R2

+
M

R

)
. (15)

Тут ∆r = r1b − r2a, ∆r = |∆r|, r1b (r2a) — радiус-
вектор 1-го (2-го) електрона щодо ядра BZb+ (AZa+),
а M = M(∆r,R) — малi поправки, якi включають
вищi степенi вiдношення ∆r/R. При цьому малий па-
раметр ∆r/R видiляє конфiґурацiю, яка фiзично вiд-
повiдає перебуванню електронiв бiля рiзних ядер.

У попереднiх працях [15,22,23] при побудовi розкла-
ду фактора запiзнювання припускалося, що єдиним
малим параметром є величина ω0r/c � 1 (або ж фор-
мально 1/c), де r — вiдстань мiж електронами. Оче-
видно, що ця умова виконується для не надто вели-
ких вiдстаней мiж електронами, наприклад, внутрiш-
ньоатомних вiдстаней у гелiєподiбних атомах. Ниж-
че асимптотичний розклад K-фактора (14) будується
для випадку, коли природними малими параметрами
є одночасно 1/c i ∆r/R. Таке видiлення малих пара-
метрiв вiдрiзняється вiд граничного випадку одного
(об’єднаного) гелiєподiбного атома (R = 0), який до-
слiдив Дрейк [23], i в межах використовуваної ква-
зiмолекулярної моделi реалiзується, наприклад, коли
електрони перебувають далеко один вiд одного — бiля
рiзних атомiв.

Щоб надати точного змiсту K-фактору (14), пере-
творимо його так:
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K(r ′′, r ′′′;ωpn) =
1−α′′α′′′

|r ′′ − r ′′′|
(16)

× e
i
c |ωpn|Re

i
c |ωpn|(|r ′′−r ′′′|−R).

Для квазiмолекулярних електронiв, розведених на
рiзнi ядра, проведене перетворення зручне тим, що
вiдокремлює у виглядi множника (залежний вiд R)
релятивiстський фактор exp

{
i
c |ωpn|R

}
пiдсилення

ефектiв динамiчного запiзнювання взаємодiї, якi ко-
дуються залежнiстю цього фактора вiд початкової
й кiнцевої енерґiй системи: ωpn = Ep − En. Про-
те основний аргумент на користь доцiльностi тако-
го перетворення полягає в тому, що за його допо-
могою задача розкладу фактора запiзнювання зво-
диться до розкладу спецiалiзованого (для розгля-
даної квазiмолекулярної моделi з двома електрона-
ми бiля рiзних центрiв) експоненцiального множника
exp

{
i
c |ωpn|(|r ′′ − r ′′′| −R)

}
. Наявнiсть рiзницi |r ′′ −

r ′′′| − R в показнику останньої експоненти вказує на
те, що такий розклад повинен вестися не лише за сте-
пенями 1/c, але також i за степенями малого пара-
метра ∆r/R.

Надалi вважатимемо, що виконується умова

1
c
|ωpn|

R∆r
R

� 1. (17)

При цьому вiдстань R мiж ядрами може змiнюватися
в межах ∆r 6 R < ∞ i в нашiй задачi має динамiчний
змiст, тобто входить у вираз для спектра енерґiй.

Проведений вище аналiз показує, що при виконан-
нi умови (17) показник експоненти exp{ i

c |ωpn|(|r ′′ −
r ′′′| −R)}, який фiґурує у правiй частинi (16), малий
порiвняно з одиницею. Цей факт дає змогу формаль-
но розкласти K-фактор (16) у ряд за степенями 1/c. Iз
точнiстю до членiв порядку c−2 включно маємо роз-
клад

K(r ′′, r ′′′;ωpn) = (1−α′′α′′′) exp
{

i

c
|ωpn|R

}
×

{
f0(r ′′, r ′′′) +

i

c
|ωpn|f1(r ′′, r ′′′)−

1
2c2

ω2
pnf2(r ′′, r ′′′)

}
. (18)

Наведемо також явний вигляд коефiцiєнтних фун-
кцiй f0, f1 i f2, що визначають, зрештою, залежнiсть
шуканого релятивiстського оператора B1l(r ′′, r ′′′) вiд
просторового положення електронiв:

f0(r ′′, r ′′′) =
1

g0(r ′′, r ′′′)
=

1
|r ′′ − r ′′′|

,

f1(r ′′, r ′′′) =
g1(r ′′, r ′′′)
g0(r ′′, r ′′′)

=
|r ′′ − r ′′′| −R

|r ′′ − r ′′′|
,

f2(r ′′, r ′′′) =
g2(r ′′, r ′′′)
g0(r ′′, r ′′′)

=
(|r ′′ − r ′′′| −R)2

|r ′′ − r ′′′|
. (19)

Скористаймося тепер тим, що розглядана задача
мiстить (поряд з 1/c) ще один малий параметр –
∆r/R, i розкладемо в ряд за степенями ∆r/R наявнi
у правих частинах (19) функцiї g0, g1 та g2:

g0(∆r,R) = R

[
1 +

R∆r
R2

+
M

R

]
,

g1(∆r,R) =
R∆r

R
+ M,

g2(∆r,R) =
[
R∆r

R
+ M

]2

. (20)

Слiд зазначити, що наведенi формули (15), (20) ма-
ють у даному випадку евристичний характер, так як
в них записанi в явному виглядi лише головнi члени
асимптотичних розкладiв.

Iз виразiв (15) i (20) формально випливає, що па-
раметром розкладу (18) є насправдi не 1/c, а мала

безрозмiрна величина (17). При цьому очевидно, що
коефiцiєнти розкладу (18), своєю чергою, є степеневи-
ми рядами за ∆r/R. Фактично, це означає, що в разi,
коли вiдстань мiж електронами порiвнянна з вiдстан-
ню мiж ядрами, можна скористатися формулами (20)
i перерозкласти наявнi у (18) функцiї f0, f1 i f2 в сте-
пеневi ряди за ∆r/R. Якщо не виконувати такого пе-
рерозкладу, то в замкнутому виглядi можна врахува-
ти (в c−2-наближеннi) взаємодiю квазiмолекулярних
електронiв усiх мультипольностей.

Виключимо у виразi (18) частоти, використовуючи
рiвняння Дiрака

Ĥ ′′Ψm(r ′′) = ωmΨm(r ′′),

Ĥ ′′′Ψn(r ′′′) = ωnΨn(r ′′′). (21)

Очевидно, що для повного врахування ефектiв запiз-
нювання у взаємодiї електронiв ми повиннi перетво-
рити розклад K-фактора (18) так, щоб вiн набув фор-
ми, симетричної щодо обох електронiв. Нижче ми ви-
конаємо таку симетризацiю й одночасно представимо
шуканий релятивiстський оператор B1l(r ′′, r ′′′) у ви-
глядi, зручному для розрахункiв за теорiєю збурень.

Для переходу вiд частот до операторiв перетвори-
мо спочатку другий член у (18) в дещо iншу еквiва-
лентну форму. А саме, за допомогою спiввiдношення
ωn − ωp = R1l(ωl − ωm) розiб’ємо його на двi групи
доданкiв:

3301-7



В. Ю. ЛАЗУР, О. Ф. ПАВЛИК, O. К. РЕЙТIЙ

|ωpn|f1(r ′′, r ′′′) ≡ ±
1
2

(22)

× [R1l(ωl − ωm) + (ωn − ωp)] f1(r ′′, r ′′′).

Тут R1l = (ωn−ωp)/(ωl−ωm), знак “+” в (22) вiдповi-
дає випадку ωp < ωn, а знак “−” — випадку ωp > ωn.
Оскiльки при розрахунках матричних елементiв (13)
величина K(r ′′, r ′′′;ωpn) завжди множиться злiва на

Ψ+
l (r ′′)Ψ+

p (r ′′′), а справа – на Ψm(r ′′)Ψn(r ′′′) i iнте-
грується за r ′′ i r ′′′, то в останньому виразi можна
замiнити частоти ωm i ωn операторами Ĥ ′′ i Ĥ ′′′, роз-
ташованими праворуч вiд множника f1(r ′′, r ′′′), а час-
тоти ωl i ωp – операторами Ĥ ′′ i Ĥ ′′′, розташованими
лiворуч вiд f1(r ′′, r ′′′). Пiсля цих перетворень вираз
у правiй частинi (22) набуває вигляду:

|ωpn|f1(r ′′, r ′′′) → ±1
2

{
R1l

[
Ĥ ′′f1(r ′′, r ′′′)− f1(r ′′, r ′′′)Ĥ ′′

]
+ f1(r ′′, r ′′′)Ĥ ′′′ − Ĥ ′′′f1(r ′′, r ′′′)

}
= ±1

2

{
R1l[Ĥ ′′, f1(r ′′, r ′′′)] + [f1(r ′′, r ′′′), Ĥ ′′′]

}
. (23)

Тут i надалi квадратнi дужки позначають комутатори вiдповiдних величин.
Враховуючи спiввiдношення ωn − ωp = R1l(ωl − ωm), перетворимо до симетричного вигляду третiй член в

розкладi (18):

−ω2
pnf2(r ′′, r ′′′) = R1l(ωl − ωm)(ωp − ωn)f2(r ′′, r ′′′). (24)

Замiнимо частоти в (24) операторами аналогiчно до того, як це було зроблено в (23). Тодi одержимо наступне
перетворення:

−ω2
pnf2(r ′′, r ′′′) → R1l

{
f2(r ′′, r ′′′)Ĥ ′′Ĥ ′′′ − Ĥ ′′f2(r ′′, r ′′′)Ĥ ′′′ − Ĥ ′′′f2(r ′′, r ′′′)Ĥ ′′ + Ĥ ′′Ĥ ′′′f2(r ′′, r ′′′)

}
= R1l

[
Ĥ ′′, [Ĥ ′′′, f2(r ′′, r ′′′)]

]
. (25)

Вносячи операторнi вирази (23) i (25) у праву частину (18), приходимо до такого перетворення K-фактора:

K(r ′′, r ′′′;ωpn) → (1−α′′α′′′)e
i
c |ωpn|R

×
{

f0(r ′′, r ′′′)±
i

2c

(
R1l[Ĥ ′′, f1(r ′′, r ′′′)] + [f1(r ′′, r ′′′), Ĥ ′′′]

)
+

R1l

2c2

[
Ĥ ′′, [Ĥ ′′′, f2(r ′′, r ′′′)]

]}
. (26)

Наявнi тут функцiї f0, f1 та f2, як i ранiше, даються
рiвностями (19). Зазначимо, що знайдене зображення
(26) для K-фактора забезпечує рiвноправнiсть опису
пари взаємодiючих частинок.

Таким чином, в нашому розглядi K-фактор (14)
представлений подвiйним розкладом (18), (20) за сте-
пенями 1/c i ∆r/R. При цьому в розкладi за 1/c ми
обмежились першими трьома членами, а в розкладi
за малим параметром ∆r/R жодних обмежень немає,
оскiльки функцiя M мiстить всi вищi поправковi чле-
ни. З цiєї причини весь подальший розгляд враховує
взаємодiю двох квазiмолекулярних електронiв довiль-
ної мультипольностi.

Рух окремих електронiв у двоцентровiй системi
A(Za−2)+ + BZb+ описується дiракiвським одноелек-
тронним гамiльтонiаном для задачi двох фiксованих
кулонiвських центрiв, розташованих на вiдстанi R
один вiд одного:

Ĥ ′′ = cα′′p̂ ′′ + β′′mc2 − Zae2

|r ′′ −Ra|
− Zbe

2

|r ′′ −Rb|
,

(27)

Ĥ ′′′ = cα′′′p̂ ′′′ + β′′′mc2 − Zae2

|r ′′′ −Ra|
− Zbe

2

|r ′′′ −Rb|
.

Ми ввели сюди явно ~ 6= 1, Zae i Zbe – заряди точко-
вих ядер, а через p̂ ′′ = −i~∇′′ i p̂ ′′′ = −i~∇′′′ по-
значено оператори iмпульсу електронiв. Усi радiус-
вектори в (27) вiдраховуються вiд початку лабора-
торної системи координат, причiм Ra i Rb – радiус-
вектори ядер AZa+ та BZb+ вiдповiдно, а мiж’ядерна
вiдстань R = |Rb −Ra|.

Маючи на увазi виконанi обчислення, легко зрозу-
мiти, що результат (26) можна очевидним чином уза-
гальнити на той випадок, коли в оператори Гамiль-
тона (27) включаються додатковi члени, якi визнача-
ють, наприклад, неточковiсть i спiн ядра, екрануван-
ня поля ядра електронною оболонкою атомного за-
лишку тощо. Слiд, проте, пам’ятати, що за винятком
граничних випадкiв (наприклад, великих мiж’ядер-
них вiдстаней [27]) задача на власнi значення (21) для
такого гамiльтонiана не розв’язується у явному вигля-
дi.

Обчислимо тепер комутатори, що входять у праву
частину (26). Зазначимо, перш за все, що не комуту-
ючим з f1(r ′′, r ′′′) i f2(r ′′, r ′′′) є тiльки один член в
Ĥ ′′(Ĥ ′′′), а саме cα′′p̂ ′′(cα′′′p̂ ′′′). З цiєї причини у ви-
разах (27) для операторiв Ĥ ′′, Ĥ ′′′ при пiдстановцi їх
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пiд знак комутаторiв в (26) можна вiдразу вiдкинути
доданки, що не мiстять матриць α′′, α′′′:

[Ĥ ′′, f1] = c[α′′p̂ ′′, f1], [f1, Ĥ
′′′] = c[f1,α

′′′p̂ ′′′],[
Ĥ ′′, [Ĥ ′′′, f2]

]
= c2 [α′′p̂ ′′, [α′′′p̂ ′′′, f2]] . (28)

Обчислюючи комутатори (28) за допомогою формул
[α′′p̂ ′′, f1,2] = α′′p̂ ′′f1,2, [α′′′p̂ ′′′, f1,2] = α′′′p̂ ′′′f1,2,
знайдемо, що вклади другого i третього доданкiв в
розкладi (26) визначаються такими операторними ви-
разами:

± i

2c

(
R1l[Ĥ ′′, f1] + [f1, Ĥ

′′′]
)

= ±~R
R1lα

′′n + α′′′n
2|r ′′ − r ′′′|2

, (29)

1
2c

R1l

[
Ĥ ′′, [Ĥ ′′′, f2]

]
= −~2

2
R1l

[
(α′′∇′′)(α′′′∇′′′)|r ′′ − r ′′′|+ R2(α′′∇′′)(α′′′∇′′′) 1

|r ′′ − r ′′′|

]
, (30)

де n = (r ′′−r ′′′)/|r ′′−r ′′′|. Таким чином, оператор, що описує (в U
(3)
mn,pr-матрицi (13)) взаємодiю двох електронiв

через поле вiртуальних фотонiв, матиме наступний вигляд

B1l(r ′′, r ′′′) = e2 exp
{

i

c
|ωpn|R

} {
1−α′′α′′′

|r ′′ − r ′′′|
±R

R1lα
′′n + α′′′n

2|r ′′ − r ′′′|2
(31)

+
R1l

2

(
α′′α′′′ − (α′′n)(α′′′n)

|r ′′ − r ′′′|
−R2 α′′α′′′ − 3(α′′n)(α′′′n)

|r ′′ − r ′′′|3

) }
.

Тут знак “+” перед членом, що мiстить множник R,
вiдповiдає випадку ωp < ωn, а знак “−” – випадку
ωp > ωn. Перший доданок в (31) являє собою енергiю
миттєвої (кулонiвської) взаємодiї електронiв, а iншi
враховують поправки, зумовленi запiзнюванням ре-
лятивiстської взаємодiї i наявнiстю електронних спi-
нiв.

Аналогiчним чином розглянемо обмiн вiртуальни-
ми фотонами у другому доданку матрицi (13) (друга
дiаграма рис. 1). Пiсля необхiдних перетворень вiд-
повiдного фактора запiзнювання отримаємо оператор
B2l(r ′, r ′′′), що має вигляд, аналогiчний (31), але iз
замiною коефiцiєнта R1l на R2l = (ωn −ωp)/(ωr −ωl).

У частинному випадку резонансного обмiну фото-
нами маємо R1l = 1 i оператор (31) переходить в
узагальнений брейтiвський оператор [17] для взаємо-
дiї двох квазiмолекулярних електронiв без випромi-
нювання або поглинання реальних фотонiв. Умова
R1l = 1 означає, що перехiд системи двох частинок
в промiжний стан повинен здiйснюватися вiдповiдно
до закону збереження енергiї: En−Ep = El−Em. При
R1l = 1 i R → 0 (границя об’єднаного атома) оператор
(31), як i належить, переходить у вiдомий оператор
Брейта (1) для взаємодiї двох атомних електронiв в
гелiєподiбних атомах. Тим самим оператор (31) мож-
на розглядати як природне узагальнення брейтiвсько-
го оператора [15, 22] на область як завгодно великих
мiжелектронних вiдстаней, де вплив ефекту динамiч-
ного запiзнювання на спiновi взаємодiї електронiв пiд-
силюється. Нетривiальним моментом такого узагаль-
нення є наявнiсть у виразi (31) для B1l(r ′′, r ′′′) додат-
кових (у порiвняннi з брейтiвським виразом (1)) запiз-
нюючих членiв, залежних вiд розмiрного параметра

R, а також вiд спiнових операторiв електронiв. Зазна-
чимо також, що цей додатковий вклад у B1l(r ′′, r ′′′)
носить принципово релятивiстський характер i з’яв-
ляється за рахунок додаткового запiзнювання реля-
тивiстської взаємодiї двох квазiмолекулярних елект-
ронiв, що знаходяться на далеких вiдстанях один вiд
одного в порiвняннi з λ0 = 2πc/ω0.

У вiдповiдностi з уточненням оператора Брейта,
зробленим у цiй працi, вираз (31) доречно було б на-
звати узагальненим радiацiйним брейтiвським опера-
тором далекодiйного типу (щоб пiдкреслити можли-
вiсть його використання при розв’язаннi широкого ко-
ла двоелектронних задач фiзики радiацiйних атомно-
молекулярних зiткнень [2, 6, 10–14], теорiї квазiмоле-
кулярної оже-спектроскопiї [7], а також низки важли-
вих проблем нелiнiйної i квантової оптики [17–21,23]).

Звернемо увагу також на те, що отриманий вираз
(31) для оператора B1l(r ′′, r ′′′) виявляється симет-
ричним вiдносно обох електронiв. Це стало резуль-
татом належної симетризацiї всiх утриманих членiв
в розкладi (18) по вiдношенню до обох електронiв.
Зазначимо попутно, що симетричне зображення для
релятивiстського оператора взаємодiї двох квазiмоле-
кулярних електронiв було спочатку отримано в пра-
цi [17] на основi послiдовного розгляду ефектiв 2-го
порядку квантової електродинамiки, що включають
в себе вiртуальний обмiн фотонами всiх поляризацiй.

В циклi праць [18–21], що фактично започаткува-
ли сучасний етап дослiдження проблеми двох елект-
ронiв, у рамках ефектiв третього порядку квантової
електродинамiки було отримано наступний результат
для релятивiстського оператора взаємодiї двох атом-
них електронiв на довiльнiй вiдстанi один вiд одного:
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B̃1l(r ′′, r ′′′) = e2 exp
{

i

c
|ωpn|R

} {
1−α′′α′′′

|r ′′ − r ′′′|
+ R

α′′′n
|r ′′ − r ′′′|2

+
R1l

2

(
α′′α′′′ − (α′′n)(α′′′n)

|r ′′ − r ′′′|
−R2 α′′α′′′ − 3(α′′n)(α′′′n)

|r ′′ − r ′′′|3

) }
. (32)

Принциповим недолiком цього оператора є вiдсут-
нiсть симетрiї в описi пари взаємодiючих частинок.
Найлегше це побачити iз структури другого доданка
в (32), пропорцiйного R.

Важливе зауваження, яке випливає з порiвняння
формул (31) i (32), полягає в тому, що послiдовне про-
ведення процедури симетризацiї двох останнiх чле-
нiв у розкладi фактора запiзнювання (18) приводить
до того, що в кiнцевому виразi (31) для оператора
B1l(r ′′, r ′′′) поряд iз членами, вiдображеними в (32),
з’являється також новий доданок ±R1lR(α′′n)/2|r ′′−
r ′′′|2, зобов’язаний своїм походженням додатковому
запiзнюванню у взаємодiї електронiв, якi перебува-
ють на довiльних вiдстанях один вiд одного. Тому при
проведеннi розрахункiв, що ґрунтуються на викорис-
таннi оператора (32) з [18–21], можна очiкувати появи
помилкових результатiв.

IV. ВИСНОВКИ

У цiй статтi розв’язано задачу про взаємодiю двох
квазiмолекулярних електронiв через поле вiртуаль-
них фотонiв, яка супроводжується випромiнюванням
або поглинанням реального фотона. Така взаємодiя
розглядається як ефект третього порядку квантової
електродинамiки з дiаграмами Фейнмана рис. 1. Ви-
окремимо основнi властивостi цiєї взаємодiї.

Є двi областi конфiгурацiйного простору, де уза-
гальнений брейтiвський оператор далекодiйного ти-
пу (31) по-рiзному поводиться залежно вiд змiни вiд-
носної вiдстанi мiж електронами r12 = |r ′′ − r ′′′|.
Так, наприклад, у границi об’єднаного атома (R → 0)
формула (31) для оператора B1l(r ′′, r ′′′) переходить у
граничний (брейтiвський) вираз (1), який правильно
описує ефекти запiзнювання релятивiстської взаємо-
дiї лише при зближеннi частинок на порiвняно ма-
лi вiдстанi r12. Точнiше можна сказати, що область
застосовностi брейтiвського виразу (1) обмежується
такою умовою на вiдноснi координати взаємодiючих
частинок:

ω0r12/c � 1, (33)

де ω0 — характерна частота в спектрi взаємодiю-
чих електронiв. Вiдповiдну область конфiгурацiйно-
го простору ми будемо позначати через Ωб i називати
областю близьких електронних кореляцiй. Навпаки,
в областi Ωд, де електрони розведенi на рiзнi ядра i
для всiх ∆r 6 R < ∞ виконується нерiвнiсть (17),
брейтiвський оператор (1) перестає давати адекват-
ний опис релятивiстської взаємодiї мiж двома елек-
тронами навiть на якiсному рiвнi. Водночас побудо-

ваний у цiй працi релятивiстський оператор B1l (31)
єдиним i рiвноправним чином описує запiзнювальну
взаємодiю двох електронiв як в областi Ωб близьких,
так i в областi Ωд далеких електронних кореляцiй, i
тим самим може бути застосований при розв’язаннi
багатьох двоелектронних задач атомної й молекуляр-
ної спектроскопiї, астрофiзики, теорiї повiльних атом-
них зiткнень тощо. Крiм того, релятивiстський опе-
ратор взаємодiї двох електронiв (31) слiд застосову-
вати при математичному моделюваннi атомних клас-
терiв [28], дослiдженнi оптичних властивостей рiзних
наноструктурних систем в iнтенсивних оптичних по-
лях [29,30], а також при розв’язаннi низки важливих
задач iз запису, зчитування й передачi квантової iн-
формацiї вiд одного дворiвневого атома (кубiта) до
iншого [31,32].

Для кожної областi Ωб, Ωд мiжелектронних вiдста-
ней r12 характернi свої часовi масштаби передачi вза-
ємодiї i, вiдповiдно, свої розрахунковi наближення,
що дають змогу видiлити малi параметри й урахува-
ти рiзнi типи промiжних станiв у спектрi взаємодiю-
чих електронiв, а також рiзнi типи взаємодiй. Тим са-
мим з’являється додаткове обґрунтування справедли-
востi використання узагальненого оператора Брейта
B1l(r ′′, r ′′′) при розв’язаннi багатоелектронних дво-
центрових задач поряд iз чiткiшим уявленням про
неповноту тiєї квантово-електродинамiчної картини
взаємодiї двох атомних електронiв, яка описується
стандартним оператором Брейта (1).

Як ми бачили в попередньому роздiлi, при виведен-
нi оператора Брейта (1) припускалося [22], що єдиним
малим параметром, за яким слiд вести розклад фак-
тора запiзнювання, є величина (33). Це означає, що
поряд iз характерним (середнiм) часом електронних
переходiв Te = 2π/ω0 використовується також (вiд-
повiдний областi Ωб) єдиний часовий масштаб Tв =
r12/c, який можна тлумачити як час, необхiдний для
передачi взаємодiї. При цьому повинна виконуватися
умова 2πTв � Te, тобто помiтна змiна електронної
густини в системi двох взаємодiючих електронiв вiд-
бувається за час передачi взаємодiї.

На достатньо великих вiдстанях мiж електрона-
ми (в областi Ωд), при яких час передачi взаємодiї
Tв = R/c значно перевищує середнiй час електрон-
них переходiв Te, в ролi природного малого парамет-
ра розкладу виступає безрозмiрна величина (17). Об-
мiн вiртуальними фотонами на таких вiдстанях при-
водить до взаємодiї мiж електронами вигляду (31),
у якiй поряд iз кулонiвською i брейтiвською взаємо-
дiями (1) мiстяться ще й iншi релятивiстськi члени,
що залежать вiд спiнових операторiв електронiв i вiд
мiж’ядерної вiдстанi R. Поява цих членiв в операторi
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(31) пов’язана з додатковим запiзнюванням у взає-
модiї двох квазiмолекулярних електронiв, що перебу-
вають на довiльних, у тому числi як завгодно вели-
ких, вiдстанях один вiд одного. При цьому виявляє-
ться, що отриманий вираз (31) для релятивiстського
оператора B1l(r ′′, r ′′′) вiдрiзняється вiд аналогiчно-

го результату (32) з [18–21] не лише наявнiстю до-
даткового (спiльного) множника ±1/2 у другому до-
данку виразу (31), але також i додатковим членом
±RR1l(α′′n)/2|r ′′ − r ′′′|2, що враховує додаткове за-
пiзнювання у взаємодiї двох квазiмолекулярних елек-
тронiв.
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THE PROBLEM OF TWO ELECTRONS WITHIN THE THIRD ORDER
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The problem of the interaction of two quasimolecular electrons located at an arbitrary distance from each
other near different atoms (nuclei) is solved. The effects of the third order in the quantum electrodynamics which
include the exchange of the virtual photon between the electrons and radiation (absorption) of the real photon are
considered. The general expression for the matrix elements of the operator of the effective interaction energy of
two quasimolecular electrons with the external radiation field is obtained. It allows to calculate the probabilities
of inelastic processes with the rearrangement in slow collisions of multicharged ions with relativistic atoms. The
successive implementation of the procedure of symmetrization of the retardation factor with respect to both
electrons is shown to lead to a rise of the additional terms in the relativistic operator of the interaction of two
quasimolecular electrons compared with both the standard Breit operator and the generalized Breit operator from
papers [O. N. Gadomsky, V. R. Nagibarov, N. R. Solovarov, Zh. Eksp. Teor. Fiz. 63 813 (1972); 70 435 (1976);
O. N. Gadomsky, K. K. Altunin, Zh. Eksp. Teor. Fiz. 144 1555 (1998); O. N. Gadomsky, Usp. Fiz. Nauk 170,
1554 (2000)].
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