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Дослiджено асимптотичнi властивостi квазiмолекулярної системи (ApB)(Za+Zb−1)+, яка
складається з полярної молекули A

(Za−1)+
p та багатозарядного атомного iона B

Zb+. Урахо-
вано вплив точкового дипольного моменту кiстяка полярної молекули на асимптотику одно-
електронних хвильових функцiй системи (ApB)(Za+Zb−1)+ при великих вiдстанях мiж взає-
модiючими частинками. У межах квазiкласичного пiдходу одержано нове аналiтичне зобра-
ження для головного члена асимпотики одноелектронної обмiнної взаємодiї у квазiмолекулi
(ApB)(Za+Zb−1)+.
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I. ВСТУП

Процеси одноелектронного захоплення при повiль-
них зiткненнях багатозарядних йонiв BZb+ з поляр-
ними молекулами A

(Za−1)+
p виду

A(Za−1)+
p + BZb+ → AZa+

p + B(Zb−1)+ (1)

становлять значний iнтерес для астрофiзики [1, 2],
фiзики плазми [3] та хiмiї дипольно-зв’язаних анiо-
нiв [4], тому останнiми роками вони стали предме-
том iнтенсивних експериментальних та теоретичних
дослiджень (див. працi [5–7]). У формулi (1) Za i Zb —
ефективнi заряди вiдповiдно молекулярного залишку
AZa+

p та йона BZb+.
Для теоретичного дослiдження процесiв йон-

молекулярних зiткнень (а також хiмiчного зв’язку у
дво- i триатомних системах [8–12] та магнетизму в
багаточастинкових системах [13]) важливими є вiдо-
мостi про обмiнну взаємодiю ∆E(R) електронних ста-
нiв квазiмолекулярної системи (ApB)(Za+Zb−1)+ [14].
При низькоенерґетичних зiткненнях обмiнну взаємо-
дiю достатньо знати при великих вiдстанях R мiж
атомними частинками, оскiльки саме такi вiдстанi
асоцiюються з великими перерiзами процесiв. Про-
те точне обчислення ∆E(R) в асимптотичнiй областi
великих R за допомогою традицiйних ab-initio мето-
дiв наразi вимагає значних обчислювальних зусиль:
обмiнна взаємодiя ∆E(R) експоненцiально спадає зi
збiльшенням R i доволi швидко досягає того ж по-
рядку величини, що й похибки, якi зумовленi вико-
ристанням обмеженого базису у варiацiйних обчис-
леннях. Це особливо стосується процесiв зiткнень ней-
тральних молекул iз багатозарядними йонами, для
яких необхiдно враховувати велику кiлькiсть високо-
збуджених квазiмолекулярних станiв. Тому актуаль-
ним є розвиток аналiтичних методiв для знаходження
електронних квазiмолекулярних функцiй i обмiнних

матричних елементiв у асимптотичнiй областi R � 1,
якi б задавали правильнi граничнi умови для число-
вих розрахункiв при скiнченних значеннях R.

Однiєю iз привабливих альтернатив стандартним
ab-initio пiдходам для обчислення асимптотики од-
ноелектронної обмiнної взаємодiї є метод поверхне-
вих iнтеґралiв [15–18], у якому ∆E(R) зображається в
термiнах iнтеґрала по поверхнi S, що вiдокремлює об-
ластi локалiзацiї електрона в початковому Ψa та кiн-
цевому Ψb станах квазiмолекул A

(Za−1)+
p + BZb+ та

AZa+
p + B(Zb−1)+ вiдповiдно:

∆E(R) =

∫

S

dS(Ψ∗
a∇Ψb − Ψ∗

b∇Ψa). (2)

Метод поверхневих iнтеґралiв дає змогу одержа-
ти потенцiал обмiнної взаємодiї ∆E(R) у замкнуто-
му аналiтичному виглядi зi прозорою фiзичною iн-
терпретацiєю його структури. Докладнi огляди засто-
сувань методу поверхневих iнтеґралiв у теоретичних
дослiдженнях процесiв атомних зiткнень та хiмiчного
зв’язку наведено у працях [14] та [12]. Що ж стосуєть-
ся застосування цього методу до вивчення зарядового
обмiну в йон-молекулярних зiткненнях, то, наскiльки
нам вiдомо, воно обмежується роботами [19–22].

У працi [23] для обчислення iнтеґрала (2) запропо-
новано замiнити хвильовi функцiї Ψa(b) (у всьому кон-
фiґурацiйному просторi за винятком малих областей
в околi збурюючої частинки) наближеними розв’язка-

ми Ψ
(0)
a(b)χa(b), де Ψ

(0)
a(b) — хвильова функцiя iзольова-

ної частинки A
(Za−1)+
p (B(Zb−1)+). Збурення хвильової

функцiї Ψa(Ψb) йоном BZb+(AZa+
p ), що перебуває на

великих вiдстанях R, враховується за допомогою по-
правкових функцiй χa = exp(−S

(a)
1 − S

(a)
2 − . . .) та

χb = exp(−S
(b)
1 − S

(b)
2 − . . .), де S

(a,b)
1 , S

(a,b)
2 i т.д.

— величини послiдовно вищого порядку малостi за
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степенями 1/R, якi обчислюються методами теорiї
збурень Релея–Шрединґера [11,16–18,23]. При цьому

врахування лише S
(a,b)
1 приводить до вiдомого мето-

ду Ландау–Херрiнґа (або методу поправкової функ-
цiї) [14]. Зокрема, методом Ландау–Херрiнґа в робо-
тi [19] побудовано асимптотики (при великих мiж-
центрових вiдстанях R) одноелектронних хвильових
функцiй квазiмолекул eZZ + Z1 та eZ1 + (Z + Z) у
мiжцентровiй областi, i за їх допомогою обчислено
головний член асимптотики обмiнної взаємодiї водне-
воподiбного молекулярного йона eZZ з голим ядром
Z1.

Якщо ж у мiжцентровiй областi при ra ∼ rb ∼ R/2
(див. рис. 1) потенцiал Vb = −Zb/rb взаємодiї моле-
кулярного електрона з багатозарядним йоном BZb+

швидко змiнюється (випадок Zb � Za), то врахуван-

ня лише головного члена розкладу S
(a)
1 , як було пока-

зано в статтi [23], недостатньо для знаходження пра-
вильної асимптотики одноелектронної молекулярної
хвильової функцiї Ψa. У цьому разi поправки друго-
го S

(a)
2 та вищих порядкiв у мiжцентровiй областi не

малi i їх, поряд iз S
(a)
1 , необхiдно враховувати у Ψa.

Коректний квазiкласичний метод знаходження
правильних асимптотик квазiмолекулярних хвильо-
вих функцiй Ψa та Ψb при Zb � Za у випадку
йон-атомних взаємодiй був запропонований у пра-
цi [24]. Ми розвинули цей метод для одноелектрон-
ного обмiну за участю двоатомних гомоядерних мо-
лекул A

(Za−1)+
2 у роботi [21]. Зокрема у [21] знай-

дено асимптотику головного члена експоненцiально
малої одноелектронної обмiнної взаємодiї мiж квазi-
молекулярними конфiґурацiями A

(Za−1)+
2 + BZb+ та

AZa+
2 + B(Zb−1)+. Одержанi обмiннi матричнi елемен-

ти використанi в [21] для обчислення методом силь-
ного зв’язку перерiзiв процесiв одноелектронного за-
хоплення в повiльних зiткненнях молекул водню H2

з йонами Arq+ (q = 6, 8, 14, 16). У реакцiях за учас-
тю iонiв Ar14+ та Ar16+ перерiзи, обчисленi зi квазi-
класичними виразами для обмiнної взаємодiї, значно
краще узгоджуються з експериментальними даними,
нiж перерiзи, обчисленi з обмiнною взаємодiєю, ви-
значеною методом Ландау–Херрiнґа. Ця вiдмiннiсть
особливо помiтна для селективного захоплення елек-
трона в певний кiнцевий стан, що проявляється навiть
при не дуже великих значеннях заряду йона Arq+.

Ця стаття присвячена вивченню взаємодiї поляр-
ної молекули з багатозарядним атомним йоном. На
вiдмiну вiд процесiв за участю неполярних молекул,
тут необхiдно враховувати вплив дипольного момен-
ту кiстяка на асимптотику хвильової функцiї туне-
люючого електрона вже в головному порядку вiдпо-
вiдного асимптотичного розкладу. Справдi, головний
член асимптотики обмiнної взаємодiї (2) визначаєть-
ся переважно мiжцентровою областю конфiґурацiй-
ного простору, коли тунелюючий електрон знаходить-
ся на великих вiдстанях (r ∼ R/2) вiд молекули та йо-
на [14]. Тому збурення сферично симетричного куло-
нiвського поля, в основному, пов’язане з повiльно за-
тухаючими мультипольними моментами молекуляр-

ного кiстяка AZa+
p . У полярних молекулах найбiльш

повiльно на великих вiдстанях затухає дипольний мо-
мент, тому саме вiн визначає збурення кулонiвських
рiвнiв.

У спiльнiй з групою експериментаторiв публiкацiї
[22] ми, використовуючи модель точкового диполя,
поширили квазiкласичний метод [21] на реакцiї типу
(1) i застосували його для розрахунку повних перерi-
зiв одноелектронного захоплення в зiткненнi атомних
йонiв з полярними молекулами CO та C3H8. Проте в
короткому повiдомленнi [22] подано лише остаточний
результат для матричного елемента одноелектронно-
го обмiну з використанням асимптотичного розкладу
для бар’єрного iнтеґрала. У цiй працi докладно опи-
сано запропонований метод i встановлено сферу йо-
го застосування. Крiм цього, тут одержано нове ана-
лiтичне зображення для асимптотики обмiнної взає-
модiї полярної молекули з багатозарядним йоном у
термiнах повних елiптичних iнтеґралiв. Також моди-
фiковано потенцiал обмiнної взаємодiї, що дає змогу
враховувати ефекти трансляцiї iмпульсу електрона в
реакцiях типу (1).

Робота має таку структуру. У наступному роздiлi в
межах квазiкласичного наближення обчислено асим-
птотики одноелектронних хвильових функцiй квазi-
молекулярної системи (ApB)(Za+Zb−1)+ у мiжцентро-
вiй областi при ra ∼ rb ∼ R/2. Аксiально-симетричне
поле полярної молекули моделюється ефективним по-
тенцiалом, що включає взаємодiю з кулонiвським по-
лем залишкового молекулярного йона та точковим
диполем. Розроблений пiдхiд дав змогу аналiтично
розв’язати задачу про вплив точкового дипольного
моменту кiстяка полярної молекули на асимптотику
одноелектронних квазiмолекулярних хвильових фун-
кцiй. У третьому роздiлi одержано аналiтичний ви-
раз для головного члена розкладу експоненцiально
малої одноелектронної обмiнної взаємодiї мiж квазi-
молекулярними конфiґурацiями A

(Za−1)+
p + BZb+ та

AZa+
p + B(Zb−1)+, а також дослiджено його асимпто-

тичнi межi. У роздiлi 4 в межах концепцiї „динамiч-
ного“потенцiалу обмiнної взаємодiї враховано ефек-
ти переносу iмпульсу електрона в реакцiї (1), що до-
зволяє розширити дiапазон застосовностi розвинено-
го методу в бiк значно вищих енерґiй зiткнення. Ос-
новнi результати роботи проаналiзовано в заключних
зауваженнях.

У роботi використано атомну систему одиниць
(e2 = ~ = me = 1).

II. ХВИЛЬОВА ФУНКЦIЯ
КВАЗIМОЛЕКУЛЯРНОЇ СИСТЕМИ

(AP B)(ZA+ZB−1)+

Електронний гамiльтонiан системи (ApB)(Za+Zb−1)+

залежить вiд трьох параметрiв: вiдстанi R вiд центра
мас AZa+

p до йона BZb+, дипольного моменту d моле-
кулярного залишку AZa+

p та кута β мiж векторами d

i R (рис. 1).
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Рис. 1. Геометрiя квазiмолекули.

Розгляньмо рiвняння Шрединґера, що описує
рух електрона в аксiально-симетричному потенцiалi
Va(ra) йона полярної молекули A

(Za−1)+
p та сферично

симетричному потенцiалi Vb(rb) атомного йона BZb+,
(
−∆

2
+ Va(ra) + Vb(rb) − E

)
Ψa(ra) = 0, (3)

rb = ra − R, R — мiж’ядерна вiдстань.
У межах моделi точкового диполя потенцiал Va(ra)

дано виразом [25]

Va(ra) = −Za

ra
− dra

r3
a

. (4)

У подальших розрахунках для потенцiалу Vb(rb) ви-
користовуємо його асимптотичну форму:

Vb(rb) −−−−→
r→∞

−Zb

rb
. (5)

Знайдемо асимптотичний розв’язок Ψa(ra) рiвнян-
ня (3) в далекiй пiдбар’єрнiй областi (ra ∼ R/2),
застосовуючи метод, розроблений у роботах [21, 24]
(див. також [22]). Припустимо, що стан електрона в
полi йонного залишку BZb+ не вироджений. У гра-
ницi, коли R → ∞, спектр власних значень енерґiї

рiвняння (3) збiгається з власними значеннями E
(0)
a

або E
(0)
b вiдповiдно iзольованих молекули A

(Za−1)+
p

та йона B(Zb−1)+. Позначимо через Ea збуренi рiвнi
енерґiї у випадку, коли електрон перебуває у зв’яза-
ному станi полярної молекули A

(Za−1)+
p (квазiмолеку-

ла A
(Za−1)+
p + BZb+) та Eb, якщо електрон зв’язаний

з йоном BZb+ (квазiмолекула AZa+
p + B(Zb−1)+). За-

провадимо системи координат {x, y, z} та {x′, y′, z′} зi
спiльним центром O у центрi мас полярної молекули
так, щоб вiсь z була направлена уздовж вектора R,
а вiсь z′ — уздовж напрямку дипольного моменту d

(див. рис. 1). Перехiд вiд {x′, y′, z′} до {x, y, z} визна-
чається трьома кутами Ейлера α, β, γ [26]. Оскiльки
взаємна орiєнтацiя координатних осей (x′, x) та (y′, y)
заздалегiдь не фiксована, зручно вибрати їх так, щоб
Oy′||Oy. У цьому випадку α = γ = 0 i перехiд вiд
{x′, y′, z′} до {x, y, z} можна здiйснити одним поворо-
том навколо осi Oy′ (або Oy) на кут β.

Використовуючи в рiвняннi (3) у вказанiй областi
конфiґурацiйного простору асимптотики потенцiалiв
Va i Vb (див. (4), (5)), одержимо

(
∆

2
+

Za

ra
+

Zb

rb
+ Ea

)
Ψa(ra) = 0, (6)

де Ea = E
(0)
a − Zb/R + O(1/R2). Рiвняння (6) розв’я-

зуємо з такою граничною умовою:

Ψa(ra) −−−−−−→
1<ra�R

Ψ
(0)
a (ra). (7)

Тут Ψ
(0)
a — нормована власна функцiя iзольованої

полярної молекули, яка в моделi точкового диполя за-
довольняє рiвняння Шрединґера (у системi коорди-
нат {x′, y′, z′}):

1

r2
a

∂

∂ra

(
r2
a

∂Ψ
(0)
a (r′a)

∂ra

)
+

1

r2
a

[
1

sin θ′a

∂

∂θ′a

(
sin θ′a

∂

∂θ′a

)
+

1

sin2 θ′a

∂2

∂ϕ′2
a

+ 2d cos θ′a

]

× Ψ(0)
a (r′a) + 2

(
Ea +

Za

ra

)
Ψ(0)

a (r′a) = 0. (8)

В одночастинковому наближеннi хвильову функцiю
Ψ

(0)
a (r′a) можна записати у виглядi

Ψ(0)
a (r′a) = R(0)(ra)Z(θ′a, ϕ′

a). (9)

Запровадженi в (9) диполь-сферичнi функцiї
Z(θ′a, ϕ′

a) задовольняють рiвняння [25]
[
− 1

sin θ′a

∂

∂θ′a

(
sin θ′a

∂

∂θ′a

)
− 1

sin2 θ′a

∂2

∂ϕ′2
a

− 2d cos θ′a

]

×Z(θ′a, ϕ
′
a) = λ(λ + 1)Z(θ′a, ϕ′

a) (10)

i стандартнi крайовi умови: 2π-перiодичнiсть за ази-
мутальним кутом та регулярнiсть при θ′a = 0, π. При

d = 0 диполь-сферичнi функцiї Z(θ′a, ϕ′
a) зводяться до

звичайних сферичних функцiй Y ma

`a
(θ′a, ϕ′

a), причому
λ = `a, `a > |ma|, де ma — проекцiя орбiтального
моменту `a.

Використовуючи функцiї Z(θ′a, ϕ′
a), вiдокремимо

змiннi в рiвняннi (8) i запишемо рiвняння для радi-
альних функцiй R(0):

1

r2
a

d

dra

(
r2
a

dR(0)

dra

)
+ 2

(
Ea +

Za

ra
− λ(λ + 1)

2r2
a

)
R(0) = 0.

(11)
Розв’язок рiвняння (11) формально не вiдрiзняєть-

ся вiд розв’язку вiдповiдної кулонiвської задачi, коли
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d = 0, що дозволяє записати асимптотику радiальної
функцiї R(0) так:

R(0)(ra) ≈
1<ra�R

(
2

na

)naZa+1
rnaZa−1
a e−ra/na

2Z
1/2
a Γ1/2(2naZa)

, (12)

де na = (2|Ea|)−1/2; Γ(x) — гамма-функцiя.
Розкладаючи диполь-сферичнi функцiї Z(θ′a, ϕ′

a) за

повною ортонормованою системою сферичних функ-
цiй Y ma

` (θ′a, ϕ′
a)

Z(θ′a, ϕ′
a) =

∞∑

`=|ma|

ama

` Y ma

` (θ′a, ϕ′
a), (13)

зобразимо асимптотику повної хвильової функцiї (9)
у виглядi:

Ψ(0)
a (r′a) ≈

1<ra�R

(2/na)
naZa+1

2Z
1/2
a Γ1/2(2naZa)

rnaZa−1
a e−ra/na

∞∑

`=|ma|

ama

` Y ma

` (θ′a, ϕ′
a). (14)

Коефiцiєнти ama

` розкладу (13) є розв’язками системи рекурентних спiввiдношень

2d

[
`2 − m2

a

4`2 − 1

]1/2

ama

`−1 + [`(` + 1) − λ(λ + 1)]ama

` + 2d

[
(` + 1)2 − m2

a

(2` + 1)(2` + 3)

]1/2

ama

`+1 = 0. (15)

Нетривiальнi розв’язки системи (15) iснують тiльки тодi, коли її визначник дорiвнює нулевi.
Здiйснимо в (14) перехiд вiд системи {x′, y′, z′} до {x, y, z} [26]:

Ψ(0)
a (ra) ≈

1<ra�R

(2/na)naZa+1rnaZa−1
a

2Z
1/2
a Γ1/2(2naZa)

e−ra/na

×
∞∑

`=|ma|

∑̀

k=−`

ama

` D`
kma

(0, β, 0)Y k
` (θa, ϕa), (16)

де D`
km(α, β, γ) — функцiї Вiґнера.

Розв’язок рiвняння (6) iз граничною умовою (7), (16) у мiжцентровiй областi (z ∼ R/2) шукаємо у виглядi:

Ψa(ra) ≈
ra∼R/2

Qa(ra)

ra

∞∑

`=|ma|

∑̀

k=−`

ama

` D`
kma

(0, β, 0)Y k
` (θa, ϕa), (17)

де сферичнi гармонiки Y k
` (θa, ϕa) визначають основну залежнiсть функцiї Ψa(ra) вiд кутiв θa, ϕa. Водночас

залежнiсть функцiї Qa(ra) вiд напрямку ra слабка i зумовлена наявнiстю йона BZb+ на асимптотично великiй
вiдстанi R.

Пiдставивши вираз (17) у рiвняння (6) i використавши спiввiдношення

∆ΩY k
` (θa, ϕa) = −`(` + 1)Y k

` (θa, ϕa),

де ∆Ω — кутова частина оператора ∆, та врахувавши, що ama

` 6= 0, D`
kma(0, β, 0) 6= 0, одержимо:

Y k
` (θa, ϕa)

[
∂2Qa(ra)

∂r2
a

+ 2

(
Za

ra
+

Zb

|ra −R| + Ea

)
Qa(ra)

]

+Y k
` (θa, ϕa)

[
∆ΩQa(ra)

r2
a

− 1

r2
a

`(` + 1)Qa(ra)

]
+

2

r2
a

∇Qa(ra)∇Y k
` (θa, ϕa) = 0. (18)

Знехтувавши в (18) членами вищого порядку ма-
лостi, нiж R−1, якi малi при R � 1, отримаємо таке
рiвняння для функцiї Qa(ra) в областi ra ∼ R/2:

d2Qa(ra)

dr2
a

− p2(ra)Qa(ra) = 0, (19)

де квазiiмпульс p(ra) визначається спiввiдношенням:

p2(ra) = 2

(
|Ea| −

Za

ra
− Zb

|ra −R|

)
. (20)

Одержане рiвняння (19) є одновимiрним, а функцiя
Qa(ra) залежить вiд кутiв θa, ϕa параметрично. При
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2n2
a � ra � R розв’язок рiвняння (19) (точнiше —

хвильова функцiя (17)) повинен збiгатися з асимпто-

тикою (16) незбуреної хвильової функцiї Ψ
(0)
a .

Оскiльки тунелювання електрона через потенцiаль-
ний бар’єр, що роздiляє центри AZa+

p i BZb+, вiдбува-
ється, в основному, уздовж осi R, зобразимо квазiiм-
пульс p(ra) у виглядi:

p2(ra) ≈ p2(z) + O(ρ2/R2), (21)

де p(z) — квазiiмпульс при русi електрона в напрямку
осi R:

p2(z) = 2

(
|Ea| −

Za

z
− Zb

R − z

)
. (22)

У формулах (21) i (22) z — компонента вектора ra уз-

довж R, а ρ — вiдстань вiд осi R: ra ≈ z+ ρ2

2z +. . . , ρ2 =

x2 + y2, ρ � R, z ∼ R.

Оскiльки z = const, маємо dra ≈ d(ρ2/2z), що до-
зволяє записати розв’язок рiвняння (19) так:

Qa(ra) ≈ Qa(z) exp

(
−ρ2p(z)

2z

)
, (23)

де Qa(z) – розв’язок рiвняння

d2Qa(z)

dz2
− p2(z)Qa(z) = 0. (24)

Загальний розв’язок рiвняння (24), що вiдповiдає фi-
зичнiй постановцi задачi, у квазiкласичному набли-
женнi має стандартний вигляд

Qa(z) =
C√
p(z)

exp


−

z∫

z1

|p(z′)|dz′


 , (25)

де z1, z2 – точки повороту на мiж’ядернiй осi:

z1,2 =
1

2

(
R − Zb − Za

|Ea|

)
± 1

2

[(
R − Zb − Za

|Ea|

)2

− 4ZaR

|Ea|

]1/2

. (26)

Константу нормування C в (25) знайдемо, пiдставивши вирази (23), (25) у хвильову функцiю (17) i ”зшиваючи”
одержаний розв’язок iз граничною умовою (16) при 2n2

a � ra � R. Результат такий:

C =
1

n
3/2
a Z

1/2
a Γ1/2(2naZa)

(
naZa

e

)naZa

, e = 2.718 . . . (27)

Використовуючи результати (17), (23), (25) та (27), одержимо остаточний вираз для асимптотики одноелек-
тронної хвильової функцiї Ψa(ra) квазiмолекули A

(Za−1)+
p + BZb+ у далекiй пiдбар’єрнiй областi у квазiкла-

сичному наближеннi [22]:

Ψa(ra) ≈
ra∼R/2

Qa(z)

z
exp

(
−ρ2p(z)

2z

) ∞∑

`=|ma|

∑̀

k=−`

ama

` D`
kma

(0, β, 0)Y k
` (θa, ϕa), (28)

де

Qa(z) =
1

n3/2Z
1/2
a Γ1/2(2naZa)

(
naZa

e

)naZa 1

p1/2(z)
exp



−
z∫

z1

p(z′)dz′



 . (29)

Розгляньмо тепер отриманi вирази (28), (29) для
Ψa(ra) у границi об’єднаних атомiв полярної молеку-
ли. У цьому випадку β = 0 i отже, D`

kma
(0, 0, 0) =

δkma , а також d = 0 i {r, θ′, ϕ′} ≡ {r, θ, ϕ}. Тому вира-
зи (28) i (29) приводять у границi об’єднаних атомiв
до такої асимптотики квазiкласичної одноелектрон-
ної двоцентрової хвильової функцiї системи “атом +
багатозарядний йон”:

Ψa(ra) ≈
ra∼R/2

A0Qa(z)

z
exp

(
−ρ2p(z)

2z

)
Y ma

`a
(θa, ϕa),

(30)

де A0 — асимптотичний коефiцiєнт хвильової функцiї
валентного електрона в об’єднаному йонi A(Za−1)+:

Ψ(0)
a (ra) =

ra�2n2
a

A0r
Zana−1
a e−ra/naY ma

`a
(θa, ϕa).

Використовуючи (30), легко одержати вираз для
асимптотики одноелектронної хвильової функцiї
Ψb(rb) квазiмолекули AZa+

p +B(Zb−1)+ у мiжцентровiй
областi. Для цього достатньо у виразах (29) та (30)
виконати такi замiни: Za → Zb, A0 → B0, na → nb,
`a → `b, ma → mb, z1 → z2, z → z′ = R−z, θa → π−θb,
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ϕa → ϕb. Результат такий:

Ψb(rb) ≈
rb∼R/2

(−1)lbQb(z
′)

z′
exp

(
−ρ2p(z′)

2z′

)
Y mb

`b
(θb, ϕb),

(31)
де

Qb(z
′) =

B0√
nbp(z′)

(
n2

bZb

2e

)nbZb

exp




z′∫

z2

p(z′′)dz′′



 .

(32)

Тут nb = (−2E
(0)
b )−1/2, а B0 — асимптотичний коефi-

цiєнт хвильової функцiї валентного електрона в бага-
тозарядному йонi B(Zb−1)+:

Ψ
(0)
b (ra) =

rb�2n2
b

(−1)`bB0r
Zbnb−1
b e−rb/nbY mb

`b
(θb, ϕb).

Зазначимо, що двоцентровi хвильовi функцiї (30),
(31) були одержанi у працi [24] i використовували-
ся для дослiдження процесiв одно- (робота [24]) та
двоелектронної (робота [27]) перезарядки в повiльних
йон-атомних зiткненнях.

III. ОДНОЕЛЕКТРОННА ОБМIННА
ВЗАЄМОДIЯ

Обчислення поверхневого iнтеґрала (2) з отрима-
ними хвильовими функцiями Ψa (вирази (28), (29))
та Ψb (вирази (31), (32)) зручно виконувати в цилiн-
дричних координатах {ρ, z, ϕ ≡ ϕa ≡ ϕb}:

∆E(R) =
(−1)`bωab

zz′

∞∫

0

dρ ρ exp

[
−ρ2p(z)

2

(z + z′)

zz′

] ∞∑

`=|ma|

∑̀

k=−`

ama

` D`
kma

(0, β, 0)

2π∫

0

dϕY k∗

` (θa, ϕ)Y mb

`b
(θb, ϕ), (33)

де

ωab = Qa(z)
dQb(z)

dz
− Qb(z)

dQa(z)

dz
=

2B0

(n3
anbZa)1/2Γ1/2(2naZa)

(
naZa

e

)naZa
(

n2
bZb

2e

)nbZb

exp



−
z2∫

z1

p(z)dz



 . (34)

Оскiльки близько до осi R справедливi розклади [18]

Y m
` (θ, ϕ) ≈ Bm

`

(ρ

z

)|m| eimϕ

√
2π

, Bm
` =

1

2|m|m!

[
(2` + 1)(` + |m|)!

2(` − |m|)!

]1/2

,

то, пiсля iнтеґрування за змiнними ϕ та ρ i врахування позначення (34) для ωab, вираз для обмiнної взаємодiї
(33) прийме вид:

∆E(R) =
(−1)`bB0

|mb|!(nanbZa)1/2Γ1/2(2naZa)

(
naZa

e

)naZa

×
(

n2
bZb

2e

)nbZb (na

2

)|mb|

R−|mb|−1 exp



−
z2∫

z1

p(z)dz





×
∞∑

`=|ma|

ama

` D`
mbma

(0, β, 0)

√
(2`b + 1)(2` + 1)

(`b + |mb|)!(` + |mb|)!
(`b − |mb|)!(` − |mb|)!

. (35)

Як видно з одержаного результату (35), обмiнна
взаємодiя ∆E(R) виражається через квантову про-
никливiсть потенцiального бар’єра, що роздiляє взає-
модiючi частинки. Цей результат є тривимiрним уза-
гальненням вiдомого одновимiрного результату [18].
Квантова проникливiсть бар’єра у тривимiрному ви-
падку (як i в одновимiрному) визначається, в основ-
ному, напрямком уздовж осi R. Тодi як проникли-
вiсть бар’єра в напрямку, перпендикулярному до осi
R, експоненцiально зменшується зi збiльшенням вiд-
станi ρ вiд R. Отриманий результат (35) справедли-

вий за умови, що вiдстань R мiж взаємодiючими час-
тинками набагато бiльша вiд тiєї вiдстанi R0, при якiй
зникає потенцiальний бар’єр уздовж осi мiж частин-
ками (тобто, коли точки повороту z1,2 збiгаються):

R � R0 = (2
√

ZaZb + Za + Zb)|Ea|−1. (36)

При виконаннi цiєї умови поляризацiйне змiщення
енерґiї електрона мале порiвняно з Ea.

Обчисливши бар’єрний iнтеґрал в (35), одержимо
(див. Додаток):
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I =

∫ z2

z1

p(z)dz =
1

na

√
(R − z1)z2

(37)

×
{

[−R2 + (z1 + z2)R − z1z2]F (ζ) + (R − z1)z2E(ζ) + [R2 − (z1 + 2z2)R + z1z2]Π(ν, ζ)

}
.

Тут F (ζ), E(ζ), Π(ν, ζ) — повнi елiптичнi iнтеґрали вiдповiдно першого, другого та третього роду. Параметри
ν та ζ визначаються спiввiдношеннями:

ν = (z2 − z1)/(R − z1), ζ =
√

νR/z2. (38)

Використовуючи результат (37), запишемо вираз (35) для розщеплення термiв у виглядi:

∆E(R) =
(−1)`bB0(nbZa)

−1/2

|mb|!n3/2
a Γ1/2(2naZa)

(
n2

bZb

2e

)nbZb

J1(na, Za, Zb; R)

×
∞∑

`=|ma|

ama

` D`
mbma

(0, β, 0)

√
(2`b + 1)(2` + 1)

(`b + |mb|)!(` + |mb|)!
(`b − |mb|)!(` − |mb|)!

, (39)

де

J1(na, Za, Zb; R) =
2

n
3/2
a

(
naZa

e

)naZa
(

2R

na

)−|mb|−1

× exp

{ −1

na

√
(R − z1)z2

{
[−R2 + (z1 + z2)R − z1z2]F (ζ) + (R − z1)z2E(ζ)

+
[
R2 − (z1 + 2z2)R + z1z2

]
Π(ν, ζ)

}}
. (40)

Одержанi формули (39), (40) є остаточним результатом для обмiнної взаємодiї у випадку перезарядки по-
лярних молекул на багатозарядних йонах у квазiкласичному варiантi асимптотичного методу теорiї атомних
зiткнень. Зазначимо, що обмiнну взаємодiю (35) можна наближено виразити в термiнах елементарних функцiй,
якщо для бар’єрного iнтеґрала використати отриманий у роботi [28] наближений розклад

z2∫

z1

p(z)dz ∼= R

na
− naZa ln

(
4eR2

n4
aZaZb

)
− 2(Zb − Za)√

1
n2

a
+ 2Zb

R

ln

(√
R

2n2
aZb

+

√
R

2n2
aZb

+ 1

)
.

У цьому випадку iз (35) одержимо такий вираз для розщеплення термiв [22]:

∆E(R) =
(−1)`bB0(nbZa)

−1/2

|mb|!n3/2
a Γ1/2(2naZa)

(
n2

bZb

2e

)nbZb

J2(na, Za, Zb; R)

×
∞∑

`=|ma|

ama

` D`
mbma

(0, β, 0)

√
(2`b + 1)(2` + 1)

(`b + |mb|)!(` + |mb|)!
(`b − |mb|)!(` − |mb|)!

, (41)

де

J2(na, Za, Zb; R) = (naZb)
−naZa

(
2R

na

)naZa−|mb|−1

exp(−R/na)

(√
R

2n2
aZb

+

√
R

2n2
aZb

+ 1

) 2(Zb−Za)√
n
−2
a +2Zb/R

. (42)

У границi об’єднаних атомiв молекули A
(Za−1)+
p вираз (41) збiгається з вiдповiдним результатом роботи [28]

для двоцентрової задачi. При додатковому припущеннi Za = 0 наш результат вiдтворює вираз для обмiнної
взаємодiї йона з вiд’ємним атомним йоном [24].

Дослiдимо асимптотичну границю виразу (41). При взаємодiї полярної молекули з багатозарядним йоном,

коли Zb � Za, величина S
(a)
2 � 1 лише для мiжцентрових вiдстаней R � n3

aZ2
b [28]. При цьому iз (41), (42)

одержимо такий вираз:

∆E(R) =
(−1)`bB0(nbZa)

−1/2

|mb|!n3/2
a Γ1/2(2naZa)

(
n2

bZb

2e

)nbZb

J3(na, Za, Zb; R)

×
∞∑

`=|ma|

ama

` D`
mbma

(0, β, 0)

√

(2`b + 1)(2` + 1)
(`b + |mb|)!(` + |mb|)!
(`b − |mb|)!(` − |mb|)!

, (43)
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де

J3(na, Za, Zb; R) = (naZb)
−naZb

(
2R

na

)na(Za+Zb)−|mb|−1

exp(−R/na). (44)

У границi об’єднаних атомiв молекули A
(Za−1)+
p вираз

(44) зводиться до результату роботи [29], який був от-
риманий методом Ландау–Геррiнґа.

IV. УРАХУВАННЯ ПЕРЕНОСУ IМПУЛЬСУ
ЕЛЕКТРОНА

Вираз (35) для обмiнної взаємодiї ∆E(R) ми одер-
жали у припущеннi про адiабатичний характер про-
цесу перезарядки, тобто для малих вiдносних швид-
костей зiткнення v. Унаслiдок цього вiн не враховує
ефектiв переносу iмпульсу електрона в реакцiї (1), якi
стають особливо вiдчутними при швидкостях зiткнен-
ня v > 1 a.o. (див., наприклад, [30]). Для врахування
таких ефектiв використаємо концепцiю ”динамiчного”
потенцiалу обмiнної взаємодiї ∆Ẽ(R; v), що парамет-
рично залежить вiд швидкостi зiткнення [31,32].

Спираючись на роботу [33], запишемо рiвняння
Шрединґера для хвильової функцiї електрона, що пе-
ребуває в полi молекулярного AZa+

p та атомарного
BZb+ йонiв, якi рухаються з вiдносною швидкiстю v
(див. рис. 1):

(
−∆rc

2
− Za

ra
− Zb

rb
+ VS ± i

2
v∇ +

v2

8

)

×Ψa(ra) = EΨa(ra), (45)

VS =
Za

ra
+ Va.

У рiвняннi (45) вектор rc визначає положення елект-
рона щодо центра мас йонiв, а знак ± у лiвiй частинi

(45) залежить вiд локалiзацiї електрона бiля одного з
йонiв AZa+

p або BZp+. Уведемо хвильовi функцiї Φa та
Φb, якi є точними розв’язками рiвняння Шрединґера
(45), але задовольняють рiзнi умови при R → ∞ [31]:

Φa = Ψa(ra)Fa ≡ Ψa(ra) exp(iv · rc/2), (46)

Φb = Ψb(rb)Fb ≡ Ψb(rb) exp(−iv · rc/2). (47)

Функцiї Ψa та Ψb, що задовольняють рiвняння Шре-
дiнґера (3) для нерухомих ядер, ми визначили вище
(формули (28), (29) та (31), (32)). Для знаходження
”динамiчної” обмiнної взаємодiї ∆Ẽ(R; v) обчислимо,
як i ранiше, поверхневий iнтеґрал (2), але цього разу
з функцiями Φa,b [31]:

∆Ẽ(R; v) =

∫

S

dS(Φ∗
a∇Φb − Φ∗

bΦa). (48)

Запроваджуючи стандартнi позначення для танґенцi-
альної vτ та нормальної vr компонент вiдносної швид-
костi зiткнення v (b - прицiльний параметр): vτ =
vb(b2 + v2t2)−1/2, vr = v2t(b2 + v2t2)−1/2, запишемо
трансляцiйнi фактори Fa,b у формулах (46) i (47) так:

Fa,b = exp

[
±1

2

(
ivτρc sin ϕc + ivr

rcR

R

)]
, (49)

де ρc, ϕc — вiдповiдно полярнi радiус i кут у площи-
нi iнтеґрування S. За допомогою (49) вираз (48) для
∆Ẽ(R; v) можна записати у виглядi

∆Ẽ(R; v) =
(−1)`b

2π

ωab

zz′

∞∑

`=|ma|

∑̀

k=−`

ama

` D`
kma

(0, β, 0)

× Bmb

`b
Bk

`

∞∫

0

dρ ρ exp

[
−ρ2p(z)

2

R

zz′

]( ρ

z′

)|mb| (ρ

z

)|k|

×
2π∫

0

exp[i(mb − k)ϕ − ivτρ sin ϕ]dϕ. (50)

Iнтеґруючи за ϕ, зведемо вираз (50) до такого:

∆Ẽ(R; v) = (−1)`b
ωab

z′|mb|+1

∞∑

`=|ma|

∑̀

k=−`

(−1)(mb−k)ama

` D`
kma

(0, β, 0)

× 1

z|k|+1
Bmb

`b
Bk

`

∞∫

0

dρρ|mb|+|k|+1 exp

[
−ρ2p(z)

2

R

zz′

]
Jmb−k(vτρ), (51)
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де Jν(cρ) — функцiя Бесселя.
Обчисливши iнтеґрал за ρ у (51), одержимо [34]:

∞∫

0

dρρ|mb|+|k|+1 · exp

[
−ρ2p(z)

2

R

zz′

]
Jmb−k(vτρ)

= v|mb|−|k|
τ 2|k|R−|mb|−1

(
p(z)

zz′

)−|mb|−1
Γ(|mb| + 1)

Γ(|mb| − |k| + 1) 1

F1

(
|mb| + 1; |mb| − |k| + 1;−v2

τRna

8

)
, (52)

де 1F1(α, β, z) — вироджена гiпергеометрична функцiя.

Пiдставивши (52) у вираз для ∆Ẽ(R; v) (50) i вра-
хувавши, що зi збереження проекцiї моменту елект-
рона на мiж’ядерну вiсь R випливає рiвнiсть mb = k,
отримаємо:

∆Ẽ(R; v) = ∆E(R)1F1

(
|mb| + 1; 1;−v2

τRna

8

)
, (53)

де обмiнна взаємодiя ∆E(R) визначається виразом
(35). Якщо vτ = 0, то 1F1(|mb| + 1; 1; 0) = 1 i (53)
переходить у попереднiй результат (35).

Одержаний результат для ∆Ẽ(R; v) (53) враховує
ефекти, пов’язанi з поступальним рухом ядерної пiд-
системи частинок, що дає змогу, при обчисленнi пов-
них та парцiальних перерiзiв значно розширити дiа-
пазон енерґiй зiткнення.

ЗАКЛЮЧНI ЗАУВАЖЕННЯ

У статтi розроблено квазiкласичну версiю асимпто-
тичної теорiї атомних зiткнень для дослiдження асим-
птотичних властивостей квазiмолекулярної системи
(ApB)(Za+Zb−1)+, яка складається з полярної молеку-

ли A
(Za−1)+
p та багатозарядного атомного йона BZb+.

Одержанi аналiтичнi представлення (39) та (41) для
головного члена розкладу (за малими степенями 1/R)
асимптотики обмiнної взаємодiї багатозарядного йона
з полярною молекулою є вiдносно простими i зруч-
ними для проведення систематичних обчислень пере-
рiзiв процесiв iз перерозподiлом виду (1) (див. [22]).
Зазначимо, що квазiкласичнi вирази (39) та (41) спра-
ведливi за умови, що енерґетичний рiвень Ea є знач-
но нижче вершини потенцiального бар’єра, яка ло-
калiзована при R = R0 (36). З iншого боку, метод
Ландау–Геррiнґа застосовний, якщо мiж’ядерна вiд-
стань R набагато бiльша вiд радiусiв електронних ор-
бiт на обох центрах, тобто при R � Zan

2
a ∼ 1 та

R � Zbn
2
b � 1. Оскiльки в областi квазiперетину тер-

мiв n−2
b ≈ n−2

a + 2Zb/R, то область застосування ква-
зiкласичних виразiв (39), (41) набагато ширша, нiж у
випадку результату (43), який може бути одержаний
безпосередньо методом Ландау–Геррiнґа.

На завершення скажемо кiлька слiв щодо процесiв
двоелектронної перезарядки

A(Za−2)+
p (e1, e2) + BZb+ → AZa+

p + B(Zb−2)+(e1, e2)

та iнших двоелектронних процесiв iз перерозподiлом.
Їхнє теоретичне вивчення ґрунтується на використан-
нi потенцiалiв двоелектронної обмiнної взаємодiї, для
визначення яких необхiдно знати асимптотики дво-
електронних хвильових функцiй квазiмолекулярної
системи (ApB)(Za+Zb−2)+ у всьому конфiґурацiйному
просторi електронних координат [14]. Розвиненню за-
пропонованого в цiй працi пiдходу на випадок дво-
електронних процесiв, а також обчисленню повних та
парцiальних перерiзiв одно- та двоелектронних про-
цесiв у повiльних зiткненнях багатозарядних йонiв з
полярними молекулами присвяченi нашi подальшi до-
слiдження.

ДОДАТОК

Для обчислення бар’єрного iнтеґрала в (35) квазi-
iмпульс (22) зручно записати в такому еквiвалентому
виглядi:

p(z) = (2|Ea|)1/2 −z2 + (z1 + z2)z − z1z2

[(R − z)(z2 − z)(z − z1)z]1/2
.

При цьому бар’єрний iнтеґрал I =
z2∫
z1

p(z)dz зведе-

ться до суми iнтеґралiв

I = (2|Ea|)1/2[−z1z2I0 + (z1 + z2)I1 − I2],

де

In =

z2∫

z1

zn

[(R − z)(z2 − z)(z − z1)z]1/2
dz, n = 0, 1, 2.

Перевага цiєї форми запису iнтеґралiв In полягає в
тiм, що їх вдається виразити через вiдомi спецiаль-
нi функцiї (повнi елiптичнi iнтеґрали). Справдi, пiсля
стандартної [35] замiни змiнної iнтеґрування

z =
z2(R − z1) − R(z2 − z1) sin2 ϕ

(R − z1) − (z2 − z1) sin2 ϕ

iнтеґрали In виражаються через повнi елiптичнi iн-
теґрали першого, другого та третього роду, якi в за-
гальноприйнятих позначеннях [34] записуються так:
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F (ζ) =

π/2∫

0

dϕ

∆
, E(ζ) =

π/2∫

0

∆dϕ, Π(ν, ζ) =

π/2∫

0

dϕ

(1 − ν sin2 ϕ)∆
,

∆ =

√
1 − ζ2 sin2 ϕ, ν =

z2 − z1

R − z1
, ζ =

√
Rν/z2.

Тодi маємо

I0 =

z2∫

z1

1

[(R − z)(z2 − z)(z − z1)z]1/2
dz =

2√
(R − z1)z2

F (ζ),

I1 =

z2∫

z1

z

[(R − z)(z2 − z)(z − z1)z]1/2
dz =

2√
(R − z1)z2

× [RF (ζ) − (R − z2)Π(ν, ζ)].

При обчисленнi I2 виникають iнтеґрали типу

Tn(ϕ, ν, ζ) =

ϕ∫

0

dϕ

(1 − ν sin2 ϕ)n∆
, n = 2,

якi визначаємо за допомогою рекурентної формули

Tn−3 =
1

(2n − 5)ζ2

{−ν2 sin ϕ cosϕ∆

(1 − ν sin2 ϕ)n−1
+ 2(n − 2)[3ζ2 − ν(1 + ζ2)]Tn−2

− (2n − 3)[ζ2(3 − 2ν) + ν(ν − 2)]Tn−1 + 2(n − 1)(ζ2 − ν)(1 − ν)Tn

}
.

У результатi для I2 остаточно одержимо:

I2 =

z2∫

z1

z2

[(R − z)(z2 − z)(z − z1)z]1/2
dz =

2√
(R − z1)z2

{[
R2 − (R − z2)

2

2(1 − ν)

]
F (ζ) − (R − z2)

2ν

2(1 − ν)(ζ2 − ν)
E(ζ)

+

[
−2R(R − z2) +

(R − z2)
2(ν2 − 2ν(1 − ζ2) + 3ζ2)

2(1 − ν)(ζ2 − ν)

]
Π(ν, ζ)

}
.
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THE SURFACE INTEGRAL METHOD IN THE THEORY OF EXCHANGE
INTERACTION OF A POLAR MOLECULE WITH A HIGHLY CHARGED ION
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An analytical study of the asymptotic properties of the quasimolecular system (ApB)(Za+Zb−1)+ consisting of
the polar molecule (Ap)

(Za−1)+ and the highly charged atomic ion B
Zb+ was carried out. The influence of point

dipole of the polar molecule core on the asymptotic of the one-electron wave functions of the (ApB)(Za+Zb−1)+

system for large distances between interacting particles was taken into account. The new analytical expression for
the leading term of the asymptotic of one-electron exchange interaction in the quasimolecule (ApB)(Za+Zb−1)+

was obtained in the framework of the semiclassical approach.
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