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Установлено умови нульового вiдбивання для слабопоглинальних багатошарових структур
i умови максимального вiдбивання для прозорих структур з поглинальною пiдкладкою. За
допомогою цих умов, застосованих для прозорих багатошарових структур, запропоновано два
рiзнi способи конструювання оптичних фiльтрiв з одною або декiлькома смугами пропускан-
ня. Розглянутi способи також можна використати для конструювання фiльтрiв iз надвузькою
смугою пропускання. Один зi знайдених способiв забезпечує вужчу смугу пропускання при
використаннi однакової кiлькостi шарiв, а в iншому — досягаються меншi значення формфак-
торiв. Показано можливiсть конструювати фiльтри iз довiльним положенням вузької смуги
пропускання в межах широкої смуги високого вiдбивання.
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I. ВСТУП

Серед рiзних типiв багатошарових плоскопаралель-
них iнтерференцiйних покриттiв вузькосмуговi фiль-
три мають широке практичне застосування в сучас-
ному оптичному приладобудуваннi. На сьогоднi роз-
роблено чимало рiзних методiв конструювання таких
фiльтрiв [1–8]. Серед них можна видiлити метод на ос-
новi усунення пiвхвильових шарiв [1,2], серiю методiв
iз використанням еквiвалентних шарiв [2, 4–7], мето-
ди iз застосуванням полiномiв Чебишева [2] та iншi.
Спiльним для них є розрахунок конфiґурацiї (послi-
довностi чергування шарiв) фiльтра з потрiбними па-
раметрами, а також у деяких методах здiйснюється
добiр матерiалiв iз показниками заломлення, близь-
кими до розрахованих. Причому характерною особли-
вiстю бiльшостi фiльтрiв, сконструйованих на основi
цих методiв, є те, що фазовi товщини всiх шарiв або
еквiвалентних шарiв є кратними π/2 всерединi смуги
пропускання. У цiй статтi запропоновано новий ме-
тод конструювання фiльтрiв на основi структури, у
якiй чергуються шари з великим i малим показни-
ками заломлення з використанням лише двох рiзних
матерiалiв. Особливiстю цього методу є можливiсть

використовувати довiльнi прозорi або слабопоглинаю-
чi матерiали, оскiльки фiльтрувальнi властивостi по-
криття досягаються лише за рахунок нанесення ша-
рiв iз потрiбними фазовими товщинами. Запропоно-
ваний метод базується на послiдовному застосуваннi
умов максимального й нульового значення коефiцiєн-
та вiдбивання багатошарових структур. Для повнiстю
прозорої багатошарової структури умови максималь-
ного вiдбивання [9–11] й умови просвiтлення [12] були
знайденi ранiше.

II. ФУНКЦIЇ ОГИНАЮЧИХ ЕКСТРЕМУМIВ
СПЕКТРIВ ВIДБИВАННЯ БАГАТОШАРОВИХ

СТРУКТУР

Нехай свiтло падає з прозорого середовища з по-
казником заломлення n0 пiд кутом β0 на iзотроп-
ну багатошарову структуру, складену iз шарiв з тов-
щинами dv , i комплексними показниками заломлен-
ня ñv = nv − iκv (v = 1, 2, . . . , k), якi нанесенi на
напiвбезмежну пiдкладку з показником заломлення
ñk+1 = nk+1 − iκk+1. Енерґетичний коефiцiєнт вiдби-
вання такої структури можна записати у виглядi [12]

R0,k+1 =

Rmin
s +

4σ0,sσs,k+1χ0,sΩs
(1 − σs,0σs,k+1Ωs)2

cos2

(

2Re δ̃s + φ0,s − φs,k+1 − γ0,s

2

)

1 +
4σs,0σs,k+1Ωs

(1 − σs,0σs,k+1Ωs)2
sin2

(

2Re δ̃s − φs,0 − φs,k+1

2

)
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=

Rmax
s − 4σ0,sσs,k+1χ0,sΩs

(1 + σs,0σs,k+1Ωs)2
sin2

(

2Re δ̃s + φ0,s − φs,k+1 − γ0,s

2

)

1 − 4σs,0σs,k+1Ωs
(1 + σs,0σs,k+1Ωs)2

cos2

(

2Re δ̃s − φs,0 − φs,k+1

2

) , (1)

де s — довiльне число з дiапазону 0 < s < k+1, δ̃s —
фазова товщина шару з номером s, h̃j,u = χj,ue

iγj,u =
t̃j,ut̃u,j− r̃j,ur̃u,j , (j = 0, 1, . . . , k+1; u = 0, 1, . . . , k+1);
r̃j,u = σj,ue

iφj,u , t̃j,u = τj,ue
iθj,u — комплекснi амплi-

туднi коефiцiєнти вiдбивання та пропускання;

Ωs = e2Imδ̃s , (2)

Rmin,max
s =

(

σ0,s ∓ σs,k+1χ0,sΩs
1 ∓ σs,0σs,k+1Ωs

)2

. (3)

Тут знак “+” в “∓” вiдповiдає Rmax
s , а “−” вiдповi-

дає Rmin
s . Rmin

s i Rmax
s є функцiями огинаючих мiнiму-

мiв та максимумiв спектра вiдбивання для випадку,
коли s є номером шару з найбiльшою фазовою тов-
щиною [12].

III. УМОВИ НУЛЬОВОГО ЗНАЧЕННЯ
КОЕФIЦIЄНТА ВIДБИВАННЯ

БАГАТОШАРОВИХ СТРУКТУР

A. Загальнi умови просвiтлення прозорих
структур

Урахувавши те, що в чисельнику рiвняння (1) (ви-
раженому через Rmin

s ) є сума двох невiд’ємних додан-
кiв, можна зробити висновок, що нульове значення
коефiцiєнта вiдбивання можна забезпечити розрахун-
ком лише двох параметрiв, при яких досягається ну-
льове значення кожного з доданкiв. При цьому в пов-
ний набiр параметрiв, вiд яких залежить коефiцiєнт
вiдбивання R0,k+1, зручно включати лише кут падiн-
ня свiтла, показники заломлення й фазовi товщини
всiх шарiв, а також показники заломлення напiвбез-
межних середовищ. Пiдтвердженням цього є вiдомi
умови просвiтлення прозорих структур при нормаль-
ному падiннi свiтла з розрахунком лише двох пара-
метрiв:

n1 =
√
n0n2, δ1 =

π

2
+ πξ, (ξ = 0, 1, . . .) (4)

для одношарової структури [13], а також

tan2 δ1 =
(n0 − n3)

(

n2
2 − n0n3

)

n2
1

(n0n2
2 − n3n2

1) (n0n3 − n2
1)

tan2 δ2 =
(n0 − n3)

(

n0n3 − n2
1

)

n2
2

(n0n2
2 − n3n2

1) (n2
2 − n0n3)

(5)

для двошарової структури [14,15]. Для двошарової
структури вiдомi ще й iншi умови [16] iз розрахунком
трьох параметрiв:

n3 = n0, δ1 = πξ, δ2 = πζ;

n2 =
√
n0n3, δ1 = πξ, δ2 =

π

2
+ πζ;

n1 =
√
n0n3, δ1 =

π

2
+ πξ, δ2 = πζ;

n2 = n1

√

n3

n0
, δ1 =

π

2
+ πξ, δ2 =

π

2
+ πζ.

Однак усi цi умови можна легко отримати з (5), а
не навпаки. Крiм того, в умовах (4) i (5) є наймен-
ша кiлькiсть залежних параметрiв i тому їх мож-
на вважати загальними умовами. Для того, щоб
на основi рiвняння (1) знайти загальнi умови про-
свiтлення (R0,k+1 = 0 ) прозорої багатошарової
структури з розрахунком фазових товщин двох до-
вiльних шарiв δs i δm (s < m), потрiбно роз-
в’язати систему двох рiвнянь: 1) Rmin

s = 0 вiд-
носно δm (оскiльки Rmin

s вiд δs не залежить) та

2) cos
(

2δs+φ0,s−φs,k+1−γ0,s

2

)

= 0 вiдносно δs. Зрозумi-

ло, що цей самий розв’язок можна також отримати,
розв’язуючи iншу систему: 1) Rmin

m = 0 вiдносно δs та

2) cos
(

2δm+φ0,m−φm,k+1−γ0,m

2

)

= 0 вiдносно δm. Урахо-

вуючи те, що в обох випадках будуть отриманi тi самi
вирази як для δs, так i для δm, розв’язок рiвняння
R0,k+1 = 0 зручно шукати як розв’язок двох рiвнянь
Rmin
s = 0 та Rmin

m = 0, що й було зроблено в роботi [12].

B. Структури з двома (або бiльше) прозорими
шарами

Визначаючи умови нульового вiдбивання для такої
структури, зручно узагальнити пiдхiд, використаний
у [12] для прозорої багатошарової структури. Розв’яз-
ками рiвнянь

σ0,s − σs,k+1χ0,sΩs = 0,

σ0,m − σm,k+1χ0,mΩm = 0,

(якi дають умову нульового значення функцiй Rmin
s

та Rmin
m ) щодо фазових товщин шарiв s i m (s<m) є:

tanRe δ̃±m =
2bc sin(φb − φc) − 2gp2 sin(φg) ±

√
Q

(b− p+ gp+ c)(b+ p− gp+ c) − 4cb cos2
(

φb−φc

2

)

− 4gp2 cos2
(

φg

2

)
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tan Re δ̃±s =
2pb sin(φp − φb) + 2pgc sin(φp + φg − φc) ±

√
Q

(b+ p− gp+ c)(b+ p+ gp− c) − 4bp cos2
(

φb−φp

2

)

− 4gcp cos2
(

φc−φp−φg

2

) , (6)

де

Q = (b− p+ gp+ c)(b+ p− gp+ c)(b+ p+ gp− c)(−b+ p+ gp+ c) − 16bgcp2 sin2

(

φb − φc + φg
2

)

,

p exp(iφp) = r̃0,s, b exp(iφb) = r̃s,mh̃0,sΩs,

c exp(iφc) = r̃m,k+1h̃0,sh̃s,mΩsΩm, g exp(iφg) = r̃m,sr̃m,k+1Ωm.
(7)

Для прозорих шарiв iз номерами s i m можна за-
писати: Ωs = Ωm = 1, Imδ̃s = Imδ̃m = 0, δs = Re δ̃s,
δm = Re δ̃m.

Серед розв’язкiв (6) є двi пари значень фазових
товщин: 1)δ+s i δ+m ,2)δ−s i δ−m, якi дають умову нуля
коефiцiєнта вiдбивання для p- або s-поляризацiї вiд-
битого свiтла при похилому падiннi променя й умо-
ву нуля коефiцiєнта вiдбивання для обох поляризацiй
одночасно при нормальному падiннi. Потрiбно також
зауважити, що цi фазовi товщини забезпечують нуль
вiдбивання лише для тих структур, параметри яких
задовольняють умову Q ≥ 0.

З використанням методу комп’ютерного моделю-
вання було оцiнено, наскiльки рiвень поглинання
впливає на виконання останньої умови. Для цього
взяли рiзнi прозорi структури з рiзними можливими
комбiнацiями номерiв s i m, для яких умова Q ≥ 0 ви-
конувалася. Замiнюючи дiйснi показники заломлення
nν всiх шарiв (крiм s i m) на комплекснi ñν = nν−iκv,
перевiрили, що для слабопоглинальних структур, ко-
ли κv � 1, умова Q ≥ 0 продовжувала виконуватися
завжди. Iз досягненням значень κv > 1 для жодної з
розглянутих структур умова Q ≥ 0 не виконувалася.

C. Визначення фазових товщин двох довiльних
шарiв поглинальних багатошарових структур,

при яких досягається нуль коефiцiєнта вiдбивання

Для довiльної поглинальної структури рiвняння (6)
є трансцендентними i їхнiй розв’язок можна знай-
ти одним iз чисельних методiв, наприклад, методом
iтерацiй. Суть його полягає в тому, що на першо-
му кроцi розрахункiв за допомогою виразiв (6) зна-

ходимо Reδ̃s i Re δ̃m — дiйснi частини фазових тов-
щин шарiв iз номерами s i m (s < m) в наближен-
нi прозорих шарiв, коли Ωs = Ωm = 1. Далi за до-
помогою рiвняння (2) визначаємо значення величин
Ωs i Ωm, використовуючи спiввiдношення мiж уяв-
ною й дiйсною частинами фазової товщини: Imδ̃x =

Re δ̃xIm
(

ñx cos β̃x

)

/Re
(

ñx cos β̃x

)

, x = s,m. Вели-

чини Ωs i Ωm використовуватимуться в наступному
кроцi визначення Re δ̃s i Re δ̃m з урахуванням нових
значень параметрiв (7). Цей цикл розрахункiв повто-
рюється стiльки разiв, поки не буде досягнута необ-

хiдна точнiсть для визначення фазових товщин шарiв
iз номерами s i m.

IV. УМОВИ МАКСИМАЛЬНОГО ЗНАЧЕННЯ
КОЕФIЦIЄНТА ВIДБИВАННЯ ПРОЗОРИХ

БАГАТОШАРОВИХ СТРУКТУР IЗ
ПОГЛИНАЛЬНОЮ ПIДКЛАДКОЮ

Умову максимального вiдбивання для таких струк-
тур можна знайти на основi виразу (1), який для s = 1
можна переписати так [17]:

R0,k+1 =
Rmax

0,k+1
− 4σ0,1σ1,k+1

(1+σ0,1σ1,k+1)2 sin2
(

2δ1+φ0,1−φ1,k+1

2

)

1 − 4σ0,1σ1,k+1

(1+σ0,1σ1,k+1)2 sin2
(

2δ1−φ0,1−φ1,k+1

2

) ,

(8)
де

Rmax
0,k+1

=

(

σ0,1 + σ1,k+1

1 + σ0,1σ1,k+1

)2

=

(

σ0,1 +
√

R1,k+1

1 + σ0,1

√

R1,k+1

)2

.

(9)
Для прозорої структури на прозорiй або поглинальнiй
пiдкладцi значеннями фаз френелiвських коефiцiєн-
тiв вiдбивання φi,i+1 (i = 0, 1, . . . , k − 1) може бути 0
або π. Тому максимальним значенням енерґетичного
коефiцiєнта вiдбивання R0,k+1 (8) для деякої довжи-
ни хвилi λ0 буде значення його огинаючої максиму-
мiв Rmax

0,k+1
(9) при λ0, коли фазова товщина першого

шару дорiвнює δ1 = πζ1 +
φ1,k+1−φ0,1

2 , (ζ1 = 0, 1, . . .).
Нескладно переконатися в тому, що умовi максимуму
Rmax

0,k+1
вiдповiдають умови максимуму σ0,1 i енерґе-

тичного коефiцiєнта вiдбивання R1,k+1 вiд структури
1− 2− · · · − (k+1), для якого можна записати анало-
гiчний вираз

R1,k+1 =
Rmax

1,k+1
− 4σ1,1σ1,k+1

(1+σ1,1σ1,k+1)2 sin2
(

2δ2+φ1,2−φ2,k+1

2

)

1 − 4σ1,1σ1,k+1

(1+σ1,1σ1,k+1)2 sin2
(

2δ2−φ1,2−φ2,k+1

2

) ,

де

Rmax
1,k+1

=

(

σ1,2 + σ2,k+1

1 + σ1,2σ2,k+1

)2

=

(

σ1,2 +
√

R2,k+1

1 + σ1,2

√

R2,k+1

)2

.
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Своєю чергою умовi максимуму R1,k+1 вiдповiдатиме

умова δ2 = πζ2 +
φ2,k+1−φ1,2

2 , (ζ2 = 0, 1, . . .) та умови
максимумiв σ1,2 й енерґетичного коефiцiєнта вiдби-
вання R2,k+1 вiд структури 2−3−· · ·−k+1. Продов-
жуючи визначати за цим алґоритмом умови максиму-
мiв усiх енерґетичних коефiцiєнтiв вiдбивання Ri,k+1

вiд структур i− (i+ 1) − · · · − (k + 1), можна встано-
вити, що умовi максимуму R0,k+1 вiдповiдають умови
для фазових товщин шарiв

δν = πζν +
φν,k+1 − φν−1,ν

2
, (10)

(ν = 1, 2, . . . k; ζν = 0, 1, . . . ),

а також умови максимумiв модулiв френелiвських ко-
ефiцiєнтiв вiдбивання для всiх меж роздiлiв σi,i+1 =
|Ni−Ni+1|
Ni+Ni+1

. Тут Ni — ефективнi показники заломлення

[18], якi для p-поляризацiї дорiвнюють Ni = cosβi

ni
,

а для s-поляризацiї Ni = ni cosβi. Остання умова
стосується до структури, у якiй чергуються шари
з великим NH та малим NL ефективними показни-
ками заломлення, причому рiзниця цих показникiв
(NH − NL) повинна бути максимальною. Для досяг-
нення максимального значення σk,k+1 також повинен
бути максимальним показник поглинання пiдкладки
κk+1 (рис.1). Оскiльки фази φν,k+1 амплiтудних кое-
фiцiєнтiв вiдбивання r̃ν,k+1, якi входять в умови мак-
симуму R0,k+1 (10), залежать вiд фазових товщин
δν+1, δν+2, . . . , δk, то для визначення всiх фазових тов-
щин потрiбно спочатку визначити фазову товщину
шару з номером k, вiдтак iз номером k − 1 i т. д. По-
трiбно також вiдзначити, що умови (10) можна ви-
користати i для визначення максимального значення
коефiцiєнта вiдбивання структури, у якiй показники
заломлення всiх шарiв заданi, а змiнювати можна ли-
ше їх товщини.

Рис. 1. Енерґетичний коефiцiєнт вiдбивання чотири-
шарових покриттiв iз nL= 1.38, nH = 2.36 та фазовими
товщинами шарiв, визначеними з використанням виразiв
(10):
1 | HLHL | 4.0 (пунктирна крива),
1 | HLH 0.9695L | 4.0 − i 0.5 (суцiльна крива).

Для прозорої структури без пiдкладки або з прозо-
рою пiдкладкою, у якiй чергуються шари з великим
та малим показниками заломлення, умови (10) дають
для всiх фазових товщин значення π/2. Такi струк-
тури були вiдомi ранiше [9,10] i використовували для
виготовлення iнтерференцiйних дзеркал.

V. ЗАСТОСУВАННЯ УМОВ ДОСЯГНЕННЯ
ЕКСТРЕМАЛЬНОГО КОЕФIЦIЄНТА

ВIДБИВАННЯ СВIТЛА ДЛЯ
КОНСТРУЮВАННЯ ОПТИЧНИХ ФIЛЬТРIВ
IЗ ВУЗЬКОЮ СМУГОЮ ПРОПУСКАННЯ

Послiдовне застосування умов максимального й ну-
льового коефiцiєнта вiдбивання при нормальному па-
дiннi свiтла на багатошарову структуру дає змогу ви-
значити параметри такої структури, яку можна ви-
користати як оптичний фiльтр iз вузькою смугою
пропускання. Можливiсть послiдовно використовува-
ти обидвi умови зумовлена тим, що для отримання
нуля коефiцiєнта вiдбивання достатньо визначити фа-
зовi товщини двох довiльно вибраних шарiв структу-
ри при довiльних значеннях фазових товщин i показ-
никiв заломлення всiх iнших шарiв. З iншого боку,
умова максимального вiдбивання, розглянута в п. IV,
забезпечує досить високе значення коефiцiєнта вiд-
бивання не лише при вибранiй довжинi хвилi λ0, а
в деякому iнтервалi довжин хвиль вiд λ0 − ∆λ1 до
λ0 +∆λ2. При цьому виявляється, що вiдхилення фа-
зових товщин двох шарiв вiд тих значень, якi забез-
печують умову максимуму (10), може суттєво змен-
шити коефiцiєнт вiдбивання не в усьому дiапазонi з
високим коефiцiєнтом вiдбивання, а лише у вузькiй
областi.

Отже, оптичний фiльтр можна створити завдяки
послiдовному використанню обох умов: умови мак-
симального вiдбивання й умови нульового вiдбиван-
ня. Це можна реалiзувати так. Для створення облас-
тi спектра з високим коефiцiєнтом вiдбивання потрiб-
но вибрати структуру, яка складається iз шарiв з ве-
ликим nH i малим nL показниками заломлення, якi
послiдовно чергуються, так щоб значення σi,i+1 для
всiх меж роздiлу було максимальним. Наступним кро-
ком є визначення фазових товщин шарiв для вибраної
довжини хвилi λ0 на основi спiввiдношень (10), якi та-
кож забезпечують максимальне вiдбивання. Для про-
зорої структури всi фазовi товщини вибирають рiвни-
ми π/2. I нарештi, за допомогою виразiв (6) визнача-
ють новi значення фазових товщин δs i δm двох до-
вiльних шарiв iз номерами s i m, якi забезпечать ну-
льове значення коефiцiєнта вiдбивання при вибранiй
довжинi хвилi λ′0 з iнтервалу вiд λ0−∆λ1 до λ0+∆λ2.

Для прикладу розгляньмо фiльтр 1 |H 0.1103L(HL)6

2.0020H(LH)5 | 1.52 (рис. 2 штрих-пунктирна крива),
який складається з 25 шарiв на склянiй пiдкладцi
з показником заломлення nk+1 = 1.52, сконстру-
йований за згаданим алґоритмом. Тут умовне по-
значення шару 0.1103L вiдповiдає шару з меншим
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показником заломлення i фазовою товщиною, рiв-
ною 0.1103π/2. Для розрахунку цього фiльтра ви-
користано показники заломлення nL= 1.46 (SiO2),
nH = 2.36 (ZnS) при λ0 = 550 нм (таблиця 12.2
в роботi [2]). Фазовi товщини всiх шарiв дорiвню-
ють π/2, крiм двох довiльно вибраних iз номера-
ми s = 2 i m = 15 (при такому виборi Q ≥ 0). А
фазовi товщини цих двох шарiв, δ−2 = 0.1732 рад
i δ−15 = 3.1448 рад були знайденi за формулами
(6). Для цього фiльтру формфактори (таблиця 1)
є бiльшими за вiдповiднi значення iнших фiльтрiв
1.52 | (HL)3 0.1020H 0.8371L(HL)5H 0.8371L 0.1020H

(LH)3 | 1.52 (рис. 2 штрихова крива) та 1 | 0.5739H

(LH)
2
L 0.0208H(LH)

6
L 0.0208HL(HL)

2
0.5739H | 1.52

(рис. 2 суцiльна крива), алґоритм розрахунку яких
описаний у п.V A 2. За допомогою формфакторiв
можна оцiнити, наскiльки форма розрахованого фiль-
тра є близькою до iдеального прямокутного фiльтра,
у якому всi формфактори дорiвнюють одиницi Si = 1
(i = 1, 2, . . .) i їх можна визначити як [19]:

S1 =
∆λ0.1

∆λ0.5
, S2 =

∆λ0.01

∆λ0.5
, S3 =

∆λ0.001

∆λ0.5
, . . . ,

де ∆λψ — це ширина смуги пропускання на рiвнi
ψTmax, а Tmax — максимальне значення коефiцiєн-
та пропускання T . Iншими параметрами розрахова-
ного фiльтра є ширина смуги пропускання на рiв-

нi половини максимального коефiцiєнта пропускання
∆λ0.5 (таблиця 1) i оптична густина OD = − log( T

Tmax
)

(рис. 3).
Для розглянутого фiльтра виконується умова λ′0 =

λ0. Для конструювання фiльтрiв, у яких λ′0 6= λ0

(рис. 4) фазовi товщини δs i δm при довжинi хвилi
λ0 визначають як: δs (λ0) = δs (λ′0)λ

′
0/λ0, δm (λ0) =

δm (λ′0)λ
′
0/λ0, а фазовi товщини δs (λ′0) i δm (λ′0) при

довжинi хвилi λ′0 визначають за допомогою виразiв
(6), у яких δj (λ′0) = πλ0

2λ′

0

, (j 6= s,m).

При конструюваннi фiльтрiв на основi структур,
у яких використовують слабопоглинаючi матерiали,
фазовi товщини δs i δm також можна визначити за
допомогою спiввiдношень (6), якщо шари s i m —
прозорi, або з використанням алґоритму, описаному
в п.III C в iншому випадку.

A. Конструювання фiльтрiв на основi
симетричних структур

1. Фiльтри з двома вузькими смугами пропускання, у

яких розраховуються фазовi товщини двох шарiв

Розгляньмо такi симетричнi структури з непарним
числом шарiв k:

n0 | L ηsH L(HL)
x2 ηmH L | nk+1; n0 | (LH)

x1 ηsL H ηmL (HL)
x1 | nk+1;

n0 | (LH)x1 ηsL H(LH)x2 ηmL (HL)x1 | nk+1; n0 |L(HL)x1 ηsH L ηmH (LH)x1L | nk+1;

n0 | L(HL)
x1 ηsH L(HL)

x2 ηmH (LH)
x1L | nk+1; n0 | H ηsL H(LH)

x2 ηmL H | nk+1; (11)

n0 | (HL)
x1 ηsH L ηmH (LH)

x1 | nk+1; n0 | (HL)
x1 ηsH L(HL)

x2 ηmH (LH)
x1 | nk+1;

n0 | H(LH)x1 ηsL H ηmL (HL)x1H | nk+1; n0 | H(LH)x1 ηsL H(LH)x2 ηmL (HL)x1H | nk+1,

де x1, x2 = 1, 2, . . .; ηs,m = 2δs,m/π, nk+1 = n0.

Рис. 2. Енерґетичний коефiцiєнт пропускання вузькосмугових фiльтрiв:
1 | H 0.1103L(HL)6 2.0020H(LH)5 | 1.52 (штрих-пунктирна крива),
1.52 | (HL)3 0.1020H 0.8371L(HL)5H 0.8371L 0.1020H(LH)3 | 1.52 (штрихова крива),
1 | 0.5739H(LH)2L 0.0208H(LH)6L 0.0208HL(HL)2 0.5739H | 1.52 (суцiльна крива) та iнтерференцiйного дзеркала
1 | (HL)13H | 1.52 (пунктирна крива); nL= 1.46, nH = 2.36.
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Формула фiльтра S1 S2 ODmax ∆λ0.5, нм

1 | H 0.1103L(HL)
6

2.0020H(LH)
5 | 1.52 3.01 10.2 3.52 1.4

nL= 1.46, nH = 2.36, λ0 = 550 нм

1.52|(HL)
3
η7Hη8L(HL)

5
Hη20Lη21H(LH)

3|1.52 1.75 3.29 3.33 11.4
η7=η21= 0.1020, η8=η20= 0.8371,
nL= 1.46, nH = 2.36, λ0 = 550 нм

1|η1H(LH)
2
Lη7H(LH)

6
Lη21HL(HL)

2
η27H|1.52 1.85 3.59 3.47 11.2

η1=η27= 0.5739, η7=η21= 0.0208,
nL= 1.46, nH = 2.36, λ0 = 550 нм

1 | 0.1505H(LH)
2
L 2.0018H(LH)

2 | 1 3.00 10.0 3.93 2.7
nL= 1.35, nH = 4.0, λ0 = 1000 нм

1 | HL 0.2560H 0.4261L(HL)
2
H 0.4261L 0.2560HLH | 1 1.75 3.27 3.90 37.1

nL= 1.35, nH = 4.0, λ0 = 1000 нм

1 | HLHHLHLHLHHL1H | 1 1.78 3.32 4.17 21.9
nL= 1.35, nL1

= 1.83, nH = 4.0, λ0 = 1000 нм

1 | (LH)3L 0.0672H(LH)9L 2.0007H(LH)8 | 1.45 3.00 10.0 5.86 0.12
nL= 1.46, nH = 2.32, λ0 = 407.5 нм

1|(HL)
6
Hη14L(HL)

2
Hη20L(HL)

8
Hη38LH(LH)

2
η44LH(LH)

6|1.45 1.87 3.49 8.63 0.22
η14=η44= 0.0118, η20=η38= 0.8156,
nL= 1.46, nH = 2.32, λ0 = 407.5 нм

Таблиця 1. Формфактори S1, S2, максимальна оптична густина в смузi високого вiдбивання ODmax i ширина смуги

пропускання фiльтрiв на рiвнi половини максимального пропускання ∆λ0.5.

Рис. 3. Оптична густина вузькосмугових фiльтрiв:
1 | H 0.1103L(HL)6 2.0020H(LH)5 | 1.52 (штрих-пунктирна
крива),
1.52 | (HL)3 0.1020H 0.8371L(HL)5H 0.8371L 0.1020H(LH)3

| 1.52 (штрихова крива),
1 | 0.5739H(LH)2L 0.0208H(LH)6L 0.0208HL(HL)2 0.5739H
| 1.52 (суцiльна крива); nL= 1.46, nH = 2.36.

Рис. 4. Енерґетичний коефiцiєнт пропускання вузь-
космугових фiльтрiв:
1 | H 1.9546L(HL)3H 1.9995L(HL)2H | 1 (суцiльна крива),
для якого λ′

0 = λ0,
1 | H 1.3536L(HL)3H 1.3690L(HL)2H | 1 (пунктирна кри-
ва), для якого λ′

0 = 0.8λ0 ,
1 | H 0.0938L(HL)3H 0.2037L(HL)2H | 1 (штрихова крива),
для якого λ′

0 = 1.2λ0 ; nL= 1.36 (MgF2), nH = 4.2 (Ge)
при λ0 = 5 µм .

Для таких структур фазовi товщини симетричних
шарiв s i m, розрахованi за допомогою (6), будуть
рiвними мiж собою: δs = δm, ηs = ηm. Справдi, якщо
розглянути одну зi структур (11): 0− 1−· · ·− (k + 1),
а також структуру, отриману з попередньої шляхом
зворотного розташування шарiв: (k + 1)− k−· · · 0, то
шари з номерами s i m першої структури стануть вiд-
повiдно шарами з номерами m i s другої. Оскiльки
обидвi структури є iдентичними внаслiдок симетрiї,
то стає зрозумiлою рiвнiсть фазових товщин шарiв iз

номерами s мiж собою, а також iз номерами m мiж
собою, а тому δs = δm.

Особливiстю структур (11) є те, що їх можна вико-
ристати як фiльтри, якi мають не одну, а двi смуги
пропускання iз серединами при довжинах хвиль λ′0 i
λ′′0 , максимум енерґетичного коефiцiєнта пропускання
яких за вiдсутностi поглинання в шарах досягає оди-
ницi. Змiнюючи параметри цих фiльтрiв, можна пере-
конатися в тому, що рiзниця мiж довжинами хвиль,
якi вiдповiдають серединам цих смуг, зростає зi збiль-
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шенням nL, зi зменшенням nH i зi зменшенням пара-
метра µ = (k+1)/2− s = m− (k+1)/2 (рис. 5). Пара-
метр µ показує, наскiльки шари s i m є близькими до
середнього шару, стосовно до якого структура симет-
рична. Вiд кiлькотi шарiв залежить ширина обох смуг
пропускання, яка зменшуватиметься зi збiльшенням
k. Для структур, у яких nk+1 6= n0, одна зi смуг у
максимумi пропускання досягатиме меншого значен-
ня нiж iнша (рис. 5, суцiльна крива) i фазовi товщини
шарiв s i m будуть рiзними (δs 6= δm).

Рис. 5. Енерґетичний коефiцiєнт пропускання фiльтрiв
iз двома вузькими смугами пропускання:
1 | (HL)2H 1.9784L(HL)2H 1.9784LH(LH)2 | 1 iз nL= 1.36,
nH = 4.2, µ = 3 (пунктирна крива);
1 | (HL)7 1.8505H(LH)2L 1.7585H(LH)7 | 1.52 iз nL = 1.46,
nH = 2.16, µ = 3 (суцiльна крива).

Рис. 6. Енерґетичний коефiцiєнт пропускання фiльтрiв
iз двома вузькими смугами пропускання:
1.52 | (HL)5 0.1256H(LH)2L 0.1256H(LH)5 | 1.52 iз
nH = 2.36, nL= 1.38 (пунктирна крива);
1.52 | (HL)5 1.8744H(LH)2L 1.8744H(LH)5 | 1.52 iз
nH = 2.16, nL= 1.46 (суцiльна крива).

Iншою характерною властивiстю фiльтрiв цього ти-
пу є те, що при виборi двох рiзних пар розв’язкiв (6),
δ+s , δ+m або δ−s , δ−m, положення смуги iз серединою при
λ′0 не змiнюється, а положення iншої смуги може бу-
ти як при бiльшiй довжинi хвилi, нiж λ′0, так i при
меншiй (рис. 6). А саме, вибiр пари розв’язкiв δ+s , δ+m
забезпечує умову λ′′0 < λ′0, а вибiр δ−s , δ−m забезпечує
умову λ′′0 > λ′0 .

Для обґрунтування причини виникнення другої ву-
зької смуги пропускання фiльтрiв, розрахованих на
основi симетричних структур, позначимо фазовi тов-
щини шарiв s i m: δs(λ

′
0) i δm(λ′0) при довжинi хви-

лi λ′0, якi можна вибрати серед двох можливих роз-
в’язкiв (6): 1) δ+s (λ′0), δ

+
m(λ′0) або 2) δ−s (λ′0), δ

−
m(λ′0).

Фазовими товщинами цих шарiв при довiльнiй дов-

жинi хвилi λ будуть δs(λ
′
0)
λ′

0

λ
i δm(λ′0)

λ′

0

λ
. Також роз-

глядатимемо двi можливi пари функцiй: 1) δ+s

(

λ′

0

λ

)

,

δ+m

(

λ′

0

λ

)

i 2) δ−s

(

λ′

0

λ

)

, δ−m

(

λ′

0

λ

)

, отриманих на основi

виразiв (6), у яких, замiсть фазових товщин δj (λ′0)

(j 6= s,m), потрiбно пiдставити δj (λ) = δj (λ′0)
λ′

0

λ
.

Вище було доведено, що фазовi товщини симетрич-
них шарiв s i m рiвнi мiж собою (δs = δm), що зали-
шається справедливим для довiльної довжини хвилi.
При цьому довжина хвилi λ′′0,s, яка вiдповiдає точ-

цi перетину кривої δ+s

(

λ′

0

λ

)

або δ−s

(

λ′

0

λ

)

з кривою

δs(λ
′
0)
λ′

0

λ
, збiгатиметься з довжиною хвилi λ′′0,m, при

якiй перетинаються кривi δ+m

(

λ′

0

λ

)

або δ−m

(

λ′

0

λ

)

з кри-

вою δm(λ′0)
λ′

0

λ
(рис. 7). А це означає, що при довжинi

хвилi λ′′0 = λ′′0,s = λ′′0,m задовольнятимуться обидвi
необхiднi умови (6) для досягнення нульового вiдби-
вання. Отже, для розглянутих симетричних струк-
тур проявлятимуться двi смуги пропускання: одна
при довжини хвилi λ′0, а друга при довжинi хвилi
λ′′0 . Для отримання фiльтра з двома вузькими смуга-
ми пропускання необхiдною також є умова попадання
значення довжинi хвилi λ′′0 в iнтервал довжин хвиль
λ0−∆λ1÷λ0 +∆λ2 з високим коефiцiєнтом вiдбиван-
ня.

2. Фiльтри, у яких розраховуються фазовi товщини

чотирьох шарiв.

Розгляньмо симетричнi структури, якi вiдрiзняю-
ться вiд (11) тiльки тим, що потрiбно розраховувати
фазовi товщини не двох шарiв s i m, якi симетричнi
щодо середнього шару, а чотирьох шарiв s1, m1, s2,
m2. Причому симетричними повиннi бути мiж собою
шари s1 i s2, а також m1 i m2. Фазовi товщини δs1 i
δm1

потрiбно розраховувати за допомогою тих самих
спiввiдношень (6), але для структури 0 − 1 − · · · − c,
де номеру c вiдповiдає напiвбезмежне середовище з
показником заломлення таким самим, як i середньо-
го шару з номером c = (k + 1) /2. Фазовi товщини
δs2 i δm2

внаслiдок симетрiї будуть рiвними δs1 i δm1
:

δs2 = δs1 , δm2
= δm1

. Для такої структури амплiтуд-

4401-7



О. П. КУШНIР

ний коефiцiєнт вiдбивання [20]

r̃0,k+1 =
r̃0,c + r̃c,k+1h̃0,ce

−2iδc

1 − r̃c,0r̃c,k+1e−2iδc

в серединi смуги пропускання (λ = λ′0) досягатиме
нульового значення внаслiдок справедливостi такого
спiввiдношення при λ = λ′0: σ0,c = σc,0 = σc,k+1 = 0.
Цi фiльтри, на вiдмiну вiд фiльтрiв, розглянутих у
п. V можуть мати одну (рис. 2, штрихова крива) або
бiльше смуг пропускання (рис. 8), i основною їхньо-
го перевагою над iншими фiльтрами, розглянутими
в п. V i п. V A 1, є наявнiсть одної смуги з вищими
значеннями формфакторiв. Цей алґоритм розрахун-
ку фiльтрiв можна також застосувати i для струк-
тури, у якої показники заломлення напiвбезмежних
середовищ рiзнi (nk+1 6= n0). Для цього фазовi тов-
щини δs2 i δm2

потрiбно прирiвняти вiдповiдно до δs1
i δm1

, але в такому разi енерґетичний коефiцiєнт про-
пускання в максимумi досягатиме значення меншого
за одиницю (рис. 2, суцiльна крива).

Рис. 7. Енерґетичний коефiцiєнт пропускання фiльтра
з двома вузькими смугами пропускання
1 | (HL)2H 1.9738L(HL)3H 1.9738LH(LH)2 | 1 iз

nH = 4.2, nL= 1.45 (пунктирна крива), 1

4
δ−s

“

λ
′

0

λ

”

(кри-

ва a), 1

4
δ+

s

“

λ
′

0

λ

”

(крива b), 1

4
δs(λ

′

0)
λ

′

0

λ
(крива c), 1

5
δ−m

“

λ
′

0

λ

”

(крива d), 1

5
δ+

m

“

λ
′

0

λ

”

(крива e), 1

5
δm(λ′

0)
λ

′

0

λ
(крива f).

На рис. 9 показанi спектри пропускання трьох фiль-
трiв з одною смугою пропускання. Iз них два фiльтри
були розрахованi за допомогою алґоритмiв описаних
у п. V i п. V A 2:

1 | 0.1505H(LH)
2
L 2.0018H(LH)

2 | 1 (12)

(суцiльна крива),

1 | HL 0.2560H 0.4261L(HL)
2
H 0.4261L 0.2560HLH | 1

(13)

(штрих-пунктирна крива), а третiй (рис. 10.3 в робо-
тi [2], узятий для порiвняння) був сконструйований iз
використанням методу аналiзу окремих частин фiль-
тра на основi вiдомого ранiше пiдходу [8]

1 | HLHHLHLHLHHL1H | 1 (14)

(пунктирна крива). При розрахунку фiльтрiв (12),
(13) були використанi матерiали з такими самими зна-
ченнями показникiв заломлення, як i для (14), причо-
му у фiльтрi (14), крiм шарiв з показниками залом-
лення nL= 1.46, nH = 2.36, також був використаний
один шар iз показником заломлення nL1

= 1.83.

Рис. 8. Енерґетичний коефiцiєнт пропускання фiльт-
ра з трьома вузькими смугами пропускання 1 | (HL)2

2.0054H(LH)2 0.2377LHLH 0.2377L(HL)2 2.0054H(LH)2 | 1
iз nH = 4.2, nL= 1.36.

Рис. 9. Енерґетичний коефiцiєнт пропускання вузь-
космугових фiльтрiв:
1 | 0.1505H(LH)2L 2.0018H(LH)2 | 1 (суцiльна крива),
1 | HL 0.2560H 0.4261L(HL)2H 0.4261L 0.2560HLH | 1
(штрих-пунктирна крива),
1 | HLHHLHLHLHHL1H | 1 (пунктирна крива) iз nH = 4.0,
nL= 1.35, nL1

= 1.83
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Потрiбно вiдзначити, що серед цих трьох фiльтрiв
найнижчi формфактори (таблиця 1) є у фiльтра (13),
у якому розрахованi фазовi товщини чотирьох шарiв
(п. V A 2). Однак у фiльтра (14), де фазовi товщини
всiх шарiв дорiвнюють π/2 або π, досягаються вищi
значення оптичної густини у смузi високого вiдбиван-
ня (таблиця 1). У фiльтра (12), у якому розрахову-
ються фазовi товщини двох шарiв (п. V) досягається
найвужча смуга пропускання при використаннi одна-
кової з (14) кiлькостi шарiв.

Причиною появи додаткових смуг пропускання для
фiльтрiв, де розрахованi фазовi товщини чотирьох
шарiв (п. V A 2) є те, що кривi δ+s (λ) або δ−s (λ), якi
розглядалися в п. V A 1, можуть перетинаються з кри-

вою δs(λ
′
0)
λ′

0

λ
не лише при двох довжинах хвиль λ′0 i

λ′′0 , але i при iнших значеннях довжин хвиль λ′′′0 i
т. д. При цьому, внаслiдок симетрiї структури, кривi

δ+m(λ) або δ−m(λ) перетинатимуться з кривою δm(λ′0)
λ′

0

λ
при тих самих значеннях довжин хвиль. А це означає,
що при довжинах хвиль λ′0, λ

′′
0 , λ′′′0 i т. д. задоволь-

нятимуться обидвi необхiднi умови (6) для досягнен-

ня нульового вiдбивання. Кiлькiсть смуг пропускання
фiльтра також залежатиме вiд того, скiльки значень
довжин хвиль λ′0, λ

′′
0 , λ′′′0 i т. д. попадуть в iнтервал

λ0−∆λ1÷λ0 +∆λ2 з високим коефiцiєнтом вiдбиван-
ня.

B. Фiльтри з надвузькою смугою пропускання

Методом комп’ютерного моделювання встановлено,
що ширина смуги пропускання фiльтрiв, розрахова-
них iз використанням запропонованих способiв, за-
лежить вiд вибору номерiв s i m, однак для таких
фiльтрiв проявляється тенденцiя до її зменшення зi
збiльшенням кiлькостi шарiв. Завдяки цьому знайде-
нi способи також можна застосувати для конструю-
вання фiльтрiв iз надвузькою смугою пропускання.
У зв’язку з тим, що в лiтературi немає точно визна-
ченого дiапазону для ширини ∆λ0.5 надвузької сму-
ги пропускання, був запропонований [21] орiєнтовний
дiапазон для видимої областi спектра: вiд одного до
декiлькох анґстрем.

Рис. 10. Енерґетичний коефiцiєнт пропускання фiльтрiв з надвузькою смугою пропускання:
а), б) (суцiльнi кривi) фiльтр, використаний для порiвняння [12];
б) фiльтри з nH = 2.32, nL= 1.46 1 | (LH)3L 0.0672H(LH)9L 2.0005H(LH)8 | 1.45 (штрих-пунктирна крива),
1 | (HL)6H 0.0118L(HL)2H 0.8156L(HL)8H 0.8156LH(LH)2 0.0118LH(LH)6 | 1.45 (штрихова крива).

На рис. 10 б показано спектри пропускання двох фiльтрiв iз надвузькою смугою пропускання, сконструйо-
ваних за допомогою знайдених алґоритмiв (п.V, V A 2):

1 | (LH)
3
L 0.0672H(LH)

9
L 2.0005H(LH)

8 | 1.45 (15)

(штрих-пунктирна крива),

1 | (HL)6H 0.0118L(HL)2H 0.8156L(HL)8H 0.8156LH(LH)2 0.0118LH(LH)6 | 1.45 (16)

(штрихова крива), для яких nH = 2.32 (TiO2), nL= 1.46 (SiO2). Для обох фiльтрiв була вибрана кварцева
пiдкладка.

4401-9



О. П. КУШНIР

Для порiвняння на рис. 10 а,б (суцiльна крива) також
показанi спектри пропускання фiльтра з надвузькою
смугою пропускання [21], який має приблизно таку
саму ширину смуги на рiвнi половини максимально-
го пропускання ∆λ0.5 = 0.25 нм при λ0 = 407.5 нм.
У розрахованого фiльтра (15) при використаннi знач-
но меншого числа шарiв, нiж (16), смуга пропускання
вужча (таблиця 1), однак вiн поступається фiльтровi
(16) вищими формфакторами. Крiм того, у фiльтра
(16) оптична густина у смузi високого вiдбивання є
бiльшою.

VI. ВИСНОВКИ

Iз використанням функцiй огинаючих мiнiмумiв
спектрiв вiдбивання багатошарових структур удалось
узагальнити умови нульового вiдбивання при однiй
довжинi хвилi на слабопоглинальнi структури, а та-
кож максимального вiдбивання на прозорi структури
з поглинальною пiдкладкою. На основi послiдовного
застосування умов максимального й нульового вiдби-
вання запропоновано два рiзнi способи конструюван-
ня вузькосмугових оптичних фiльтрiв. Описанi спосо-
би дають змогу просто отримувати фiльтри з рiзною
шириною смуги пропускання (в тому числi надвузькi)
i кiлькiстю смуг (одна або бiльше) з використанням

лише двох рiзних матерiалiв iз великим i малим по-
казниками заломлення, якi можна довiльно вибира-
ти. Cпосiб iз розрахунком фазових товщин двох ша-
рiв дає змогу отримувати фiльтри з вужчою смугою
пропускання, використовуючи однакову кiлькiсть ша-
рiв. Перевагою iншого способу iз розрахунком фазо-
вих товщин чотирьох шарiв є отримання фiльтрiв iз
меншими значеннями формфакторiв. Аналiз форм-
факторiв S1 i S2 рiзних фiльтрiв (таблиця 1) свiдчить
про їхню слабку залежнiсть вiд вибраних показникiв
заломлення шарiв та вiд кiлькостi шарiв фiльтра. При
цьому вони сильно залежать вiд самого способу конс-
труювання фiльтрiв. Так, формфактори рiзних фiль-
трiв, розрахованих на основi алґоритму, описаного в
роздiлi V близькi до значень S1 = 3.0, S2 = 10.1, а для
iншого типу фiльтрiв (п. V A 2) формфактори близь-
кi до значень S1 = 1.75, S2 = 3.28, коли n0 = nk+1,
i до значення S1 = 1.86, коли n0 6= nk+1. Також у
цiй статтi показана можливiсть конструювати фiльт-
ри, у яких вузька смуга пропускання може займати
довiльне положення в межах широкої смуги високого
вiдбивання. Встановленi умови нульового вiдбивання
слабопоглинальних структур дають змогу врахувати
поглинання при визначеннi фазових товщин шарiв фi-
льтра. Це дозволить зменшити кiлькiсть факторiв [2],
через якi розрахований теоретично фiльтр неможли-
во буде виготовити.
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CONDITIONS FOR THE EXTREMAL REFLECTION OF MULTILAYER STRUCTURES:
APPLICATION FOR DESIGNING OF NARROW BANDPASS FILTERS

O. P. Kushnir
Lviv National Agrarian University, Physics Department,

1 V. Velykogo St., Dubljany, Lviv region, 80381, Ukraine

The conditions for zero reflectance of weakly absorbing multilayer structures as well as those for the maximal

reflectance of transparent structures with an absorbing substrate have been determined. For the instrumentality

of these conditions used for transparent multilayer structures two different methods of the designing of the narrow

bandpass filters with one or more bandpasses have been proposed. The obtained methods can also be used for

designing filters with ultra-narrow bandpasses. One of these methods provides a more narrow bandpass at the

use of the same total number of layers, but in the second method smaller values of shape factors are reached.

The possibility of designing filters with an arbitrary position of the narrow bandpass within the rejection band is

shown.
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