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На основi даних про радiуси й маси вироджених карликiв, знайдених за спостережуваними
даними мiсiї “Hipparcos”, оцiнено мiкроскопiчнi параметри моделi Чандрасекгара (параметра
релятивiзму в центрi зорi x0 та параметра хiмiчного складу µe = A/Z, де A — масове число, Z
— заряд ядра) для польових карликiв i карликiв у подвiйних системах. Одержано аналiтичнi
вирази для макроскопiчних характеристик (маса, радiус, енерґiя) як функцiй x0, µe. На основi
розрахованої залежностi енерґiї вiд цих параметрiв знайдено обмеження на область змiни
x0, що добре узгоджується зi спостережуваним розподiлом карликiв за радiусами. Уточнено
критичне значення x0, при якому порушується стiйкiсть за рахунок ефектiв загальної теорiї
вiдносностi. Запропоновано узагальнену модель iз неоднорiдним (залежним вiд координати)
хiмiчним складом, у якiй µe = µe(r).
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холодних “гелiй–водневих” карликiв.

PACS number(s): 97.20.Rp, 04.40.Dg

I. ВСТУП

Виродженi карлики становлять найпростiший клас
компактних об’єктiв Всесвiту, речовина в яких пе-
ребуває в екстремальних умовах. Тому дослiдження
цих зiр викликало зацiкавлення астрономiв i фiзикiв
упродовж усього минулого столiття. Згiдно iз загаль-
ноприйнятим поглядом виродженi карлики є остан-
ньою фазою еволюцiї зiр малих мас, тому вони нале-
жать до найбiльш розповсюджених об’єктiв у рiзних
типах галактик. Однак через малу свiтнiсть оптичнi
спостереження карликiв можливi лише в межах Га-
лактики, де в околицях Сонця їх вiдкрито вже де-
кiлька тисяч. Новiтнi спостереження, виконанi супут-
никовими обсерваторiями останнiми десятирiччями,
знову привернули увагу дослiдникiв до вироджених
карликiв. У результатi спостережень, проведених у
межах мiсiї “Hipparcos” (Європейське космiчне аґенс-
тво, 1997) [1], отримано досить достовiрнi данi як про
карлики в подвiйних системах, так i про польовi зо-
рi цього типу, хоча рiзнi методи визначення характе-
ристик карликiв на основi спостережень дають дещо
вiдмiннi результати. Розбiжностi у визначеннi радi-
усiв зазвичай є невеликими, а у визначеннi маси —
суттєвими (див. [2]).

На основi простої моделi теорiю холодних карликiв
побудував у 40-х роках минулого столiття С. Чанд-
расекгар, використавши iдею Р. Фаулера про меха-
нiзм їхньої стiйкостi, зумовлений виродженням елек-
тронної пiдсистеми (див. [3–5]). Модель Чандрасекга-
ра — вироджений неоднорiдний iдеальний релятивiс-
тський електронний газ при абсолютному нулi темпе-
ратури на фонi статично розподiлених ядер, якi не-
виродженi i розглядаються як класичне неперервне

середовище. Хiмiчний склад карлика вважається од-
норiдним (незалежним вiд координат). Теорiя Чанд-
расекгара — двопараметрична, у нiй фiґурують два
мiкроскопiчнi параметри: параметр релятивiзму x0 =
(3π2n0)

1/3
~/m0c (де n0 — концентрацiя електронiв у

центрi зорi, m0 — маса спокою електрона) i параметр
µe = A/Z, залежний вiд хiмiчного складу (A — кiль-
кiсть нуклонiв, Z — кiлькiсть протонiв у ядрi). Рiв-
няння рiвноваги мiж ґравiтацiйним стиском i тиском
електронного газу визначає розподiл густини вздовж
радiуса, що дає змогу визначити макроскопiчнi харак-
теристики карлика як функцiї параметрiв x0, µe. Ви-
ключаючи цi параметри, з теорiї Чандрасекгара мож-
на було б одержати спiввiдношення мiж трiйками ха-
рактеристик, наприклад, мiж повною енерґiєю E, ма-
сою M та радiусом R. Але з обробки спостережуваних
даних звичайно отримують лише значення мас та ра-
дiусiв, а енерґiя невiдома. Оскiльки µe близьке до 2.0,
то, як правило, при фiксованому µe виключають па-
раметр x0, установлюючи залежнiсть “маса–радiус”,
яка служить тестом для теорiї. У формальнiй уль-
трарелятивiстськiй границi моделi (x0 � 1) з теорiї
Чандрасекгара випливає обмеження [2, 6–8] на масу
карлика: M ≤ Mch, де Mch ≈ 5.76M�µ−2

e . Насправ-
дi спостереження свiдчать про те, що карликiв дуже
малих радiусiв (iз масами, близькими до Mch) немає,
а середньостатистична маса близька до 0.6M�. Отже,
у межах похибок спостереження пiдтверджують спiв-
вiдношення “маса–радiус” в обмеженiй областi змiни
мас i радiусiв карликiв.

Узагальненню теорiї Чандрасекгара присвячено
працi Хамади й Солпiтера [9], Шацмана [10], Капла-
на [11], Шварцшильда [12], Зельдовича й Новикова
[13], Шапiро й Тьюкольскi [14]. У цих працях створе-
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но якiсну теорiю охолодження карликiв, проаналiзо-
вано роль мiжчастинкових взаємодiй, хiмiчного скла-
ду, процесiв нейтронiзацiї та ефектiв загальної тео-
рiї вiдносностi. У зв’язку з новiтнiми спостережува-
ними даними постає завдання уточнити модель ре-
альних карликiв, оцiнити стан речовини у них, ура-
хувати електричнi взаємодiї, вплив магнiтних полiв,
осьове обертання, змiнний хiмiчний склад (залежний
вiд координати), а також iнтерпретацiї спостережу-
ваних розподiлiв карликiв за радiусами (масами) та
iншi.

Деякi з цих питань розглянутi в нашiй роботi як у
межах стандартної моделi Чандрасекгара, так i уза-
гальненої моделi зi змiнним хiмiчним складом. Ми ви-
користали данi про маси й радiуси карликiв, одержанi
зi спостережень мiсiї “Hipparcos”. Це карлики спект-
рального класу DA (атмосфери яких збагаченi вод-
нем), за винятком зорi Procyon B (спектральний клас
DQZ). На основi даних про маси й радiуси ми оцiни-
ли параметри x0 i µe для згаданих карликiв. У ре-
зультатi розрахунку залежностi “енерґiя зорi–радiус”
ми обгрунтовали спостережуваний розподiл карликiв
за радiусами. Розподiл карликiв за радiусами (20 зiр,
спостережуваних мiсiєю “Hipparcos”, та 110 зiр кла-
су DA, радiуси яких узято з роботи [15]) зiставлено з
розрахованою залежнiстю “енерґiя–радiус”. Установ-
лено межi змiни параметрiв стандартної моделi Чанд-
расекгара для “холодних” спостережуваних карликiв.
Уточнено значення параметра x0, при якому вини-
кає нестiйкiсть, зумовлена ефектами загальної теорiї
вiдносностi. Запропоновано узагальнену модель, що
вiдповiдає “воднево–гелiєвим” карликам (клас DA), у
якiй параметр µe залежить вiд координати. На основi
радiусiв i мас, одержаних зi спостережуваних даних,
знайдено параметри моделi, обчислено парцiальнi ма-
си водню й гелiю для цих зiр.

У розглянутих моделях не враховано електричних
взаємодiй мiж частинками, осьового обертання зо-
рi, наявностi магнiтного поля, неповного виродження
електронної пiдсистеми та iнших факторiв, якi несут-
тєвi з погляду розрахунку внутрiшньої будови “холод-
них” вироджених карликiв i можуть бути врахованi в
межах теорiї збурень. Це пiдтверджується оцiнками
iнших авторiв (див. працi [16–20] i посилання в них),
якi розглядали вплив деяких iз цих чинникiв на спiв-
вiдношення “маса–радiус”.

II. МОДИФIКОВАНЕ РIВНЯННЯ
МЕХАНIЧНОЇ РIВНОВАГИ ХОЛОДНОГО

КАРЛИКА

Ми розглядаємо модель холодного карлика без ура-
хування кулонiвських взаємодiй, але зi змiнним за ра-
дiусом хiмiчним складом. Така модель може описува-
ти не тiльки хiмiчно однорiднi, але й так званi “вод-
невi” виродженi карлики, яким у стандартнiй моделi
Чандрасекгара вiдповiдає µe < 2.0 i якi в периферiй-
них шарах мiстять водень. Вважаючи µe(r) локаль-

ним параметром, запишемо його у виглядi

µe(r) = µe t(r/R), (1)

де t(r/R) ≡ t(r/R|α, s) — безрозмiрна функцiя свого
арґументу (α, s — числовi параметри), r — вiдстань
вiд центра зорi, µe ≡ µe(0), t(0) = 1; 0 < t(1) < 1. У
практичних розрахунках ми використали двi моделi
для функцiї t(r/R).

Теорiя Чандрасекгара ґрунтується на рiвняннi ме-
ханiчної рiвноваги зорi без обертання

dP

dr
= −ρ(r)g(r), (2)

g(r) = G
M(r)

r2
, M(r) = 4π

r
∫

0

dr′r′
2
ρ(r′).

Тут використано такi позначення: M(r) — маса внут-
рiшньої частини зорi радiуса r, G — ґравiтацiйна ста-
ла, P (r) — локальний тиск на сферi радiуса r, ρ(r) —
густина маси. За умови електронейтральностi

ρ(r) = n(r){µe(r)mu + m0} ≈ mun(r)µe(r), (3)

де m0 — електронна маса, mu — атомна одиниця ма-
си, n(r) — локальна концентрацiя електронiв, µe(r) —
введена вище функцiя, що має змiст локальної без-
розмiрної ефективної електронної молекулярної маси
(доля маси ядра, що припадає на один електрон, утво-
рений при йонiзацiї вiдповiдного атома, в одиницях
mu).

Тиск iдеальної релятивiстської пiдсистеми електро-
нiв зi спектром

Ek = [(m0c
2)2 + ~

2k2c2]1/2 − m0c
2 (4)

у локальному наближеннi при T = 0K дорiвнює

P (r) =
πm4

0c
5

3h3
F (x(r)), (5)

F (x) = 8

x
∫

0

dz z4

√
1 + z2

= x(2x2 − 3)(1 + x2)1/2 + 3 ln[x + (1 + x2)1/2],

де

x(r) = pF (r)/m0c =
~

m0c
(3π2n(r))1/3

=

(

9π

4

)1/3
α

rs(r)
(6)

— локальне значення параметра релятивiзму в точ-
цi r, α — стала тонкої структури, pF(r) — локальний
iмпульс Фермi, rs(r) — локальне значення параметра

Вiґнера–Бракнера (rs(r) =
(

4π
3 n(r)

)−1/3
a−1
0 , a0 — ра-

дiус Бора). Параметр rs(r) пов’язаний iз так званим
параметром неiдеальностi
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γ(r) = e2[r0(r)εF(r)]−1 ⇒







0, 905 . . . rs(r) при x(r) � 1;

2
3α при x(r) � 1,

(7)

де εF(r) — локальна енерґiя Фермi, r0(r) — масш-
таб локальної середньої вiдстанi мiж електронами. Як
видно з формул (6),(7), абсолютно iдеального елект-
ронного газу немає, а за межею релятивiстського ви-
родження (коли x(r) > 1) параметр неiдеальностi має
порядок 10−2. Це слабко неiдеальна система, яка на-
ближено вiдповiдає моделi Чандрасекгара.

Пiдставляючи вираз (5) у рiвняння (2) i враховую-
чи означення (6), зведемо рiвняння рiвноваги до не-
лiнiйного рiвняння для x(r) або до рiвняння для ло-
кального хiмiчного потенцiалу

1

r2

d

dr

(

r2

t(r/R)

dµ

dr

)

= −32π2

3

G(muµe)
2

(hc)3
(8)

× {µ2(r) + 2µ(r) m0c
2}3/2 t(r/R),

де

µ(r) = m0c
2
{

[1 + x2(r)]1/2 − 1
}

(9)

за означенням є локальною енерґiєю Фермi в точцi r.
Це рiвняння вiдрiзняється вiд рiвняння рiвноваги в
оригiнальних роботах Чандрасекгара [5]. У стандар-
тнiй моделi Чандрасекгара (t(r/R) = 1) рiвняння (8)
нагадує рiвняння Лена–Емдена (див. [5,14]) i має таку
ж природну асимптотику на поверхнi зорi:

µ(r) → 0 при r → R. (10)

Перейдiмо до безрозмiрних змiнних у рiвняннi (8),
використовуючи пiдстановку

r = ξλ, µ(r) = ε0(x0) m0c
2y(ξ), (11)

де ε0(x0) ≡ (1 + x2
0)

1/2 − 1; x0 = x(0). Очевидно, що
R = λξ1, де ξ1 — безрозмiрний радiус зорi (y(ξ1) = 0),
тому

t(r/R) ≡ t(ξ/ξ1). (12)

Вибираючи масштаб λ з умови

32π2G

3(hc)3
[m0muc2µeλε0(x0)]

2 = 1, (13)

зведемо рiвняння (8) до безрозмiрної форми:

1

ξ2

d

dξ

(

ξ2

t(ξ/ξ1)

dy

dξ

)

= −
{

y2 +
2y

ε0(x0)

}3/2

t(ξ/ξ1).

(14)

Рiвнянню (14) вiдповiдають граничнi умови y(0) = 1,
y′(0) = 0 та умова y(ξ) ≥ 0, тому що хiмiчний по-
тенцiал iдеальної фермi-системи не може бути вiд’-
ємним (y(ξ) = 0 при ξ ≥ ξ1). У стандартнiй моделi
Чандрасекгара (при t(ξ/ξ1) = 1) одержане рiвняння є
однопараметричним, у ньому фiґурує лише x0 — па-
раметр релятивiзму в центрi зорi. У випадку моделi
з неоднорiдним хiмiчним складом рiвняння (14) зале-
жить ще й вiд числових параметрiв a, s. Нелiнiйнiсть
рiвняння (14) зумовлена як нелiнiйнiстю правої час-
тини стосовно y(ξ), так i залежнiстю функцiї t(ξ/ξ1)
вiд невiдомого ξ1 ≡ ξ1(x0|a, s) — значення змiнної, при
якому y(ξ) перетворюється в нуль.

При заданих параметрах (x0, µe|a, s) радiус, маса
зорi й кiлькiсть електронiв визначаються такими ви-
разами:

R(x0, µe|a, s) = R0
ξ1(x0|a, s)

µeε0(x0)
;

M(x0, µe|a, s) =
M0

µ2
e

M(x0|a, s); (15)

M(x0|a, s) = ε−3
0 (x0)

ξ1
∫

0

dξ ξ2 t(ξ/ξ1)x
3(ξ)

= t−1(1)

{

ξ2

∣

∣

∣

∣

dy

dξ

∣

∣

∣

∣

}

при ξ = ξ1(x0|a, s);

Ne(x0, µe|a, s) =
M0

muµ3
eε

3
0(x0)

ξ1
∫

0

dξ ξ2x3(ξ);

x(ξ) = ε0(x0)

{

y2(ξ) +
2

ε0(x0)
y(ξ)

}1/2

.

Масштабнi множники R0, M0 виражаються такими
комбiнацiями унiверсальних фiзичних сталих:

R0 =

(

3

2

)1/2
1

4π

(

h3

cG

)1/2
1

m0mu
; (16)

M0 =

(

3

2

)1/2
1

4π

(

hc

Gm2
u

)3/2

mu.

Вони мають “правильний” порядок величини: R0 ≈
1.12·10−2R�, а µ−2

e M0 ≈ 0.75M�, що вiдповiдає серед-
ньостатистичним значенням характеристик карликiв.
Кiнетична енерґiя електронної пiдсистеми дорiвнює

E0

µ3
eε

3
0(x0)

ξ1
∫

0

dξ ξ2

{

x3(ξ)[(1 + x2(ξ))1/2 − 1] − 1

8
F (x(ξ)

}

, (17)
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а енерґiя ґравiтацiйної взаємодiї ядерної пiдсистеми рiвна

E0

µ3
eε0(x0)

ξ1
∫

0

dξ ξ3 dy

dξ

{

y2(ξ) +
2

ε0(x0)
y(ξ)

}3/2

= −3

8

E0

µ3
eε

3
0(x0)

ξ1
∫

0

dξ ξ2F (x(ξ)). (18)

Масштабом енерґiї є

E0 =

(

3

2

)1/2
1

4π
· m0c

7/2h3/2

G3/2m3
u

= G
M2

0

R0
= m0

M0c
2

mu
. (19)

Отже, енерґiя зорi дорiвнює

E(x0, µe|a, s) =
E0

µ3
e

E(x0|a, s), E(x0|a, s)

= ε−3
0 (x0)

ξ1
∫

0

dξ ξ2

{

−x3(ξ) +
3

2
x(ξ)[1 + x2(ξ)]1/2 − 3

2
ln[x(ξ) + (1 + x2(ξ))1/2]

}

(20)

= ε−3
0 (x0)

ξ1
∫

0

dξ ξ3x2(ξ){1 − [1 + x2(ξ)]−1/2}dx(ξ)

dξ
.

Для релятивiстських систем зi змiнною кiлькiстю частинок слiд розглядати повну енерґiю, яка включає енерґiю
спокою. Враховуючи формулу для кiлькостi електронiв (див. ф.(15)) i спiввiдношення (19), запишемо вираз
для повної енерґiї зорi з урахуванням енерґiї спокою електронiв

Ẽ(x0, µe|a, s) ≡ E(x0, µe|a, s) + m0c
2Ne(x0, µe|a, s) =

E0

µ3
e

Ẽ(x0|a, s), (21)

Ẽ(x0|a, s) =
3

2
ε−3
0 (x0)

ξ1
∫

0

dξ ξ2
{

x(ξ)[1 + x2(ξ)]1/2 − ln[x(ξ) + (1 + x2(ξ))1/2]
}

.

III. СТАНДАРТНА МОДЕЛЬ
ЧАНДРАСЕКГАРА

Розгляньмо насамперед стандартну модель Чанд-
расекгара (t(ξ/ξ1) = 1). Розв’язки рiвняння (14) для
цього випадку, одержанi чисельним iнтеґруванням,
зображенi на рис. 1. Залежнiсть безрозмiрного радiу-
са зорi ξ1(x0) (значення змiнної, при якому y(ξ1) = 0)
вiд параметра x0 наведено на рис. 2.

Використовуючи прямий чисельний розв’язок рiв-
няння (14), ми розрахували залежнiсть макроскопiч-
них характеристик карлика в моделi Чандрасекгара
вiд параметра x0 (при заданому µe), що подано на
рис. 3. Як видно з рисунка, радiус зорi є монотон-
но спадною функцiєю x0, маса — монотонно зрос-
таючою функцiєю, а енерґiя — вiд’ємною монотон-
но спадною функцiєю в усiй областi змiни цього па-
раметра. Як видно з формул (15), (20), мiнiмальне
значення E(x0, µe) досягається у границi x0 → ∞, де
E(x0, µe) прямує до величини −m0c

2Ne(x0, µe). Повна
енерґiя зорi Ẽ(x0, µe) є додатною немонотонною фун-
кцiєю параметра x0, а її максимум — в околi точки
x0 ' 2.57 . . . .

Рiвняння механiчної рiвноваги є основою теорiї ви-
роджених карликiв, а тому варто подати його розв’яз-

ки так, щоб видiлити аналiтичну залежнiсть вiд пара-
метра x0. Це дасть змогу виразити залежнiсть макро-
скопiчних характеристик зорi вiд цього параметра в
аналiтичному виглядi, що спрощує обернену задачу —
знаходження мiкроскопiчних параметрiв (x0, µe) для
реальних карликiв за спостережуваними даними.

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  1  2  3  4  5  6  7

xo=1 2 3 5 10 500

ξ

y(ξ)

Рис. 1. Розв’язки рiвняння (14) при фiксованих значен-
нях параметра релятивiзму x0 при t(ξ/ξ1) = 1.
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Рис. 2. Залежнiсть безрозмiрного радiуса зорi ξ1(x0) вiд
параметра x0.
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Рис. 3. Залежнiсть макроскопiчних характеристик кар-
лика у стандартнiй моделi Чандрасекхара вiд параметра
x0 при µe = 2.

Зокрема в ультрарелятивiстськiй областi, коли
2/ε0(x0) вiдiграє роль малого параметра, розв’язок
можна записати як розклад

y(ξ) =
∑

n≥0

yn(ξ)ε−n
0 (x0), (22)

де y0(ξ) — розв’язок рiвняння Лена–Емдена з iндек-

сом полiтропи n = 3,

L̂ξy0(ξ) + y3
0(ξ) = 0, L̂ξ =

d2

dξ2
+

2

ξ
· d

dξ
, (23)

а yn(ξ) при n ≥ 1 визначаються таким ланцюжком
лiнiйних неоднорiдних рiвнянь:

L̂ξy1(ξ) + 3y1(ξ)y
2
0(ξ) = −3y2

0(ξ),

L̂ξy2(ξ) + 3y2(ξ)y
2
0(ξ) = −3

2
y0(ξ)

{

1 + 4y1(ξ) + 2y2
1(ξ)

}

, . . . . (24)

L̂ξy3(ξ) + 3y3(ξ)y
2
0(ξ) = −

{

3

2
y1(ξ) + 3y2

1(ξ) + y3
1(ξ) + 6y0(ξ)y2(ξ) + 6y0(ξ)y1(ξ)y2(ξ) −

1

2

}

; . . . .

Система рiвнянь (23)–(24) задовольняє такi граничнi умови:

y0(0) = 1; yn(0) = 0 при n ≥ 1; (25)

y′
n(0) = 0 при n ≥ 0.

Оскiльки yn(ξ) не залежать вiд жодних параметрiв, то сукупнiсть цих унiверсальних функцiй вiдiграє роль
базису для представлення розв’язкiв рiвняння (14) i розрахунку макроскопiчних характеристик.

Знайденi чисельним iнтегруванням функцiї yn(ξ) зображено на рис. 4. Рисунок 5 iлюструє збiжнiсть розкладу
(22). Функцiї yn(ξ) можна апроксимувати такими многочленами:

yn(ξ) = δn,0 +

m0
∑

m=2

αnmξm. (26)

Коефiцiєнти αnm для n = 0, 1, 2 наведено в Додатку в таблицi 1.
Розклад (22) приводить до розкладiв макроскопiчних характеристик карликiв за степенями множника

ε−1
0 (x0). Корiнь рiвняння y(ξ) = 0 записуємо у виглядi

ξ1 ≡ ξ1(x0) = ξ
(3)
0 − C1

ε0(x0)
+

C2

ε2
0(x0)

+ . . . ,

C1 =

{

y1(ξ)

[

dy0

dξ

]−1
}

ξ
(3)
0

' 29.6238; (27)

C2 =

[

dy0

dξ

]−1
{

−y2(ξ) + y1(ξ)
dy1

dξ

[

dy0

dξ

]−1

− 1

2
· d2y0

dξ2
y2
1(ξ)

[

dy0

dξ

]−2
}

ξ
(3)
0

' 168.4604.

4901-5



М. В. ВАВРУХ, С. В. СМЕРЕЧИНСЬКИЙ, Н. Л. ТИШКО

-1.5

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 0  1  2  3  4  5  6  7

ξ

y0(ξ)

y1(ξ)

y2(ξ)

Рис. 4. Чисельнi розв’язки системи рiвнянь (24).

Тут ξ
(3)
0 = 6.89685 — корiнь рiвняння y0(ξ) = 0 [14]. У

зв’язку з цим для радiуса зорi маємо такий розклад:

R(x0, µe) =
R0

µe

{

ξ
(3)
0

ε0(x0)
− C1

ε2
0(x0)

+
C2

ε3
0(x0)

+ . . .

}

.

(28)
Аналогiчний розклад одержуємо для безрозмiрної ма-
си зорi

M(x0) =
∑

n≥0

1

εn
0 (x0)

bn, bn = −
{

ξ2 dyn

dξ

}

ξ=ξ1

. (29)

Коефiцiєнти bn є функцiями параметра x0 i їх мож-
на також записати як розклади за степенями ε−1

0 (x0),

що дає еквiвалентне зображення:

M(x0) = b∗0 + b∗2ε
−2
0 (x0) + b∗3ε

−3
0 (x0) + b∗4ε

−4
0 (x0)

+ b∗5ε
−4
0 (x0) ln ε0(x0) + . . . . (30)

 0
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ξ

x0=10

12 3

Рис. 5. Послiдовнiсть функцiй Pn0 (ξ)=
n0
P

n=0

yn(ξ)ε−n
0 (x0)

при x0 = 10. Кривiй 1 вiдповiдає n0 = 0; 2 – n0 = 1; 3 –
n0 = 2. Хрестиками позначено чисельний розв’язок рiв-
няння (14), якщо t(ξ/ξ1) = 1.

При цьому b∗0 = 2.01824, b∗2 = −11.4669, b∗3 = 55.0261,
b∗4 = −65.9691, b∗5 = −29.8172.

В ультрарелятивiстськiй областi вираз (20) для
енерґiї зорi спрощується i набирає вигляду:

E(x0) = ε−3
0 (x0)

ξ1
∫

0

dξ ξ2

{

−x3(ξ) +
3

2
x2(ξ) − 3

2
ln x(ξ) − 3

2

(

ln 2 − 1

2

)

+ . . .

}

. (31)

Використовуючи розклад (22), одержуємо зображення:

E(x0) = −a0 +
a1

ε0(x0)
+

a2

ε2
0(x0)

− ξ3
1

2ε3
0(x0)

ln ε0(x0) +
a3

ε3
0(x0)

+ . . . . (32)

Коефiцiєнти an визначаємо такими безрозмiрними iнтегралами:

a0 =

ξ1
∫

0

dξ ξ2y3
0(ξ) = b0;

a1 = −3

ξ1
∫

0

dξ ξ2y2
0(ξ){1/2 + y1(ξ)}; (33)

a2 = 3

ξ1
∫

0

dξ ξ2y0(ξ){1/2− y1(ξ) − y2
1(ξ) − y0(ξ)y2(ξ)};

a3 = 3

ξ1
∫

0

dξ ξ2

{

5

12
− 1

2
ln y0(ξ) +

1

2
y1(ξ) −

1

2
y2
1(ξ) − y0(ξ)y2(ξ) −

1

3
y2
0(ξ)y3(ξ)

− 1

3
y2
0(ξ)y3(ξ) − 2y0(ξ)y1(ξ)y2(ξ) −

1

3
y3
1(ξ) −

1

2
ln 2

}

; . . . .

4901-6



МIКРОСКОПIЧНI ПАРАМЕТРИ Й МАКРОСКОПIЧНI ХАРАКТЕРИСТИКИ. . .

Оскiльки верхня межа iнтеґрування ξ1 залежить вiд значення x0, то й коефiцiєнти an є величинами, якi слабо
залежать вiд цього параметра.

Комбiнуючи розклади (29) та (32), одержуємо зображення для повної енерґiї зорi:

Ẽ(x0) =
a1 + b1

ε0(x0)
+

a2 + b2

ε2
0(x0)

+
a3 + b3

ε3
0(x0)

− ξ3
1

2ε3
0(x0)

ln ε0(x0) + . . . (34)

=
d∗1

ε0(x0)
+

d∗2
ε2
0(x0)

+
d∗3

ε3
0(x0)

−

[

ξ
(3)
0

]3

2 ε3
0(x0)

ln ε0(x0) + . . . ,

де d∗1 = 6.10059, d∗
2 = 7.91068, d∗

3 = 176.582. Вира-
зи (32), (34) дуже добре описують результати пря-
мого числового розрахунку цих характеристик при
x0 ≥ 8.0.

Розгляньмо далi розрахунок характеристик карли-
кiв бiля границi релятивiстського виродження, вико-
ристовуючи замiсть (11) пiдстановку

r = ηk, µ(r) = m0c
2ε0(x0) f(η). (35)

Вибираючи масштаб k з умови

21/2 64π2G

3(hc)3
(m0muc2µek)2ε

1/2
0 (x0) = 1, (36)

зведемо рiвняння (8) до такого вигляду:

1

η2

d

dη

(

η2

t(η/η1)

df

dη

)

= −
{

f(η) +
ε0(x0)

2
f2(η)

}3/2

× t(η/η1) (37)

при граничнiй умовi f(0) = 1, f ′(0) = 0. Iз спiввiдно-
шень (13) та (36) випливає, що

k = λ (ε0(x0)/2)
3/4

, ξ = η

(

ε0(x0)

2

)3/4

, (38)

а тому

f(η) = y(ξ) = y

(

η

[

ε0(x0)

2

]3/4
)

, (39)

η1 = ξ1

[

2

ε0(x0)

]3/4

,

де η1 ≡ η1(x0|a, s) — значення змiнної η1, при яко-
му розв’язок рiвняння (37) перетворюється в нуль
(f(η1) = 0). У змiнних η, f(η) радiус i безрозмiрна
маса зорi визначаються спiввiдношеннями

R(x0, µe) =
R0

2µe

(

2

ε0(x0)

)1/4

η1(x0), (40)

M(x0) =

(

ε0(x0)

2

)3/4
η1
∫

0

dη

×η2

{

f(η) +
ε0(x0)

2
f2(η)

}3/2

=

(

ε0(x0)

2

)3/4 {

η2

∣

∣

∣

∣

df

dη

∣

∣

∣

∣

}

при η = η1(x0).

Щоб записати вирази для енерґiї (в одиницях E0/µ3
e),

слiд використати формули (20), (21) та спiввiдношен-
ня (38), (39):

E(x0) =
1

8

(

2

ε0(x0)

)3/4
η1
∫

0

dη η3x2(η)

×{1− [1 + x2(η)]−1/2} dx

dη
,

Ẽ(x0) = E(x0) +
1

8

(

2

ε0(x0)

)3/4
η1
∫

0

dη η2x3(η), (41)

x(η) = (2ε0(x0))
1/2

{

f(η) +
ε0(x0)

2
f2(η)

}1/2

.

У рiвняннi (37) величина 1
2 ε0(x0) вiдiграє роль ма-

лого параметра, тому його розв’язок (при t(η/η1) = 1)
запишемо як ряд

f(η) =
∑

m≥0

(

ε0(x0)

2

)m

fm(η). (42)

Тут f0(η) є розв’язком рiвняння Лена–Емдена для iн-
дексу полiтропи n = 3/2, а iншi функцiї визначаємо
лiнiйними неоднорiдними рiвняннями

L̂ηf0(η) + f
3/2
0 (η) = 0, L̂η =

d2

dη2
+

2

η
· d

dη
, (43)

L̂ηfm(η) +
3

2
f

1/2
0 (η)fm(η) = ϕm(η) при m ≥ 1,

де
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ϕ1(η) = −3

2
f

5/2
0 (η);

ϕ2(η) = −3

8

{

f
7/2
0 (η) + 10f1(η) f

3/2
0 (η) + f2

1 (η)f
−1/2
0 (η)

}

;

ϕ3(η) =
1

16

{

f
9/2
0 (η) − 21f1(η) f

5/2
0 (η) − 60f2(η) f

3/2
0 (η) (44)

− 45f2
1 (η) f

1/2
0 (η) − 12f1(η) f2(η) f

−1/2
0 (η) + f3

1 (η) f
−3/2
0 (η)

}

; . . . .

Система рiвнянь (43) задовольняє граничнi умови

f0(0) = 1, fm(0) = 0 при m ≥ 1; (45)

f
′

m(0) = 0 при m ≥ 0.

Розрахованi чисельним методом розв’язки системи
(43) наведено на рис. 6. За аналогiєю з (26) для них
одержано такi апроксимацiйнi вирази:

fm(η) = δm,0 +

n0
∑

n=2

cmn ηn, m ≥ 0. (46)

Коефiцiєнти cmn для m = 0, 1, 2, 3 наведено в Додатку
в таблицi 2. Рисунок 7 iлюструє збiжнiсть ряду (42):
тут зображено чисельний розв’язок рiвняння (37) при
t(η/η1) = 1 (позначений хрестиками) i послiдовнiсть

функцiй
m0
∑

m=0

(

ε0(x0)
2

)m

fm(η) при m0 = 0 (крива 1),

m0 =1 (крива 2), m0 =2 (крива 3) i m0 = 3 (крива 4).
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Рис. 6. Чисельнi розв’язки системи рiвнянь (43).
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Рис. 7. Послiдовнiсть функцiй P̃m0(η)=
m0
P

m=0

fm(η)
“

ε0(x0)
2

”m

при x0 = 1.5. Кривiй 1 вiдповiдає m0 = 0; 2 — m0 = 1; 3
— m0 = 2; 4 — m0 = 3 . Хрестиками позначено чисельний
розв’язок рiвняння (37) при t(η/η1) = 1.

Пiдставляючи ряд (42) у формули (40), (41), знахо-
димо явну залежнiсть макроскопiчних характеристик
вiд параметра x0. Корiнь рiвняння f(η) = 0 записуємо
у виглядi такого розкладу:

η1(x0) = η
(3/2)
0 − C̃1

ε0(x0)

2
+ C̃2

(

ε0(x0)

2

)2

− C̃3

(

ε0(x0)

2

)3

+ . . . , (47)

де η
(3/2)
0 ' 3.65375 . . . — корiнь рiвняння f0(η) = 0

[14],

C̃1 = 1.47702, C̃2 = 0.64614, C̃3 = 0.14749, . . . . (48)

Згiдно з формулою (40)

R(x0, µe) =
R0

2µe

{

η
(3/2)
0

(

ε0(x0)

2

)−1/4

− C̃1

(

ε0(x0)

2

)3/4

+ C̃2

(

ε0(x0)

2

)7/4

− C̃3

(

ε0(x0)

2

)11/4

+ . . .

}

; (49)

M(x0) =
∑

n≥0

b̃n

(

ε0(x0)

2

)n+3/4

,
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де

b̃n = −
{

η2 dfn

dη

}

при η = η1(x0). (50)

Розраховуючи енерґiю зорi ми використали розклад
функцiї {1 + x2(η)}−1/2 за степенями x(η) i ряд (42),
що приводить до такого зображення:

E(x0) = −
∑

n≥0

ãn

(

ε0(x0)

2

)n+7/4

,

ã0 =
6

5

η1(x0)
∫

0

dη η2f
5/2
0 (η), (51)

ã1 =
3

7

η1(x0)
∫

0

dη η2f
3/2
0 (η){f2

0 (η) + 7f1(η)},

ã2 =
1

12

η1(x0)
∫

0

dη η2f
1/2
0 (η)

{

36f0(η)f2(η) + 27f2
1 (η)

− f4
0 (η) + f2

0 (η)f1(η)
}

; . . . .

ã3 =
3

8

η1(x0)
∫

0

dη η2f
−1/2
0 (η)

{

1

11
f6
0 (η) − f4

0 (η)f1(η)

+ 4f3
0 (η)f2(η) + 5f2

0 (η)f2
1 (η)

+ f3
1 (η) + 12f0(η)f1(η)f2(η) + 8f2

0 (η)f3(η)

}

;

i т. д. Комбiнуючи розклади (49) i (51), одержуємо та-
кий розклад для повної енерґiї зорi:

Ẽ(x0) = b̃0

(

ε0(x0)

2

)3/4

+ (b̃1 − ã0)

(

ε0(x0)

2

)7/4

(52)

+(b̃2 − ã1)

(

ε0(x0)

2

)11/4

+ (b̃3 − ã2)

(

ε0(x0)

2

)15/4

+(b̃4 − ã3)

(

ε0(x0)

2

)19/4

+ . . . .

Коефiцiєнти b̃n та ãn є функцiями вiд ε(x0). Апрокси-
муючи вирази для цих коефiцiєнтiв, можна записати
безрозмiрнi масу та повну енерґiю у виглядi:

M(x0) =
∑

n≥0

g∗n

(

ε0(x0)

2

)n+3/4

, (53)

Ẽ(x0) =
∑

n≥0

p∗n

(

ε0(x0)

2

)n+3/4

,

де g∗0 = 2.70197, g∗
1 = −2.22638, g∗

2 = 1.60626, g∗
3 =

−0.765084, g∗
4 = 0.165908; p∗0 = 2.70197, p∗1 = −3.88396,

p∗2 = 3.73504, p∗3 = −2.21182, p∗4 = 0.577918. Як пока-
зує порiвняння розкладу (51) з результатами прямого
числового розрахунку (див. рис. 8), такi розклади ма-
ють добру збiжнiсть в областi 0 < x0 ≤ 3.0.

-2

-1.5

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3

x0

µe
3 E(x0)/E0

5

1

2

3

4

Рис. 8. Послiдовнiсть функцiй −

n0
P

n≥0

ãn (ε0(x0)/2)
n+7/4:

кривiй 1 вiдповiдає n0 = 0; 2 — n0 = 1; 3 — n0 = 2; 4 —
n0 = 3. Крива 5 — безрозмiрна енерґiя зорi E(x0), розра-
хована за формулою (20), як функцiя параметра x0.

IV. МIКРОСКОПIЧНI ПАРАМЕТРИ
Й МАКРОСКОПIЧНI ХАРАКТЕРИСТИКИ

РЕАЛЬНИХ КАРЛИКIВ У МОДЕЛI
ЧАНДРАСЕКГАРА

Використовуючи вiдомi значення мас i радiусiв кар-
ликiв, обчисленi на основi спостережуваних даних мi-
сiї “Hipparcos” у працях [2, 6–8], оцiнимо за формула-
ми (15) у межах моделi Чандрасекгара мiкроскопiчнi
параметри µe та x0. Виключаючи iз перших двох спiв-
вiдношень (15) параметр µe, одержуємо рiвняння для
знаходження x0:

M(x0)
ε2
0(x0)

ξ2
1(x0)

=
M

M0

(

R0

R

)2

. (54)

При вiдомому коренi цього рiвняння параметр µe ви-
значаємо виразом

µe =
R0

R

ξ1(x0)

ε0(x0)
. (55)

Розрахованi параметри x0, µe для групи польових
карликiв та карликiв у подвiйних системах подано в
таблицi 1. Деяка неоднозначнiсть результатiв зумов-
лена неоднозначнiстю даних про маси й радiуси, об-
числених за рiзними методиками. Як видно з табли-
цi, µe мало вiдхиляється вiд значення µe = 2.0. Па-
раметр x0 для бiльшостi карликiв задовольняє нерiв-
нiсть 0.8 ≤ x0 ≤ 1.6 i тiльки для зорi Sirius B x0 ≈ 2.5.
Це означає, що речовина в центрi карликiв перебуває
в околi точки релятивiстського виродження, а тому
всi їхнi характеристики приймають значення, далекi
вiд тих, що були б у границi Чандрасекгара (x0 � 1).
Напевно для бiльшостi карликiв застосовне набли-
ження малих i промiжних значень x0 (формули (35)–
(53)). Знайдена область змiни параметра x0 узгоджу-
ється iз залежнiстю повної енерґiї зорi (що включає
енерґiю спокою) Ẽ(x0) вiд цього параметра (див. рис.
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9): конфiґурацiї, що вiдповiдають областi максимуму
Ẽ(x0), енерґетично невигiднi, тому вони малоймовiр-
нi. Основна область iснування карликiв розташована
злiва вiд точки x∗

0 ≡ 2.57 . . . . Звичайно, конфiгурацiї,
яким вiдповiдає x0 > x∗

0, також iмовiрнi, але обмаль
спостережуваних даних про такi карлики з дуже ма-
лими радiусами не дає змогу зробити достовiрнi ви-
сновки. На рис. 10 наведено розраховану залежнiсть
повної енерґiї карлика Ẽ вiд його радiуса, а також
спостережуваний розподiл великої групи карликiв за
радiусами (данi про радiуси взято з працi [15]). Порiв-
няння цих характеристик свiдчить про те, що основна
область iснування карликiв енерґетично зумовлена.
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Рис. 9. Розподiл карликiв за параметром x0 та залеж-
нiсть повної енерґiї зорi (що включає енерґiю спокою елек-
тронiв) вiд параметра x0 при µe = 2. Данi про радiуси
карликiв узято з працi [15].
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Рис. 10. Розподiл карликiв за радiусами (згiдно з робо-
тою [15]) та залежнiсть повної енерґiї зорi вiд радiуса при
µe = 2.

Для карликiв невеликих мас спiввiдношення мiж
їхнiми характеристиками можна записати в аналiтич-
нiй формi, скориставшись формулами (49)–(53). Ви-
раз для R(x0, µe) розглядатимемо як рiвняння для
ε0(x0). Корiнь цього рiвняння можна представити ап-
роксимантою Паде:

1

2
ε0(x0) ∼= {1− α(k − k0) + β(k − k0)

2}

×{1 + γ(k − k0)
4 + β(k − k0)

6}−1, (56)

де

k ≡ k(R) = 2µeR{R0η
(3/2)
0 }−1, (57)

k0 ≡ 1 − [η
(3/2)
0 ]−1(C̃1 − C̃2 + C̃3) ≈ 0.73223 . . . ,

α = 2.84969, β = 4.37911, γ = 20.9286.

Як видно з формули (56), 1
2ε0(x0) прямує до одиницi

при k → k0 + δ(δ → +0), а малим значенням 1
2ε0(x0)

вiдповiдають великi значення k(k ≥ k0), коли 1
2ε0(x0)

має асимптотику k−4. Реальним карликам вiдповiдає
ε0(x0) < 1. Пiдставляючи розв’язок (56) у форму-
ли (53) для маси зорi M(x0) чи енерґiї Ẽ(x0), одер-
жуємо аналiтичну форму залежностей “маса–радiус”,
“енерґiя–радiус”.

Залежнiсть повної енерґiї зорi Ẽ(x0) вiд параметра
релятивiзму у центрi зорi дає обмеження на найбiльш
iмовiрне мiнiмальне значення радiуса (максималь-
ну масу) вироджених карликiв: Rmin ≡ R(x∗

0, µe) ≈
0.8 . . . 10−2 2

µe

R�, Mmax ≡ M(x∗
0, µe) ≈ 1.06

(

2
µe

)2

M�.

Максимальне значення радiуса карлика можна оцiни-
ти з умови переходу релятивiстського виродження у
центрi зорi в нерелятивiстське. Ця умова означає, що
в розкладi

ε0(x0) =
1

2
x2

0 +
1

8
x4

0 + . . . (58)

другий член є малим порiвняно з першим. При виборi

xmin
0 =

1

2
(
√

5 − 1) ≈ 0.618034 . . . (59)

(золотий перерiз вiдрiзка [0,1]) знаходимо, що

1

8
[xmin

0 ]4{1

2
[xmin

0 ]2}−1

=
1

4
(1 − xmin

0 ) ∼= 0.09549 . . . . (60)

Значенню xmin
0 вiдповiдають такi значення радiуса й

маси:

Rmax ≈ 1.62 . . .
2

µe
R0 ≈ 1.81 . . .10−2 2

µe
R�, (61)

Mmin ≈ 0.102 . . .

(

2

µe

)2

M0 ≈ 0.31

(

2

µe

)2

M�.

Цi значення добре узгоджуються з даними, знайдени-
ми зi спостережень “Hipparcos” ([2, 6–8]):

Rmax ≤ 1.6 . . . 10−2R�, Mmin ≥ 0.4 . . .M�.

Ми розглянули оцiнки характеристик для реальних
спостережувальних карликiв. Визначення областi iс-
нування карликiв дуже малих радiусiв iз масами,
бiльшими за масу Сонця, пов’язане з питанням стiй-
костi й вимагає врахування ефектiв нейтронiзацiї та
загальної теорiї вiдносностi (ЗТВ) [13].
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№ Зоря R/R0 M/M0 x0 µe

1 Procyon B 0.8593 0.20924 1.5695 2.2458

2 Procyon B 0.8593 0.20578 1.5561 2.2574

3 Sirius B 0.75189 0.34642 2.3806 1.9879

4 Sirius B 0.66238 0.35682 2.7977 2.0337

5 40 Eri B 1.2173 0.17356 1.0157 2.0345

6 40 Eri B 1.1099 0.14896 1.0311 2.2128

7 40 Eri B 1.1368 0.1836 1.1133 2.0699

8 CD–38 10980 1.1144 0.25635 1.3362 1.9027

9 CD–38 10980 1.1144 0.22864 1.2626 1.9658

10 CD–38 10980 1.1144 0.24596 1.309 1.9254

11 W485A 1.3427 0.20439 1.0004 1.8603

12 L268–92 1.3337 0.2425 1.0915 1.7839

13 L481–60 1.0741 0.1836 1.1758 2.124

14 G154-B5B 1.1636 0.15935 1.018 2.1257

15 G154-B5B 1.1636 0.14896 0.98635 2.1633

16 G154-B5B 1.1636 0.10739 0.84837 2.3498

17 G181-B5B 0.98461 0.17321 1.2442 2.2438

18 G181-B5B 0.98461 0.16282 1.207 2.2828

19 G181-B5B 0.98461 0.096999 0.94378 2.6198

20 G156-64 0.98461 0.20439 1.3504 2.1404

21 G156-64 0.98461 0.29792 1.6371 1.9115

22 G156-64 0.98461 0.41224 1.9456 1.7219

23 GD279 1.1547 0.1836 1.0967 2.0549

24 GD279 1.1547 0.15243 1.0043 2.1585

25 Feige 22 1.2236 0.16628 0.99076 2.0523

26 Feige 22 1.2236 0.14203 0.92081 2.1368

27 EG 21 1.0294 0.21825 1.3348 2.0612

28 EG 21 1.0294 0.20093 1.2812 2.1105

29 EG 50 0.93091 0.22864 1.5129 2.1186

30 EG 50 0.93091 0.17321 1.315 2.2989

31 GD140 0.76084 0.31178 2.2148 2.0561

32 GD140 0.76084 0.27368 2.0612 2.1504

33 G238-44 1.0741 0.19053 1.1972 2.1024

34 G238-44 1.0741 0.1455 1.0518 2.2614

35 G226-29 0.93091 0.2425 1.5594 2.0811

36 G226-29 0.93091 0.25982 1.6161 2.0374

37 WD2007-303 1.1457 0.17668 1.0848 2.0837

38 WD2007-303 1.1457 0.15243 1.0116 2.1665

39 Wolf-1346 1.2012 0.17668 1.0372 2.0379

40 Wolf-1346 1.2012 0.15243 0.96784 2.1177

41 G93-48 1.2621 0.21132 1.0774 1.8989

42 G93-48 1.2621 0.25982 1.19 1.7954

43 L711-10 1.1815 0.194 1.1016 2.0034

44 L711-10 1.1815 0.18707 1.0826 2.023

45 Stein 2051B 0.99357 0.16628 1.2088 2.2604

Таблиця 1. Параметри моделi Чандрасекхара x0 та µe

для реальних карликiв.

V. ВПЛИВ ЕФЕКТIВ ЗТВ НА СТIЙКIСТЬ
ВИРОДЖЕНИХ КАРЛИКIВ

Як вiдомо, стiйкiсть вироджених карликiв визнача-
ється впливом ефектiв ЗТВ i процесiв нейтронiзацiї.
Виродженi електроннi конфiґурацiї є стiйкими в об-
меженiй областi густин у центрi зорi (ρ0 < ρc), чому
вiдповiдає обмеження на масу зорi (M < Mc).

Вплив на граничну масу карлика нерелятивiстськи
вироджених електронiв поверхневих шарiв зорi впер-
ше оцiнено в роботi [21]. На основi рiвняння механiч-
ної рiвноваги Оппенгеймера–Волкова в працi [11] у
межах теорiї збурень ураховано вплив ефектiв загаль-
ної теорiї вiдносностi на зменшення граничної маси
виродженого карлика. На цiй основi знайдено критич-
ну густину у центрi карлика ρc = 2.5 ·1010 г/см3. Ура-
хування ефектiв ЗТВ у межах варiацiйного методу
дає значення ρc = 2.646 · 1010 г/см3 [13]. Як i в роботi
[11], так i в [13] ефекти ЗТВ враховуються за теорiєю
збурень, а незбурена задача вiдповiдає ультрареля-
тивiстськiй границi (x0 → ∞). Виконанi розрахунки
характеристик моделi Чандрасекгара як функцiй па-
раметра релятивiзму дають змогу уточнити значен-
ня критичної густини в центрi гiпотетичних карли-
кiв малих радiусiв i великих мас й отримати найза-
гальнiшi обмеження на значення параметрiв моделi
Чандрасекгара. Як i в [13], використаємо варiацiйний
принцип, а внесок ефектiв ЗТВ будемо враховувати
за теорiєю збурень.

Згiдно з формулами (17), (18), суму кiнетичної
енерґiї електронної пiдсистеми (iз урахуванням енер-
ґiї спокою) i ґравiтацiйної енерґiї ядерної пiдсистеми
запишемо (в одиницях E0/µ3

e) так:

Ẽ(x0) = J1(x0) + J2(x0),

J1(x0) = ε−3
0

ξ1
∫

0

dξ ξ2x3(ξ)[1 + x2(ξ)]1/2, (62)

J2(x0) = −1

2
ε−3
0 (x0)

ξ1
∫

0

dξ ξ2F (x(ξ))

=
1

6
ε−3
0 (x0)

ξ1
∫

0

dξ ξ3 dF

dξ

=
4

3
ε−2
0 (x0)

ξ1
∫

0

dξ ξ3x3(ξ)
dy(ξ)

dξ
.

Урахуємо, що безрозмiрна маса внутрiшньої частини
зорi, яка займає сферу радiуса ξ, дорiвнює

M(ξ) = ε−3
0 (x0)

ξ
∫

0

dξ′ (ξ′)2x3(ξ′) = −ξ2 dy(ξ)

dξ
, (63)

а dM(ξ)/dξ = ε−3
0 ξ2x3(ξ), що дає змогу переписати

iнтеґрали J1, J2 у такому виглядi:

4901-11



М. В. ВАВРУХ, С. В. СМЕРЕЧИНСЬКИЙ, Н. Л. ТИШКО

J1(x0) =

ξ1
∫

0

dM{1 + x2(ξ)}1/2 = M(x0){1 + x2(ξ
(1)
∗ (x0))}1/2; (64)

J2(x0) = −4

3
ε0(x0)

ξ1
∫

0

dMM 1

ξ
= −2

3
ε0(x0)M2(x0)

1

ξ
(2)
∗ (x0)

.

Ми скористалися тут теоремою про середнє значен-
ня, замiнюючи ξ на деяке ξ

(1)
∗ (x0) у першому iнтеґралi

i на ξ
(2)
∗ (x0) — у другому. Величини ξ

(i)
∗ (x0) вибирали

поблизу екстремуму пiдiнтегральних функцiй у фор-
мулах (62), причому накладали умову, щоб чисельно
розрахованi iнтеґрали у формi (62) збiгалися з вира-
зами (64), якщо M(x0) визначається iнтеґралом (63)

при ξ = ξ1(x0). Функцiї ξ
(i)
∗ (x0) апроксимованi роз-

кладами за степенями x0:

ξ
(1)
∗ (x0) = 2.3018− 2.4613

x0
− 6.3656

x2
0

+
23.385

x3
0

, (65)

ξ
(2)
∗ (x0) = 1.9928− 2.0953

x0
− 5.0023

x2
0

+
17.122

x3
0

.

Згiдно з формулами (64)

Ẽ(x0) = Mε0(x0) f1(x0) −M2ε0(x0) f2(x0), (66)

де M ≡ M(x0). Залежнiсть fi(x0) вiд параметра ре-
лятивiзму показано на рис. 11.
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Рис. 11. Залежнiсть функцiй f1(x0), f2(x0) вiд парамет-
ра релятивiзму (див. ф. (66)).

Як поправку до енерґiї за рахунок ефектiв ЗТВ ви-
користаємо результати роботи [13], згiдно з якими в
абсолютних одиницях

∆Eзтв =

5
∑

i=1

Ii, (67)

I1 = −G

c2

M
∫

0

u
m

r
dm, I2 = −1

2

G2

c2

M
∫

0

(m

r

)2

dm,

I3 = −G

c2

M
∫

0

dm

r

m
∫

0

u dm, I4 =
G2

c2

M
∫

0

dm

r

m
∫

0

m

r
dm,

I5 = −G2

c2

M
∫

0

mdm

r4

r
∫

0

mr dr.

Тут u — кiнетична енерґiя електронної пiдсистеми на
одиницю маси речовини зорi, m — маса внутрiшньої
частини зорi радiуса r. Полiтропне наближення дало
змогу авторам [13] звести суму цих iнтеґралiв до двох
перших. Щоб пiдвищити точнiсть розрахунку, ми не
використовуємо полiтропного наближення, а розрахо-
вуємо iнтеґрали I1−I5, так само, як i J1, J2. У безроз-
мiрному виглядi (в одиницях E0/µ3

e) поправку ЗТВ
можна записати так:

∆Ẽ(x0) = − m0

muµe
ε2
0(x0){M2[ϕ1(x0) + ϕ3(x0)]

+ M3[ϕ2(x0) − ϕ4(x0) + ϕ5(x0)]}. (68)

Залежнiсть функцiй ϕ1(x0), . . . , ϕ5(x0) вiд парамет-
ра релятивiзму iлюструє рисунок 12. Згiдно з варi-
ацiйним принципом, критичне значення параметра
x0, при якому порушується стiйкiсть зорi, визначаємо
системою рiвнянь

d

dx0

[

Ẽ(x0) + ∆Ẽ(x0)
]

= 0, (69)

d2

dx2
0

[

Ẽ(x0) + ∆Ẽ(x0)
]

= 0

при умовi d
dx0

M = 0. Автори працi [13] знехтували

членами типу x−n
0 при n ≥ 2 у повнiй енерґiї зорi

й використали полiтропне наближення для поправок
ЗТВ. Як вiдзначено вище, вони одержали критичне
значення густини в центрi зорi ρc ≈ 2.646 ·

(

µe

2

)2 · 1010

г/см3, чому вiдповiдає критичне значення параметра
релятивiзму xc

0 ≈ 23.83. Чисельний розв’язок систе-
ми (69) дає точнiше значення, а саме xc

0
∼= 13.28 . . ..

При µe = 2.0 це вiдповiдає критичнiй густинi в цен-
трi зорi ρc ' 3.3 · 109 г/см3, що на порядок нижче
за порiг нейтронiзацiї для 12C (3.9 ' 1010 г/см3) i
в п’ятдесят разiв нижче за порiг нейтронiзацiї для
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4He (1.37 · 1011 г/см3). Одержане значення нижче та-
кож за порiг нейтронiзацiї кисню та неону i дуже
близьке до порога нейтронiзацiї магнiю (3.16 · 109

г/см3). Однак ρc бiльше за пороги нейтронiзацiї 28Si
(1.97 · 109), 32S (1.47 · 108), 56Fe (1.14 · 109). Отже, об-
ласть iснування гелiєвих, вуглецевих, кисневих i нео-
нових карликiв визначається ефектами ЗТВ. Очевид-
но, що для магнiєвого карлика однаково важливi як
ефекти ЗТВ, так i нейтронiзацiя, а для залiзного кар-
лика ефекти ЗТВ не визначальнi.
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Рис. 12. Залежнiсть функцiй ϕ1(x0), . . . , ϕ5(x0) вiд па-
раметра релятивiзму (ф. (68)).
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Рис. 13. Чисельнi розв’язки рiвняння (14) при
x0 = 1; α = 0.5; s = 2: кривiй 1 вiдповiдає t(ξ/ξ1) = 1;
2 — t1(ξ/ξ1); 3 — t2(ξ/ξ1) (ф. (70)).

VI. МОДЕЛI З НЕОДНОРIДНИМ ХIМIЧНИМ
СКЛАДОМ

Як видно з таблицi 1, багатьом реальним карли-
кам вiдповiдає µe < 2.0 у стандартнiй моделi Чанд-

расекгара. Це означає, що хiмiчний склад таких ви-
роджених карликiв є неоднорiдним уздовж радiуса, а
модель з µe = µe(r) адекватнiше описує реальнi виро-
дженi карлики, нiж стандартна модель iз µe = const.
Ми виконали розрахунки для воднево-гелiєвих мо-
делей карликiв, використовуючи два варiанти моде-
лювання залежностi хiмiчного складу вiд координати
при µe(0) = 2, а саме:

t1(r/R|α, s) = {1 + α · (r/R)s}−1,

(70)

t2(r/R|α, s) = 1 − α · arctg(r/R)s.

Рисунок 13 iлюструє характер розв’язкiв рiвняння
рiвноваги (37), знайдених за допомогою чисельного
iнтеґрування при заданих α, s та x0. Використовую-
чи спiввiдношення (40), ми визначили параметри x0

та α (при s = 2) для групи карликiв, яким у стан-
дартнiй моделi вiдповiдає µe < 2, за вiдомими їхнiми
радiусами й масами (таблиця 2). Щоб знайти розподiл
гелiю й водню вздовж радiуса, скористаємося спiввiд-
ношенням мiж µe(r) i локальними масовими частками
гелiю та водню Y (r) = ρHe(r)/ρ(r), X(r) = ρH(r)/ρ(r)
(де ρ(r) — загальна густина, а ρHe(r), ρH(r) — парцi-
альнi густини):

µ−1
e (r) = X(r) +

1

2
Y (r), X(r) + Y (r) = 1. (71)

Характер розв’язкiв цiєї системи рiвнянь

Y (r) = 2 − t−1(r/R), X(r) = t−1(r/R) − 1 (72)

для карлика W485A iлюструє рисунок 14.
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Рис. 14. Радiальний розподiл гелiю Y (r) та водню X(r)
у карлику W485A для двох варiантiв моделювання залеж-
ностi хiмiчного складу згiдно з ф. (70).

У такiй моделi парцiальнi маси гелiю та водню в
карлику визначаються спiввiдношеннями
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MHe =
M0

µ2
e

(

ε0(x0)

2

)3/4
η1
∫

0

dη η2
{

f(η) +
ε0

2
f2(η)

}3/2

{2t(η/η1) − 1},

MH =
M0

µ2
e

(

ε0(x0)

2

)3/4
η1
∫

0

dη η2
{

f(η) +
ε0

2
f2(η)

}3/2

{1− t(η/η1)}. (73)

№ Зоря R/R0 M/M0 x
(1)
0 α(1) x

(2)
0 α(2)

3 Sirius B 0.75189 0.34642 2.4013 0.026115 2.4026 0.024653

8 CD–38 10980 1.1144 0.25635 1.4092 0.18389 1.4108 0.1847

9 CD–38 10980 1.1144 0.22864 1.2839 0.062407 1.285 0.059267

10 CD–38 10980 1.1144 0.24596 1.3612 0.13898 1.3629 0.13676

11 W485A 1.3427 0.20439 1.0711 0.25212 1.0713 0.26103

12 L268–92 1.3337 0.2425 1.2336 0.40989 1.2277 0.45521

21 G156–64 0.98461 0.29792 1.7288 0.17599 1.7309 0.17637

22 G156–64 0.98461 0.41224 2.5919 0.69843 2.4894 0.83118

41 G93–48 1.2621 0.21132 1.1316 0.18255 1.1327 0.18303

42 G93–48 1.2621 0.25982 1.3421 0.39424 1.3364 0.43447

Таблиця 2. Параметри моделi карликiв iз неоднорiдним хiмiчним складом. Iндекс (1) вiдповiдає t1(r/R), iндекс (2) —
t2(r/R) (див. ф.(70)).

Значення цих величин для групи карликiв у моделi µe(0) = 2, s = 2 наведенi в таблицi 3.

№ Зоря M
(1)
He M

(1)
H M

(2)
He M

(2)
H

3 Sirius B 0.34424 0.0022407 0.34435 0.0020245

8 CD–38 10980 0.24396 0.012105 0.24427 0.01237

9 CD–38 10980 0.2248 0.0038938 0.22501 0.0035757

10 CD–38 10980 0.23688 0.008979 0.23723 0.0088269

11 W485A 0.1905 0.013385 0.19046 0.014472

12 L268–92 0.21726 0.023995 0.21478 0.029066

21 G156–64 0.28459 0.013047 0.28494 0.013266

22 G156–64 0.35744 0.054796 0.34203 0.067587

41 G93–48 0.20087 0.010214 0.20114 0.010412

42 G93–48 0.23402 0.024551 0.2318 0.029396

Таблиця 3. Парцiальнi маси гелiю та водню групи карликiв для двох варiантiв моделювання залежностi хiмiчного
складу.

VII. ВИСНОВКИ

Ми докладно дослiдили розв’язки рiвняння меха-
нiчної рiвноваги вироджених карликiв у виглядi, мак-
симально наближеному до форми рiвняння Лена–
Емдена. На основi даних про радiуси й маси гру-
пи карликiв, якi обчислили iншi автори, за спосте-
реженнями мiсiї “Hipparcos”, знайдено значення мiк-
роскопiчних параметрiв моделi Чандрасекгара x0, µe.
З одержаних результатiв випливає, що параметр ре-
лятивiзму для бiльшостi спостережуваних карликiв є
в областi 0.8 ≤ x0 ≤ 1.6 , а макроскопiчнi характерис-
тики цих зiр (маса, радiус, а особливо енерґiя) далекi

вiд тих, що вiдповiдають границi Чандрасекгара.
Виявилося, що повна енерґiя зорi Ẽ(x0, µe) (iз ура-

хуванням енерґiї спокою електронiв) є додатною не-
монотонною функцiєю параметра x0, що має макси-
мум в околi x∗

0 = 2.57 . . . . Оскiльки для спостережу-
ваних карликiв x0 < x∗

0, то ця точка визначає верх-
ню границю маси карлика й нижню границю радiуса,
принаймнi для карликiв невеликих мас. Отже, x∗

0 є
справжньою фiзичною границею в моделi Чандрасек-
гара, на противагу формальнiй математичнiй границi
x0 → ∞.

Значення параметра xmin
0 ≈ 1

2 (
√

5 − 1) приблиз-
но вiдповiдає переходу вiд нерелятивiстського виро-
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дження до релятивiстського, з чого випливає, що для
реальних карликiв xmin

0 ≤ x0 ≤ x∗
0. Цей висновок узго-

джується зi спостережуваним розподiлом карликiв за
радiусами. Вiдзначимо, що в лiтературi наведено роз-
подiли карликiв певних спектральних класiв за ма-
сами як чисто феноменологiчна статистична оброб-
ка спостережуваних даних без жодного обговорення
фiзичних причин формування вiдповiдних розподiлiв
(див. напр. [22, 23]).

Залежнiсть повної енерґiї зорi Ẽ(x0, µe), яку ми
одержали, у принципi не виключає iснування гiпоте-

тичних карликiв великих мас
(

M(x0, µe) ≈ 2 · M0

µ2
e

)

i

малих радiусiв. Питання про стiйкiсть таких зiр що-
до нейтронiзацiї та ефектiв ЗТВ у минулому диску-
тувалось у лiтературi (див. [13,14]). Ми показали, що
коректний розклад повної енерґiї карлика за оберне-

ними степенями параметра x0 при врахуваннi ефек-
тiв ЗТВ за теорiєю збурень дає критичне значення
xc

0 ≈ 13.28 . Це понижує критичну густину в цент-
рi карлика приблизно у 8 разiв порiвняно з оцiнками
авторiв роботи [13] i приводить до висновку, що для
гелiєвих , вуглецевих, кисневих i неонових карликiв
ефекти ЗТВ визначальнi.

Оскiльки деяким спостережуваним карликам у
традицiйнiй моделi Чандрасекгара вiдповiдає µe < 2,
то для таких зiр коректнiшою є модель з неоднорiд-
ним хiмiчним складом, у якiй цей параметр є фун-
кцiєю координати. Ми запропонували таку воднево–
гелiєву модель, розглянули два варiанти моделюван-
ня функцiї µe(r) i знайшли параметри моделi для гру-
пи карликiв, маси й радiуси яких обчисленi за спосте-
реженнями “Hipparcos”.

ДОДАТОК

H
H

H
H

m
n

0 1 2

2 −0.16075 −0.46948 −0.24653

3 −0.023407 −0.13466 −0.09771

4 0.060888 0.35585 0.50236

5 −0.027412 −0.19811 −0.36974

6 0.0064964 0.058272 0.13283

7 −0.0009204 −0.010299 −0.02741

8 7.7912 · 10
−05

0.0011013 0.0033207

9 −3.6073 · 10
−06

−6.5923 · 10
−05

−0.0002203

10 6.9207 · 10−08 1.6998 · 10−06 6.192 · 10−06

Таблиця 1. Коефiцiєнти розкладу (26) αnm.

H
H

H
H

n
m

0 1 2 3

2 −0.16669 −0.25048 −0.065661 −0.0026605

3 0.00011952 0.0032012 0.021882 0.086951

4 0.012208 0.041612 0.0028451 −0.20439

5 0.00036233 0.011441 0.085664 0.32281

6 −0.00094042 −0.014431 −0.086233 −0.28698

7 8.4162 · 10
−05

0.0039839 0.035672 0.13871

8 2.681 · 10−05
−0.00042853 −0.0077062 −0.037126

9 −5.8482 · 10
−06

6.8758 · 10
−06

0.00087356 0.0052322

10 3.3177 · 10
−07

1.2382 · 10
−06

−4.1714 · 10
−05

−0.00030516

Таблиця 2. Коефiцiєнти розкладу (46) cmn.
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On the grounds of the radii and masses of degenerated dwarfs that were determined using the data from “Hip-
parcos” mission and other observations assessments were made of microscopic parameters of the Chandrasekhar
model (the relativistic parameter in the star centre x0 and the parameter of chemical composition µe = A/Z where
A is mass number and Z is nuclear charge). The analytical expressions of macroscopic characteristics (mass, radius,
energy) as functions x0 and µe were obtained. From the calculated dependence of energy on these parameters the
limitations on the variability region of x0 that is in a good agreement with observed radii distribution of dwarfs
are found. We obtained a more accurate critical value of x0, by which stability is being disturbed through general
relativity theory effects. Also proposed in the paper is the generalized model with nonuniform (that is dependent
on coordinates) chemical composition, where µe = µe(r).
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