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У роботi у межах моделi дiелектричного континууму розраховано енерґетичний спектр об-
межених та iнтерфейсних оптичних фононiв у вiдкритiй елiптичнiй квантовiй точцi GaAs,
обмеженiй двома однаковими квантовими антиточками AlAs уздовж елiптичного квантово-
го дроту GaAs, який, своєю чергою помiщений у вакуум. Показано, що енерґiї обмежених
оптичних фононiв у цiй напiвпровiдниковiй наногетеросистемi визначаються енерґiями повз-
довжнiх поляризацiйних коливань в окремих масивних кристалах, iз яких утворена вiдповiдна
наносистема. Розглянуто залежностi енерґiй iнтерфейсних оптичних фононiв вiд геометрич-
них розмiрiв квантової точки та вiд спiввiдношення пiвосей елiпса a/b, що обмежує квантовий
дрiт. Показано, що енерґетичний спектр цих фононiв в елiптичному квантовому дротi скла-
дається з енерґетичних рiвнiв, що вiдповiдають парним та непарним станам фононiв.
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I. ВСТУП

У наш час рiзноманiтнi напiвпровiдниковi наноге-
теросистеми є предметом iнтенсивних теоретичних та
експериментальних дослiджень [1,2], що пов’язано з
особливими властивостями цих систем та можливiстю
їх широкого практичного застосування. Як однi з пер-
ших [3,4], так i подальшi [5–7] роботи з вивчення оп-
тичних фононiв у квазiодновимiрних наногетеросис-
темах виконували переважно для цилiндричних або
прямокутних квантових дротiв через вiдносну просто-
ту розв’язкiв для таких наносистем. При цьому ана-
логiчнi роботи для оптичних фононiв в елiптичних
квантових дротах практично вiдсутнi. Водночас ре-
зультати теоретичних дослiджень енерґетичних спек-
трiв електронiв, дiрок та екситонiв в елiптичних кван-
тових дротах [8–10] i сил осциляторiв квантових пе-
реходiв [11] виявили унiкальнi анiзотропнi властивос-
тi таких наносистем. У цiй статтi вивчено енерґетич-
нi спектри оптичних поляризацiйних фононiв у по-
дiбних наногетеросистемах, оскiльки взаємодiя квазi-
частинок iз вiдповiдними фононами приводить до пе-
ренормування енерґетичного спектра квазiчастинок,
що, своєю чергою, впливає на спектральнi характе-
ристики наносистем.

II. ТЕОРIЯ ЕНЕРҐЕТИЧНОГО СПЕКТРА
ОПТИЧНИХ ФОНОНIВ

Розгляньмо елiптичну квантову точку GaAs (об-
ласть 0), обмежену двома однаковими квантовими ан-
титочками AlAs (область 1) уздовж елiптичного кван-
тового дроту GaAs (область 2), який, своєю чергою,
помiщений у вакуум (область 3) (рис. 1). Вiсь z ви-
бираємо вздовж аксiальної осi квантового дроту, при
цьому аксiальний розмiр квантової точки — h0, а обох
квантових антиточок — h1. Величини a та b — пiвосi
елiпса.

Дiелектрична проникнiсть i-тої областi вважається
вiдомою й такою, що задовольняє спiввiдношення

εi(ω) = εi∞

ω2 − ω2
iL

ω2 − ω2
iT

, (i = 0, 1, 2), (1)

де εi∞ — високочастотна дiелектрична проникнiсть,
ωiL та ωiT — частоти поздовжнiх та поперечних фоно-
нiв у вiдповiдних масивних напiвпровiдникових крис-
талах.

Рис. 1. Геометрична схема наногетеросистеми.
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Згiдно з моделлю дiелектричного континууму, по-
тенцiал поля поляризацiї та енерґетичний спектр оп-
тичних фононiв наносистеми можна визначити з рiв-
нянь Максвелла для середовищ



















D = ε (r, ω) E,

E = −∇Φ ,

∇D = 0 ,

(2)

де D — вектор iндукцiї електричного поля, E — век-
тор напруженостi електричного поля, Φ — потенцi-
ал поля поляризацiї, ε (r, ω) — дiелектрична проник-
нiсть, що має таку залежнiсть вiд координат:

ε (r, ω) =







































ε0(ω) , |z| ≤ h0

2
,

ε1(ω) ,
h0

2
≤ |z| ≤ h0

2
+ h1,

ε2(ω) = ε0(ω) , |z| ≥ h0

2
+ h1.

(3)

Iз (2) одержуємо рiвняння:

∇ε(r, ω)∇Φ (r) + ε(r, ω)∆Φ (r) = 0. (3a)

Але з урахуванням (3), рiвняння (3a) спрощується до
вигляду:

εi(ω) ∆Φ(r) = 0, (i = 0, 1, 2), (4)

розв’язки якого визначають спектр фононiв наноге-
теросистеми. Як видно з (4), iснують два типи роз-
в’язкiв:
а) якщо

εi(ω) = 0, ∆Φ(r) 6= 0, (i = 0, 1, 2), (5)

то отримуємо спектр частот обмежених оптичних фо-
нонiв;

б) якщо

εi(ω) 6= 0, ∆Φ(r) = 0, (i = 0, 1, 2), (6)

то одержуємо спектр частот iнтерфейсних оптичних
фононiв наногетероструктури.

III. ОБМЕЖЕНI ОПТИЧНI ФОНОНИ

Умова (5) еквiвалентна системi рiвнянь















































ε0(ω) = ε0∞
ω2 − ω2

0L

ω2 − ω2
0T

= 0 ,

ε1(ω) = ε1∞
ω2 − ω2

1L

ω2 − ω2
1T

= 0 ,

ε2 (ω) = ε0(ω) = ε0∞
ω2 − ω2

0L

ω2 − ω2
0T

= 0 .

(7)

Iз формул (7) видно, що частоти ωi обмежених та
напiвобмежених поздовжнiх оптичних фононiв нано-
системи збiгаються з вiдповiдними частотами масив-
них кристалiв ωiL, а отже енерґiї обмежених фононiв
є такими:

ΩiL = ~ωiL, (i = 0, 1, 2), (8)

причому в цьому випадку: Ω0L = Ω2L.
Зважаючи на симетрiю наногетеросистеми, потен-

цiал поляризацiї обмежених фононiв в елiптичному
квантовому дротi, що обмежений елiптичним цилiн-
дром iз пiвосями a, b та фокусною вiдстанню F =
√

a2 − b2, зручно подати в елiптичнiй системi коор-
динат (ξ, η, z), де величина потенцiалу виражаєть-
ся через парнi cem (m = 0, 1, 2, 3 . . .) i непарнi sem

(m = 1, 2, 3 . . .) функцiї Матьє та парнi Jem, Nem

(m = 0, 1, 2, 3 . . .) i непарнi Jom, Nom (m = 1, 2, 3 . . .)
модифiкованi функцiї Матьє першого та другого ро-
ду:

ΦiL(ξ, η, z) =
∑

mQ⊥Q



















(

A
(i)e
mq (Q⊥)Jem(Q⊥, ξ) + B

(i)e
mq (Q⊥)Nem(Q⊥, ξ)

)

cem(Q⊥, η)

(

A
(i)o
mq (Q⊥)Jom(Q⊥, ξ) + B

(i)o
mq (Q⊥)Nom(Q⊥, ξ)

)

sem(Q⊥, η)





























cos(Qz)

sin(Qz)











, (9)

де A
(i)e
mq (Q⊥), A

(i)o
mq (Q⊥), B

(i)e
mq (Q⊥), B

(i)o
mq (Q⊥) — коефiцiєнти розкладу, якi визначаються з граничних умов для

потенцiалу поляризацiї та умови повноти системи функцiй Матьє, за якими вiдбувається розклад функцiї
ΦiL(ξ, η, z), Q — аксiальний квазiмпульс обмежених оптичних фононiв, Q⊥ — поперечний квазiмпульс обмеже-
них оптичних фононiв, ξ — радiальна координата, а η — кутова.
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IV. IНТЕРФЕЙСНI ОПТИЧНI ФОНОНИ.

З умови εi(ω) 6= 0 отримуємо рiвняння для потенцi-
алу поляризацiї iнтерфейсних фононiв, яке, зважаю-
чи на симетрiю системи, зручно записати в елiптичнiй
системi координат

∆ΦI (r) =

[

2

F 2(cosh 2ξ − cos 2η)

[

∂2

∂ξ2
+

∂2

∂η2

]

+
∂2

∂ z2

]

ΦI(ξ, η, z) = 0. (10)

Тодi в елiптичнiй системi координат iз вiссю Oz уз-
довж аксiальної осi наносистеми з початком вiдлiку,
розташованим посерединi елiптичної квантової точки
GaAs (область 0), розв’язок рiвняння (10) доцiльно
шукати у виглядi

ΦI(r) = ΦI(ξ, η, z) = P (ξ)θ(η)f(z). (11)

Розв’язки (11) рiвняння (10) знаходимо залежно вiд
граничних умов i внаслiдок цього виникає два типи
iнтерфейсних оптичних фононiв: вершиннi поверхневi
(TSO) з амплiтудою, яка зменшується з вiддаленням
вiд плоских поверхонь елiптичної квантової точки та
антиточки, та бiчнi поверхневi (SSO) з амплiтудою,
яка зменшується з вiддаленням вiд бiчних поверхонь
усiєї наносистеми.

A. TSO-фонони

Щоб отримати енерґетичний спектр TSO-фононiв,
розв’язок (11) рiвняння (10) шукаємо в такому ви-
глядi, щоб функцiя f(z) описувала спадний вiдносно
плоских поверхонь потенцiал у напрямку осi z. Тому
f(z) вибираємо у виглядi

f(z) = fTSO(z) =







































fT
0 (z) = A±

0







cosh(qz)

sinh(qz)
, |z| ≤ h0

2 ;

fT
1 (z) = A+

1 cosh(qz) + A−

1 sinh(qz), h0

2 ≤ |z| ≤ h0

2 + h1;

fT
2 (z) = A2 e−qz, |z| ≥ h0

2 + h1.

, (12)

де q — поздовжнiй квазiiмпульс TSO-фононiв. Тепер для функцiй P T (ξ) та θT (η) отримаємо рiвняння для
кожної областi (i = 0, 1, 2)

∂2θT (i)(η)/∂η2 + (c − 2q⊥ cos 2η)θT (i)(η) = 0, (13)

∂2P T (i)
m (ξ)/∂ξ2 − (c − 2q⊥ cosh 2ξ)P T (i)

m (ξ) = 0, (14)

де q⊥ = F 2q2/4, c — константа роздiлення.
Розв’язками рiвняння (13), що задовольняють умови перiодичностi, є парна та непарна функцiї Матьє пер-

шого роду

θT (i)
m (q⊥, η) =







cem(q⊥, η), m = 0, 1, 2, 3 . . . ,

sem(q⊥, η), m = 1, 2, 3 . . . .
(15)

Оскiльки q⊥ > 0, то розв’язки рiвняння (14) можна подати через парнi Jem, Iem, Kem (m = 0, 1, 2, 3 . . .) i
непарнi Jom, Iom, Kom (m = 1, 2, 3 . . .) модифiкованi функцiї Матьє першого та другого роду

P T (i)(q⊥, ξ) =





















































Jem(q⊥, ξ), ξ ≤ ξ0

Jom(q⊥, ξ), ξ ≤ ξ0















A
e(+)
im Iem(q⊥, ξ) + A

e(−)
im Kem(q⊥, ξ), ξ ≥ ξ0

A
o(+)
im Iom(q⊥, ξ) + A

o(−)
im Kom(q⊥, ξ), ξ ≥ ξ0

, (16)
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де ξ0 = arctanh(b/a), а коефiцiєнти A
e(+)
im , A

e(−)
im , A

o(+)
im , A

o(−)
im знаходимо з умов неперервностi P T (i)(q⊥, ξ), але

вони не впливають на спектр TSO-фононiв.
Енерґетичний спектр TSO-фононiв визначаємо з граничних умов неперервностi потенцiалу поляризацiї та

вектора електричного змiщення на плоских поверхнях, що задаються системами рiвнянь

fT
0 (h0

2 ) = fT
1 (h0

2 )

ε0(ω)fT ′

0 (h0

2 ) = ε1(ω)fT ′

1 (h0

2 )

fT
1 (h0

2 + h1) = fT
2 (h0

2 + h1)

ε1(ω)fT ′

1 (h0

2 + h1) = ε2(ω)fT ′

2 (h0

2 + h1)







































. (17)

Звiдси отримуємо дисперсiйне рiвняння

qε1(ω)[ε1(ω) sinh(qh1) + ε2(ω) cosh(qh1)] + qε0(ω)







tanh(q h0

2 )

coth(q h0

2 )







[ε1(ω) cosh(qh1) + ε2(ω) sinh(qh1)] = 0, (18)

розв’язки якого ωT
n (q) i визначають енерґетичний спектр TSO-фононiв

ΩT
n (q) = ~ωT

n (q), (19)

де n — iндекс, що нумерує фононнi гiлки.

B. SSO-фонони

Щоб отримати енерґетичний спектр SSO-фононiв, розв’язок рiвняння (10) шукаємо у виглядi (11), де тепер
функцiя P (ξ) повинна описувати спадний вiдносно бiчної поверхнi потенцiал, а функцiя f(z) — неспадний
потенцiал eздовж осi Oz. Отже, запишемо функцiю f(z) у виглядi

f(z) = fSSO(z) =







































fS
0 (z) = C±

0







cos(kz)

sin(kz)
, |z| ≤ h0

2 ,

fS
0 (z) = C+

1 cos(kz) + C−

1 sin(kz), h0

2 ≤ |z| ≤ h0

2 + h1,

fS
2 (z) = c2 e−ikz , |z| ≥ h0

2 + h1,

(20)

де k — поздовжнiй квазiiмпульс SSO-фононiв. Тепер
для функцiй P S(ξ) та θS(η) отримаємо рiвняння для
кожної областi (i =0,1,2)

∂2θS(i)(η)/∂η2 + (c − 2λ cos 2η)θS(i)(η) = 0, (21)

∂2P S(i)
m (ξ)/∂ξ2 − (c − 2λ cosh 2ξ)P S(i)

m (ξ) = 0, (22)

де λ = −F 2k2/4, — константа роздiлення.
Як для випадку TSO-фононiв, розв’язками рiвнян-

ня (21), що задовольняють умови перiодичностi, є
парна та непарна функцiї Матьє першого роду

θS(i)
m (λ, η) =







cem(λ, η), m = 0, 1, 2, 3 . . . ,

sem(λ, η), m = 1, 2, 3 . . . .
(23)

Оскiльки λ < 0, то розв’язки рiвняння (22) можна
подати через парнi Iem, Kem (m = 0, 1, 2, 3 . . .) та не-
парнi Iom, Kom (m = 1, 2, 3 . . .) модифiкованi функцiї
Матьє першого та другого роду

P S(i)(λ, ξ) =













































Ae
imIem(λ, ξ), ξ ≤ ξ0

Ao
imIom(λ, ξ), ξ ≤ ξ0







Be
3mKem(λ, ξ), ξ ≥ ξ0

Bo
3mKom(λ, ξ), ξ ≥ ξ0

, (24)

де коефiцiєнти Ae
im, Ao

im, Be
3m, Bo

3m знаходимо з умов
неперервностi P S(i)(λ, ξ).
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Рис. 2. Еволюцiя спектра TSO-фононiв зi змiною геометричних параметрiв наносистеми: а) h1 = 5aGaAs (h0 = 0, 10,

50aGaAs); б) h0 = 10aGaAs (h1 = 1, 10, 50aGaAs).

Енерґетичний спектр SSO-фононiв визначаємо з
граничних умов неперервностi потенцiалу поляриза-
цiї та вектора електричного змiщення на бiчних по-
верхнях (ξ = ξ0, де ξ0 = artanh(b/a)), що задаються
системами рiвнянь






Ae
im Iem(λ, ξ0) = Be

3m Kem(λ, ξ0),

εi(ω)Ae
im Ie′m(λ, ξ0) = ε3(ω)Be

3m Ke′m(λ, ξ0),
(25)

(i = 0, 1, 2)







Ao
im Iom(λ, ξ0) = Bo

3m Kom(λ, ξ0),

εi(ω)Ao
im Io′m(λ, ξ0) = ε3(ω)Bo

3m Ko′m(λ, ξ0).
(26)

(i = 0, 1, 2)

Оскiльки в наносистемi ε0(ω) = ε2(ω), а зовнiшня
область (“3”) є вакуумом, у якому ε3 = 1, то iз систем
рiвнянь (25) та (26) отримуємо аналiтичний вираз для
енерґiй парних (e) та непарних (o) гiлок SSO-фононiв
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Ωe
im(k) =

√

εi∞Ω2
LiIe

′

m(λ, ξ0)Kem(λ, ξ0) − Ω2
TiKe′m(λ, ξ0)Iem(λ, ξ0)

εi∞Ie′m(λ, ξ0)Kem(λ, ξ0) − Ke′m(λ, ξ0)Iem(λ, ξ0)
, (i = 0, 1, 2), (27)

Ωo
im(k) =

√

εi∞Ω2
LiIo

′

m(λ, ξ0)Kom(λ, ξ0) − Ω2
TiKo′m(λ, ξ0)Iom(λ, ξ0)

εi∞Io′m(λ, ξ0)Kom(λ, ξ0) − Ko′m(λ, ξ0)Iom(λ, ξ0)
, (i = 0, 1, 2). (28)

V. РЕЗУЛЬТАТИ ЧИСЛОВИХ РОЗРАХУНКIВ
ТА ВИСНОВКИ

На основi отриманих формул розраховано енерґе-
тичнi спектри iнтерфейсних оптичних TSO- та SSO-
фононiв для вище описаної наногетеросистеми (фi-
зичнi параметри матерiалiв наведенi в таблицi).

На рис. 2 показана еволюцiя спектра енерґiй TSO-
фононiв як функцiї поздовжнього квазiiмпульсу при
рiзних геометричних параметрах системи.

З рис. 2,а видно еволюцiю спектра при фiксовано-
му розмiрi квантової антиточки AlAs (h1=5aGaAs) зi
збiльшенням розмiру h0 квантової точки GaAs. Оче-
видно, що за вiдсутностi квантової точки (h0=0) на-
носистема мiстить лише антиточку розмiром 2h1. Во-
на має двi одинаковi плоскi поверхнi, що межують з
елiптичним квантовим дротом, а тому спектр TSO-
фононiв має чотири гiлки коливань: двi симетричнi з
додатною дисперсiєю та двi антисиметричнi з вiд’єм-
ною дисперсiєю за q.
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Рис. 3. Закон дисперсiї парних Ωe

im(k) (суцiльнi лiнiї)
та непарних Ωo

im(k) (штриховi лiнiї) гiлок SSO-фононiв.

Як тiльки в нанодротi мiж квантовою антиточ-
кою з’являється квантова точка навiть малого роз-
мiру (h0=10aGaAs), то в нiй автоматично виникають
чотири плоскi поверхнi, а тому спектр TSO-фононiв
мiстить уже вiсiм гiлок. Iнтервали енерґiй, що охоп-
люються новими гiлками ширшi, нiж iнтервали енер-
ґiй мiж гiлками при h0=0. Iз подальшим збiльшенням
розмiру h0 (рис. 2,а при h0=50aGaAs) новi гiлки TSO-
фононiв еволюцiонують так, що вони поступово збiга-
ються з початковими. Фiзично це зрозумiло, оскiльки
при h0 → ∞ наносистема еквiвалентна двом незалеж-

ним елiптичним квантовим дротам, що мiстять оди-
наковi квантовi антиточки розмiром h1 = 5aGaAs. Як
видно з рис. 2,а вироджений спектр TSO-фононiв при
великих значеннях h0 все ж таки вiдрiзняється вiд
їхнього спектра при h0=0 величиною дисперсiї за q.

Iз рис. 2,б видно, як еволюцiонує спектр TSO-
фононiв при фiксованому розмiрi квантової точки
(h0 = 10aGaAs) зi збiльшенням розмiру (h1) кванто-
вої антиточки. Видно, що є вiсiм гiлок, якi при малих
значеннях h1 майже виродженi в чотири гiлки зi слаб-
кою дисперсiєю по q, а зi збiльшенням величини h1 всi
гiлки розщеплюються i їхня дисперсiя за q збiльшує-
ться.

При досить великих значеннях q всi гiлки вироджу-
ються у двi з енерґiями, величини яких вiдповiда-
ють середнiм значенням енерґiй поздовжнiх i попе-
речних оптичних фононiв масивних напiвпровiднико-
вих кристалiв.
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Рис. 4. Залежностi енерґiй парних Ωe

0m (суцiльнi лiнiї)
та непарних Ωo

0m (штриховi лiнiї) гiлок SSO-фононiв вiд
спiввiдношення a/b.

На рис. 3 показано залежностi енерґiй парних (e)
та непарних (o) гiлок SSO-фононiв вiд повздовжньо-
го квазiiмпульсу k при радiусi рiвновеликого з елiпсом
кола R0 =

√
ab = 10aGaAs та спiввiдношеннi пiвосей

елiпса a/b=2.
Iз рисунка видно, що найбiльшу дисперсiю за k ма-

ють парнi фононнi гiлки з m=0. Парнi та непарнi фо-
ноннi гiлки з m 6= 0 є практично бездисперсiйнi як за
m, так i за k.

На рис. 4 наведенi залежностi енерґiй парних (e) та
непарних (o) гiлок SSO-фононiв вiд спiввiдношення
пiвосей елiпса a/b при радiусi рiвновеликого з елiп-
сом кола R0 =10aGaAs та повздовжньому квазiiмпу-
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льсi k =0.
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Рис. 5. Залежностi енерґiй парних Ωe

0m (суцiльнi лiнiї)
та непарних Ωo

0m (штриховi лiнiї) гiлок SSO-фононiв вiд
радiуса рiвновеликого з елiпсом кола R0.

Iз рисунка видно, що енерґiї парних фононних гi-
лок (суцiльнi лiнiї) зменшуються, а енерґiї непарних
фононних гiлок (штриховi лiнiї) зростають зi збiль-
шенням спiввiдношення a/b.

На рис. 5 наведенi залежностi енерґiй парних (e) та
непарних (o) гiлок SSO-фононiв вiд радiуса рiвнове-
ликого з елiпсом кола R0 при поздовжньому квазiiм-
пульсi k = 0 та спiввiдношеннi пiвосей елiпса a/b = 2.

Iз рисунка видно, що найбiльшу залежнiсть вiд вiд
R0 має парна фононна гiлка з m=0. Парнi та непарнi
фононнi гiлки з m 6= 0 мають слабку, але рiзну залеж-
нiсть (для парних гiлок – немонотонна залежнiсть, а
для непарних — спадна) вiд R0.

Отже, пiдсумовуючи результати розрахункiв, мож-
на зробити такi висновки. Геометричнi розмiри ак-
сiальної гетероструктури дослiджуваної наногете-
росистеми суттєво позначаються на енерґетичному
спектрi TSO-фононiв, а величина спiввiдношення a/b
впливає на вiдповiдний спектр SSO-фононiв.
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CONFINED AND INTERFACE OPTICAL PHONONS IN THE SEMICONDUCTOR
ELLIPTIC QUANTUM WIRE WITH THE AXIAL HETEROSTRUCTURE

V. A. Holovatsky, V. I. Gutsul
Chernivtsi National University, 2, Kotsyubynskoho St., Chernivtsi, 58012, Ukraine

e-mail: ktf@chnu.edu.ua

In the framework of the dielectric continuum model there has been performed the calculation of energy spectra
of confined and interface optical phonons in open elliptic quantum dot GaAs, surrounded by two equal quantum
anti-dots AlAs along the elliptic quantum wire GaAs, placed into vacuum. It is shown that the energies of confined
optical phonons in this semiconductor nanoheterosystem are fixed by the energies of longitudinal vibrations in
the respective massive crystals creating the nanosystem. The dependences of interface optical phonons energies
on geometrical sizes of quantum dot and the ratio between ellipse semi-widths a/b confining quantum wire are
observed. It is shown that the energy spectra of these phonons in the elliptic quantum wire consist of energy levels
corresponding to the odd and even phonon states.
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