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Дослiджено свiтовi лiнiї та траєкторiї ультрарелятивiстської частки зi спiном у просторо-
вiй областi поблизу r

(−)
ph у полi Керра, якi є суттєво негеодезiйними й демонструють ефекти

ґравiтацiйного вiдштовхування, зумовленi взаємодiєю спiну з кривиною простору-часу. Во-
ни описуються такими розв’язками рiвнянь Матiсона–Папапетру, на яких домiнують лiнiйнi
за спiном члени порiвняно з нелiнiйними, i тому цi розв’язки, як i фiзичнi висновки, що з
них випливають, не залежать вiд вибору доповняльної умови Матiсона–Пiранi чи Тульчиєва–
Дiксона.
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I. ВСТУП

Хоч рiвняння для опису поведiнки класичної (не-
квантової) частки з внутрiшнiм кутовим момен-
том у ґравiтацiйному полi в межах загальної теорiї
вiдносностi отримав М. Матiсон ще 1937 р. [1], аналiз
їхнiх розв’язкiв, щоб з’ясувати вплив взаємодiї спi-
ну (обертання) частки з ґравiтацiйним полем на її
траєкторiю, розпочали значно пiзнiше. Причому вже
без участi М. Матiсона, чия лiнiя життя обiрвалась
рано (щодо цього див. “Obituary” за пiдписом П. Дi-
рака в журналi “Nature” [2]). Лише 1951 р. А. Па-
папетру повторно виводить рiвняння Матiсона [3] i
разом iз Е. Корiналдесi оцiнює на їхнiй основi, зо-
крема, вплив обертання планет на їхнiй рух навко-
ло Сонця, доходячи висновку про його надзвичайну
малiсть [4]. Згодом аналогiчний висновок отримува-
ли iншi автори, розглядаючи рiзнi траєкторiї частки
зi спiном у ґравiтацiйних полях Шварцшiльда та Кер-
ра. Водночас Л. Шиф 1960 р. показав, що за певних
умов, близьких до реальностi, може бути зараєстро-
ваний ефект прецесiї осi обертання гiроскопа, який
рухається у ґравiтацiйному полi [5]. Вiд цього часу в
лiтературi поширилось уявлення про можливiсть ре-
єстрацiї в не так далекому майбутньому лише преце-
сiйних спiнових ефектiв, тодi як вплив спiну на тра-
єкторiю частки мiзерний для його виявлення. Усе ж
1972 р. Р. Волд проаналiзував допустимiсть ефекту
статичного зависання частки зi спiном над джерелом
поля Керра на осi його обертання за рахунок ґравi-
тацiйної спiн-спiнової взаємодiї i показав, що рiвнян-
ня Матiсона–Папапетру (надалi скорочено МП) вiд-
повiдних розв’язкiв не мають [6]. Якби такий ефект
був можливим, це свiдчило б про те, що за певних
умов взаємодiя спiну з ґравiтацiйним полем може сут-

тєво протидiяти звичайнiй ґравiтацiйнiй дiї поля на
частку, тобто тому притяганню, яке виявляється, зо-
крема, у рухах безспiнової частки вздовж геодезiйних
лiнiй.

У зв’язку iз зазначеним вище в тих декiлькох абза-
цах класичної монографiї [7], присвячених рiвнянням
МП (точнiше, в обширному списку лiтератури в [7]
вказана лише публiкацiя [3], а не [1]), пiдсумовано, що
вплив спiну частки на її рух поблизу масивного тiла
може бути значним лише на пiзнiй стадiї його ґравi-
тацiйного колапсу. Однак згодом виявилося, що узви-
чаєнi висновки про мiзернiсть впливу спiну частки на
її траєкторiю у ґравiтацiйному полi, сформульованi
в [4, 7] та iнших публiкацiях, не поставили останню
крапку у цьому питаннi. З’ясувалося, що вирiшаль-
ним чинником, вiд якого залежить ступiнь вiдхилен-
ня траєкторiї частки зi спiном вiд геодезiйної траєкто-
рiї, є величина швидкостi частки щодо джерела поля.
У [8, 9] показано, що коли частка зi спiном має до-
статню ультрарелятивiстську швидкiсть (тобто дуже
близьку до швидкостi свiтла), взаємодiя спiну з ґравi-
тацiйним полем настiльки сильно впливає на її траєк-
торiю, що компенсує звичайне ґравiтацiйне притяган-
ня. Точнiше, показано, що за певних умов, основною
з яких є висока швидкiсть частки, рiвняння МП до-
пускають коловi орбiти, що зависають над джерелом
поля Шварцшiльда. Тобто можливе динамiчне зави-
сання частки, на вiдмiну вiд неможливстi статичного
зависання в полi Керра, доведеної в [6]. Узагальнен-
ню результатiв [8, 9] для ґравiтацiйного поля Керра
присвяченi публiкацiї [10, 11].

Характерно, що бiльшiсть iз дослiджених у [8–11]
випадкiв суттєвого впливу спiну частки на її траєкто-
рiю в полях Шварцшiльда та Керра випливає з аналi-
зу розв’язкiв точних рiвнянь МП, а не їх лiнiйного за
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спiном наближення, причому з використанням допов-
няльної умови, яку часто називають умовою Пiранi,
а не альтернативної умови Тульчиєва–Дiксона [11]. У
лiнiйному за спiном наближеннi цi умови збiгаються,
однак у загальному випадку їхня вiдмiннiсть суттєва,
що проявляється у вiдмiнностi вiдповiдних розв’язкiв
рiвнянь МП за обох варiантiв умов. Зокрема, уже у
просторi Мiнковського за умови Пiранi рiвняння МП
поряд iз звичайними розв’язками, що описують пря-
молiнiйнi рухи частки зi спiном, мають ще додатковi,
якi описують, зокрема, певнi коловi рухи. Цi додатко-
вi розв’язки витлумачив К. Меллер у термiнах рухiв
власного й невласного центрiв маси тiла, що оберта-
ється [12, 13]. При цьому коловi розв’язки у просторi
Мiнковського вiдповiдають рухам невласних центрiв
маси. У цьому зв’язку зазначимо, що оскiльки розгля-
нутi в [8–11] частковi розв’язки точних рiвнянь МП
описують якраз коловi орбiти, то залишався привiд
для припущення, що вони мають те саме походжен-
ня, що й орбiти невласних центрiв маси у просторi
Мiнковського, тобто описуються зайвими розв’язка-
ми. I хоч є достатньо непрямих ознак, що вказують
на вiдмiннiсть колових орбiт, розглянутих у [8–11],
вiд колових рухiв у просторi Мiнковського, доцiльно
повнiше й докладнiше вивчити умови проявiв ефек-
тiв значного впливу взаємодiї спiну з ґравiтацiйним
полем на рух частки, не обмежуючись коловим ор-
бiтами. Зокрема з’ясувати, чи цi ефекти виникають
лише за врахування нелiнiйних за спiном членiв, чи,
власне кажучи, вони за певних умов випливають уже
в лiнiйному наближеннi. Тому в [14] основну увагу
придiлено саме аналiзовi тих суттєво негеодезiйних
розв’язкiв рiвнянь МП у лiнiйному за спiном набли-
женнi й на тих часових iнтервалах, для яких вплив
нелiнiйних членiв несуттєвий. Тобто йдеться про роз-
в’язки рiвнянь МП, практично спiльнi за умов Пiра-
нi й Тульчиєва–Дiксона для метрики Шварцшiльда.
Узагальненню розв’язкiв iз [14] для поля Керра при-
свячено статтю [15].

Мета цiєї публiкацiї — у лiнiйному за спiном набли-
женнi рiвнянь МП повнiше й докладнiше проаналiзу-
вати суттєво негеодезiйнi ультрарелятивiстськi рухи
частки зi спiном у полi Керра з наведенням явного
вигляду тих виразiв i спiввiдношень, що не знайшли
вiдображення в [15].

II. РIВНЯННЯ МП У ЛIНIЙНОМУ ЗА
СПIНОМ НАБЛИЖЕННI ДЛЯ ДОВIЛЬНИХ

РУХIВ У ПОЛI КЕРРА В ТЕРМIНАХ
БЕЗРОЗМIРНИХ ВЕЛИЧИН

Традицiйно рiвняння МП записують через 4-тензор
спiну частки Sµν [1, 3, 4]. Однак, як показує практика
обчислень, за умови Sµνuν = 0 (саме її часто назива-
ють умовою Пiранi, маючи на увазi публiкацiю [16],
хоч її використовував ще М. Матiсон [1]; тут uν —
4-швидкiсть частки) зручнiшого й компактнiшого за-
пису можна досягти, використовуючи 3-вектор спiну

Si, означивши

Si =
1

2u4

√−g εiklS
kl, (1)

де g — визначник метричного тензора, εikl — сим-
вол Левi-Чiвiти. Тут i надалi латинськi iндекси про-
бiгають значення 1, 2, 3, грецькi — вiд 1 до 4 й
використовується система одиниць, у якiй ґравiтацiй-
на стала та швидкiсть свiтла у вакуумi чисельно до-
рiвнюють 1. Лiнiйнi за спiном рiвняння МП мають
вигляд [14, 15]:

m(u̇λ +Γλ
αβu

αuβ)+
uπ

2
√−g (u4R

λ
πik +2uiR

λ
πk4)ε

iklSl = 0,

(2)

u4Ṡi + 2(u̇[4ui] − uπuρΓ
ρ
π[4ui])Sku

k + 2SnΓn
π[4ui]u

π = 0,

(3)
де m, Γλ

αβ i Rλ
πρσ — вiдповiдно маса, символи Крiсто-

феля й тензор Рiмана кривини простору-часу; крап-
ка над буквою позначає звичайне диференцiювання
за власним часом частки s, квадратнi дужки бiля iн-
дексiв — їх антисиметризацiю. (В [11, 17] та iнших
працях використано дещо iнше означення 3-вектора
спiну, у якому вiдсутнiй множник u4, що фiґурує в
знаменнику виразу (1)).

Зазначимо, що величина Si має трансформацiйнi
властивостi 3-вектора для координатних перетворень
часткового вигляду x′i = x′i(x1, x2, x3), x′4 = x4. За-
галом доцiльнiсть уведення i застосувань у загаль-
нiй теорiї вiдносностi 3-вимiрних векторiв i тензо-
рiв обґрунтована в теорiї хронометричних iнварiантiв
[18–20].

Рiвняння (2), (3) мають фiзичний змiст за враху-
вання умови пробностi частки зi спiном [6]

|S0|
ml

≡ ε� 1, (4)

де |S0|— абсолютна величина спiну, l— характерна
величина розмiрностi вiддалi (у випадку метрики
Шварцшiльда чи Керра нею може бути радiальна
координата). При цьому S0 є iнтеґралом руху рiвнянь
МП, який також фiґурує у вiдомому спiввiдношен-
нi [6]

S2
0 =

1

2
SµνS

µν . (5)

Надалi розглядатимемо рiвняння (2), (3) для
метрики Керра, записаної в координатах Бойєра–
Лiндквiста x1 = r, x2 = θ, x3 = ϕ, x4 = t. Тодi
вiдмiнними вiд нуля є такi компоненти метричного
тензора:

g11 = −ρ
2

∆
, g22 = −ρ2,

g33 = −
(

r2 + a2 +
2Mra2

ρ2
sin2 θ

)

sin2 θ,

g34 =
2Mra

ρ2
sin2 θ, g44 = 1 − 2Mr

ρ2
,
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де

ρ2 = r2 + a2 cos2 θ, ∆ = r2 − 2Mr + a2, 0 ≤ θ ≤ π.
(6)

Як вiдомо, знак керрiвського параметра a визначає
напрям обертання джерела ґравiтацiйного поля щодо
своєї осi, й для конкретики вважатимемо його невiд’-
ємним.

Отримання явного вигляду рiвнянь МП у полi Кер-
ра для довiльних рухiв, без обмежень на швидкiсть
частки та орiєнтацiю її спiну, вимагає виконання знач-
ного обсягу обчислень. Це пов’язано зi складнiстю
виразiв для компонент тензора кривини й символiв
Крiстофеля порiвняно з метрикою Шварцшiльда, а
також з тим, що для неекваторiальних рухiв пiдсис-
тему (3) не можна зiнтеґрувати незалежно вiд (2).
Обсяг статтi не дає змоги подати поетапний опис
вiдповiдних перетворень, тому нижче запишемо рiв-
няння в їх остаточному виглядi в термiнах безрозмiр-
них величин yi, де за означенням

y1 =
r

M
, y2 = θ, y3 = ϕ, y4 =

t

M
,

y5 = u1, y6 = Mu2, y7 = Mu3, y8 = u4,

y9 =
S1

mM
, y10 =

S2

mM2
, y11 =

S3

mM2
, (7)

а також

x =
s

M
, ε0 =

|S0|
mM

(8)

(на вiдмiну вiд ε в (4), залежного вiд r, тут ε0 є вели-
чиною сталою). Тодi всi 11 диференцiальних рiвнянь
першого порядку для величин yi матимуть вигляд

ẏ1 = y5, ẏ2 = y6, ẏ3 = y7, ẏ4 = y8,

ẏ5 = A1, ẏ6 = A2, ẏ7 = A3, ẏ8 = A4,

ẏ9 = A5, ẏ10 = A6, ẏ11 = A7 (9)

(крапка над буквою позначає звичайне диференцiю-
вання за x), де вирази для Ai є такими:

A1 = [y2
1 − α2(y1 sin2 y2 + cos2 y2)]y

2
5z

−1q−1 + qy1y
2
6z

−1 + q(y1z
2 − α2ψ sin2 y2)y

2
7z

−3 sin2 y2

− qψy2
8z

−3 + α2y5y6z
−1 sin 2y2 + 2αqψy7y8z

−3 sin2 y2 + αy2
6y9ηqz

−3 cos y2 − αy5y6y10ηz
−3

× cos y2 − αy5y7y11η(χ+ 2α2 sin2 y2)z
−4 cos y2 − 3α2y5y8y11ηz

−4 cos y2 − 3αy1y6y7y11

× qξz−4 sin y2 + 3y1y6y8y11qξz
−4 sin−1 y2 + αy2

7y9ηq(χ
2 + 2α2q sin2 y2)z

−5 sin2 y2 cos y2

− α2y7y8y9ηq(3χ− 4y1)z
−5 sin y2 sin 2y2 + αy2

8y9ηq(2χ− 4y1 + α2 sin2 y2)z
−5 cos y2

+ 3αy1y
2
7y10qξχz

−5 sin3 y2 − 3y1y7y8y10qξ(χ+ α2 sin2 y2)z
−5 sin y2 + 3αy1y

2
8y10qξz

−5 sin y2;

A2 = 0.5α2y2
6z

−1 sin 2y2 − 0.5α2y2
5z

−1q−1 sin 2y2 + 0.5y2
7(z

2χ+ 2α2y1(χ+ z) sin2 y2)z
−3

× sin 2y2 + α2y1y
2
8z

−3 sin 2y2 − 2y1y5y6z
−1 − 2αy1y7y8χz

−3 sin 2y2 − αy5y6y9ηz
−3 cos y2

+ αy2
5y10ηz

−3q−1 cos y2 + αy6y7y11η(2χ+ α2 sin2 y2)z
−4 cos y2 + 3α2y6y8y11ηz

−4 cos y2

− 3αy1y5y7y11ξχz
−4q−1 sin y2 + 3α2y1y5y8y11ξz

−4q−1 sin y2 + 3αy1y
2
7y9qξz

−5χ sin3 y2

− 3y1y7y8y9qξ(χ+ α2 sin2 y2)z
−5 sin y2 + 3αy1y

2
8y9qξz

−5 sin y2 − αy2
7y10η(2χ

2 + α2q sin2 y2)

× z−5 sin2 y2 cos y2 − αy2
8y10η(q + 2α2 sin2 y2)z

−5 cos y2 + 2α2y7y8y10η(3χ− 2y1)z
−5 sin2 y2 cos y2;

A3 = −2y5y7(y1z(q − α2 sin2 y2) − α2ψ sin2 y2)z
−2q−1 − 2αy5y8ψz

−2q−1 − 2y6y7(z
2 + 2α2y1

× sin2 y2)z
−2 cot y2 + 4αy1y6y8z

−2 cot y2 − αy5y7y9η(χ+ 2α2 sin2 y2)z
−4 cos y2

+ 3α2y5y8y9ηz
−4 cos y2 − 3αy1y6y7y9qξz

−4 sin y2 + 3y1y6y8y9qξz
−4 sin−1 y2 − 3αy1y5y7y10
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× ξχz−4q−1 sin y2 + αy6y7y10η(2χ+ α2 sin2 y2)z
−4 cos y2 + 3α2y1y5y8y10ξz

−4q−1 sin y2

− 3α2y6y8y10ηz
−4 cos y2 + αy2

5y11η(q + 2α2 sin2 y2)z
−3q−2 cos y2 sin−2 y2 − αy2

6y11η

× (2q + α2 sin2 y2)z
−3q−1 cos y2 sin−2 y2 + 6αy1y5y6y11ξz

−3q−1 sin−1 y2 − 2α3y2
1y

2
7y11η

× z−5q−1 sin y2 sin 2y2 − 2α2y1y7y8y11η(q − α2 sin2 y2)(1 + sin2 y2)z
−5q−1 cos y2

− αy2
8y11η(q − α2 sin2 y2)

2z−5q−1 cosy2;

A4 = 2αy5y7(2y
2
1z + ψχ)z−2q−1 sin2 y2 − 2y5y8ψχz

−2q−1 − 2α3y1y6y7z
−2 sin2 y2 sin 2y2

+ 2α2y1y6y8z
−2 sin 2y2 − 3α2y5y7y9ηχz

−4 sin2 y2 cos y2 + αy5y8y9η(2χ+ α2 sin2 y2)z
−4

× cos y2 − 3α2y1y6y7y9qξz
−4 sin3 y2 + 3αy1y6y8y9qξz

−4 sin y2 − 3y1y5y7y10ξχ
2z−4q−1

× sin y2 + 3α2y6y7y10ηχz
−4 sin2 y2 cos y2 + 3αy1y5y8y10ξχz

−4q−1 sin y2 − αy6y8y10η

× (χ+ 2α2 sin2 y2)z
−4 cos y2 + 3α2y2

5y11ηχq
−2z−3 cos y2 − 3α2y2

6y11ηz
−3 cos y2 + 3y1y5y6

× y11ξ(χ+ α2 sin2 y2)z
−3q−1 sin−1 y2 − αy7y8y11ηz

−3 cos y2 + 2α2y1y11ηz
−4q−1 cos y2;

pA5 = αy5y7y9(α
2 − y2

1)q
−1 sin2 y2 − α3y1y6y7y9z

−1 sin2 y2 sin 2y2 + α2y5y8y9(y1 − 1)q−1

× sin2 y2 − 0.5α2y6y8y9(z − 2y1)z
−1 sin 2y2 + αy2

5y11ψq
−2 + 2αy1y

2
7y11(y1z(z − 2y1)

− α2ψ sin2 y2)z
−2q−1 sin y2

2 + αy2
8y11(z − 2y1)ψz

−2q−1 + αy1y5y7y10q
−1 sin 2y2 + 0.5α2y5

× y8y10(z − 4y1)z
−1q−1 sin 2y2 − 2αy1y5y6y11q

−1 cot y2 + 2αy2
1y6y7y10z

−1 sin2 y2 + y1y6y8

× y10(z − 2y1)z
−1 + y7y8y11(y1z(z − 2y1)

2 − α2ψ(z − 4y1) sin2 y2)z
−2q−1 + β[2αy2

5y7(q(z

− 3y2
1) + y1z(y1 − 1))q−2 sin2 y2 + y2

5y8q
−2(3qψ + α2z(1− y1) sin2 y2) + 2αy1y5y6y7

× (z + 2α2 sin2 y2)q
−1 sin 2y2 + α2y5y6y8(z − 4y1)q

−1 sin 2y2 + 2αy2
1y

2
6y7 sin2 y2

+ y1y
2
6y8(z − 2y1) − y3

8(z − 2y1)ψz
−2 + 2αy7y

2
8ψ(z − 3y1)z

−2 sin2 y2 + 2αy1y
3
7 [y1zχ(z − 2y1)

+ α2 sin2 y2(zq − 2α2y2
1 sin2 y2 + 4y3

1)]z
−2q−1 sin4 y2 + 2αy1z(y7A1 − y5A3)q

−1 sin2 y2

+ z(z − 2y1)(y5A4 − y8A1)q
−1 + y2

7y8(y1z
2(z − 2y1) − α2ψ(z − 6y1) sin2 y2)z

−2 sin2 y2];

pA6 = αy5y6y11(2y
2
1 − z)q−1 − 2α3y1y5y7y9z

−1 sin3 y2 cos y2 + 0.5α2y5y8y9(2y1 − z)z−1

× sin 2y2 + 2αy2
1y5y7y10z

−1 sin2 y2 + y1y5y8y10(z − 2y1)z
−1 − 2αy1y

2
6y11coty2
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+ αy1y
2
7y11(z + 2α2y1 sin2 y2)z

−2 sin 2y2 + 2αy1y
2
8y11(2y1 − z)z−2coty2 + αy6y7y9q

× (z − 4y2
1)z

−1 sin2 y2 + y6y8y9q(4y
2
1 − z(y1 + 1))z−1 + αy1y6y7y10 sin 2y2 − 0.5α2y6y8y10

× sin 2y2 + y7y8y11(z
3 + 2y1z(α

2 sin2 y2 − z) − 8α2y2
1 sin2 y2)z

−2 cot y2 + β[0.5α2y2
5y8(2y1

− z)q−1 sin 2y2 − 2α3y1y
2
5y7q

−1 sin3 y2 cos y2 − 2αy5y6y7η sin2 y2 + 2y5y6y8(4y
2
1 − z(y1 + 1))

+ αy1y
2
6y7(2z + 3α2 sin2 y2) sin 2y2 + α2y2

6y8(z − 6y1) sin y2 cos y2 + 2αy1z(y6A3 − y7A2)

× sin2 y2 + z(z − 2y1)(y6A4 − y8A2) + α2y1y
3
8(z − 2y1)z

−2 sin 2y2 + 2αy1y
3
7(χz

2

+ 4α2y1z sin2 y2 + 2α4y1 sin4 y2)z
−2 sin y3

2 cos y2 + 2αy1y7y
2
8(α

2y1 sin2 y2 − χ(z − 2y1))z
−2

× sin 2y2 + 0.5y2
7y8(z

3q + 2α2y1(zq − 6y1χ) sin y2
2)z

−2 sin 2y2];

pA7 = −2α3y1y6y7y11z
−1 sin3 y2 cos y2 + αy5y7y11[(4y

2
1 − z)χ− 2α2y2

1 sin2 y2 − 4y3
1 ]z

−1q−1

× sin2 y2 + y5y8y11[y1(z − 2y1)
2 + α2(z − 2y2

1) sin2 y2]z
−1q−1 + y6y8y11[z(z − 2y1) + 2α2y1

× sin2 y2]z
−1 cot y2 − αy2

7y9q(α
2ψ + y2

1(z + 2y2
1))z

−2 sin4 y2 + y7y8y9q(zy1(2y1 − z) + ψ(χ

+ α2 sin2 y2))z
−2 sin2 y2 − αy2

8y9qψz
−2 sin2 y2 + 2α3y1y

2
7y10qz

−2 sin5 y2 cos y2 − 0.5y7y8y10q

× (z2 + 4α2y1 sin2 y2)z
−2 sin 2y2) + αy1y

2
8y10qz

−2 sin 2y2 + β[−2αy5y
2
7(χψ + 2y2

1z)z
−1 sin4 y2

+ 4α3y1y6y
2
7qz

−1 sin5 y2 cos y2 − 2αy5y
2
8ψz

−1 sin2 y2 + 2αy1y6y
2
8qz

−1 sin 2y2 + zq(y7A4

− y8A3) sin2 y2 − y6y7y8zq sin 2y2 − 2y5y7y8(y1z(z − 2y1) − ψ(χ+ α2 sin2 y2))z
−1 sin2 y2], (10)

де використано позначення

z = y2
1 + α2 cos2 y2, q = y1(y1 − 2) + α2, ψ = y2

1 − α2 cos2 y2,

p = 2αy1y7 sin2 y2 + (z − 2y1)y8, η = 3y2
1 − α2 cos2 y2,

χ = y2
1 + α2, ξ = y2

1 − 3α2 cos2 y2, β = y5y9 + y6y10 + y7y11. (11)

При цьому внаслiдок (5) справджується спiввiдношення

ε20 = (y5y9 + y6y10 + y7y11)
2 + qz−1y2

9 + z−1y2
10 + q−1z−1(z − 2y1)y

2
11 sin−2 θ. (12)

Це спiввiдношення разом iз (10)–(12) використаємо при комп’ютерному iнтеґруваннi рiвнянь (9).

III. ЧИСЛОВЕ IНТЕҐРУВАННЯ РIВНЯНЬ (9)

Щоб отриматi коректнi фiзичнi висновки про сту-
пiнь i характер впливу взаємодiї спiну iз кривиною
простору-часу на траєкторiї часток зi спiном у полi
Керра, слiд проаналiзувати тi розв’язки рiвнянь (9),
якi, з одного боку, не є лише слабко збуреними роз-

в’язками рiвнянь геодезiйних лiнiй, а з iншого — пове-
дiнку яких визначають саме лiнiйнi за спiном члени,
оскiльки для загальнiшого розгляду необхiдно брати
до уваги вже точнi рiвняння МП, що виходить за межi
цiєї статтi. При цьому важливо, що iснують точнi час-
тковi розв’язки рiвнянь (9) у полi Керра, представленi
в аналiтичному виглядi в [15], якi з точнiстю до малих
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величин порядку ε, означеного в (4), є наближеними
розв’язками точних рiвнянь МП. Цi розв’язки опису-
ють коловi орбiти частки у вузькiй просторовiй облас-

тi поблизу r = r
(−)
ph (де використано позначення r

(−)
ph

з [21], що означає радiальну координату колової гео-
дезiйної iзотропної орбiти за умови контробертання)
зi сталою кутовою швидкiстю в екваторiальнiй пло-
щинi метрики Керра, коли спiн ортогональний до цiєї
площини. Тодi виконуються спiввiдношення:

u1 = 0, u2 = 0, u3 = const 6= 0, u4 = const 6= 0,

S1 = 0, S2 = const 6= 0, S3 = 0, θ = 90◦, (13)

причому явний вираз для u3 через r
(−)
ph i ε такий [15]:

u3 = −
2

(

M/r
(−)
ph

)3/4

√
3ε

(

r
(−)
ph −M

) (1 +O(ε)) (14)

(не обмежуючи загальностi, знак “−” у правiй части-
нi (14) записано для випадку, коли S2 > 0; якщо ж
S2 < 0, то вираз для u3 також змiнить знак). Як до-
кладно показано в [15], унаслiдок (4), (14) швидкiсть
частки зi спiном на цих орбiтах є ультрарелятивiс-
тською i вiдповiдає γ — фактору Лоренца порядку
1/

√
ε0.

У термiнах безрозмiрних величин з (7) точний за ε0
вираз для y7 = Mu3 має вигляд:

y7 = − 1√
2A

[

−B +
√

B2 − 4AC
]1/2

, (15)

де

A = 0.75ε0y
3
1(y1 − 1)2[2y

3/2
1 (y1 − 3) − 3ε0],

B = −2y4
1(y1 − 3) + 3ε0y

5/2
1 (y1 − 3)2 − 9ε20y1(y1 − 2),

C = [y1 − 1.5ε0y
−1/2
1 (y1 − 3)]2, (16)

причому тут y1 = r
(−)
ph /M .

Якщо частка почне рух iз значеннями компонент
швидкостi та спiну, що вiдрiзняються вiд (13)–(15),
її траєкторiя буде вiдмiнною вiд колової. Якою са-
ме — розглянемо нижче на типових прикладах. Для
всiх графiкiв на рис. 1–8 мала величина ε0 з (8) до-
рiвнює 10−4, а керрiвський параметр a = M , тобто є
максимальним, оскiльки для всiх промiжних значень
0 < a < M вiдповiднi графiки подiбнi до випадку
a = M , змiнюючись плавно й монотонно зi змiною a.

Як вiдомо, для a = M маємо r
(−)
ph = 4M . На рис. 1–

7 i 9 початкове значення танґенцiальної компоненти
швидкостi визначається виразом (15) для y1 = 4, а на
рис. 8 мало вiдрiзняється вiд (15).

Рис. 1–3 iлюструють залежнiсть вiдповiдних коор-
динат частки вiд її власного часу для кутiв нахи-
лу вектора спiну до екваторiальної площини метрики
Керра, що дорiвнюють 0◦, 1◦, 10◦, 90◦, причому по-
чатковi значення компоненти S3 є незмiнно нульови-
ми, на вiдмiну вiд компоненти S1 (не на шкоду за-
гальностi покладаємо S1 > 0), а значення компонен-
ти S2 початково задаються такими, щоб залишалася

незмiнною абсолютна величина спiну. Початковi зна-
чення координат i швидкостi такi самi, як на коловiй
орбiтi з r = 4M . Графiкiв залежностi вiд часу компо-
нент швидкостi та спiну тут не подано, бо на обраному
часовому iнтервалi вiд s = 0 до s ≈ 0.5M (рис. 1–4)
усi цi компоненти змiнюються мало. Обрання саме та-
кого iнтервалу зумовлене тим, що на ньому абсолют-
нi величини нелiнiйних за спiном членiв у рiвняннях
МП значно меншi вiд абсолютних величин лiнiйних
членiв, а за його межами ця умова, взагалi кажучи,
може порушуватися. До речi, згiдно з рис. 3, за час
s ≈ 0.5M частка робить приблизно два оберти за ку-
том ϕ щодо керрiвського джерела поля.
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Рис. 1. Залежнiсть радiальної координати вiд власного
часу для кутiв нахилу 0

◦ (горизонтальна лiнiя r = 4M),
1
◦ (штрихово-точкова лiнiя), 10

◦ (штрихова лiнiя) i 90
◦

(суцiльна лiнiя) при a = M , ε0 = 10
−4. Точкова крива

вiдповiдає геодезiйнiй лiнiї з тими самими початковими
значеннями координат i швидкостi.
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Рис. 2. Залежнiсть кута θ вiд власного часу для кутiв
нахилу 0

◦ (горизонтальна лiнiя θ = 90
◦), 1

◦ (точкова лi-
нiя), 10◦ (суцiльна лiнiя) i 90

◦ (штрихова лiнiя) при a = M ,
ε0 = 10

−4.
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Рис. 3. Залежнiсть кута ϕ вiд власного часу при a = M ,
ε0 = 10

−4 для рiзних значень кута нахилу практично збi-
гається з вiдповiдною прямою для геодезiйної лiнiї (точ-
кова лiнiя). Таку саму властивiсть має залежнiсть t вiд s.

При цьому з рис. 2 i 3 випливає, що перiод коли-
вань за кутом θ менший вiд перiоду обертання час-
тки за кутом ϕ, на вiдмiну вiд поля Шварцшiльда,
де цi перiоди однаковi [14]. Спiльним в обох випадках
є те, що середнє за перiод значення кута θ не збiга-
ється з θ = 90◦, тобто лежить поза екваторiальною
площиною. Як зазначено в [14], це є проявом ефек-
ту зависання частки над джерелом поля пiд малим
кутом θ − 90◦. Рис. 4 демонструє хiд траєкторiй час-
тки для тих же кутiв нахилу спiну, що й на рис. 1–3.
Для порiвняння на цих рисунках подано графiки, якi
характеризують розв’язки рiвнянь геодезiйних лiнiй,
що вiдповiдають тим самим початковим значенням
координат i швидкостi. Усi рис. 1–4 описують ситу-
ацiї, коли взаємодiя спiну з кривиною простору-часу
протидiє звичайному (геодезiйному) притяганню, га-
льмуючи падiння частки на поверхню горизонту дже-
рела поля, причому ця протидiя зменшується зi збiль-
шенням початкового кута нахилу спiну, прямуючи до
нуля, коли нахил прямує до 90◦.

. / . 0 . 1 2 1 0 / 3. 3
. /
. 0
. 1
2
1
0
/

Рис. 4. Траєкторiї частки зi спiном для кутiв нахилу 0
◦

(коло радiуса 4), 1
◦ (штрихово-точкова лiнiя), 10

◦ (штри-
хова лiнiя) i 90

◦ (суцiльна лiнiя) при a = M , ε0 = 10
−4.

Точкова крива вiдповiдає геодезiйнiй лiнiї з тими сами-
ми початковими значеннями координат i швидкостi. Коло
радiуса 1 позначає лiнiю горизонту.

Рис. 5–7 iлюструють ситуацiї, коли поряд iз нахи-
лом вектора спiну до екваторiальної площини частка
має невелику початкову радiальну швидкiсть. Зокре-
ма тут для кута нахилу 1◦ умова коректностi лiнiй-
ного за спiном наближення виконується на бiльшо-
му часовому iнтервалi, нiж на рис. 1–4 (приблизно
1.1M проти 0.5M), протягом якого частка зi спiном
зробить приблизно чотири оберти за кутом ϕ i шiсть
θ — коливань. При цьому вона стрiмко вiддаляється
вiд джерела поля, починаючи з моменту s ≈ M , то-
дi як безспiнова частка з тими самими початковими
значеннями координат i швидкостi стрiмко падає на
поверхню горизонту.
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Рис. 5. Залежнiсть радiальної координати вiд влас-
ного часу для кутiв нахилу 0

◦ (штрихово-точкова лi-
нiя), 1

◦ (штрихова лiнiя) i 10
◦ (суцiльна лiнiя) при

a = M , ε0 = 10
−4 i ненульовою радiальною швидкiстю

dr/ds ≈ 4.04 × 10
−7. Точкова крива вiдповiдає геодезiйнiй

лiнiї з тими самими початковими значеннями координат i
швидкостi.

BDC
EGF E EGF H EGF I EGF J EGF K ELF M EGF N EGF O EGF P EGF Q HGF E HGF H
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QGEGF ELEGEGKGE
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Рис. 6. Залежнiсть кута θ вiд власного часу для ку-
тiв нахилу 0

◦ (горизонтальна лiнiя θ = 90
◦), 1

◦ (штрихо-
ва лiнiя) i 10

◦ (суцiльна лiнiя) при a = M , ε0 = 10
−4 i

dr/ds ≈ 4.04 × 10
−7. Точкова крива вiдповiдає геодезiйнiй

лiнiї з тими самими початковими значеннями координат i
швидкостi.
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Рис. 7. Траєкторiї частки зi спiном для кутiв нахилу 0
◦

(штрихово-точкова лiнiя), 1
◦ (штрихова лiнiя) i 10

◦ (суцi-
льна лiнiя) при a = M , ε0 = 10

−4 i dr/ds ≈ 4.04 × 10
−7.

Точкова крива вiдповiдає геодезiйнiй лiнiї з тими сами-
ми початковими значеннями координат i швидкостi. Коло
радiуса 1 позначає лiнiю горизонту.

Z\[
]�^ ] ]�^ _ ]G^ ` ]G^ a ]�^ b ]�^ c ]G^ d ]G^ e ]G^ f ]�^ g

h
i

a�^ e

a�^ f

a�^ g

b�^ ]

Рис. 8. Залежнiсть радiальної координати вiд власного
часу для кута нахилу 1

◦, нульової радiальної швидкостi й
початкової танґенцiальної швидкостi такої самої, як на по-
переднiх рисунках (штрихова лiнiя) i для танґенцiальної
швидкостi, домноженої на 1+7.6×10

−5 (штрихово-точкова
горизонтальна лiнiя r = 4M). Точкова крива вiдповiдає
геодезiйнiй лiнiї з тими самими початковими значеннями
координат i швидкостi.

Рис. 8 демонструє, що за рахунок незначного збiль-
шення абсолютної величини танґенцiальної компо-
ненти швидкостi частка утримується на коловiй орбiтi
навiть за наявностi нахилу спiну.

Рис. 9 iлюструє граничний перехiд свiтової лiнiї
частки зi спiном до вiдповiдної геодезiйної лiнiї, коли
абсолютна величина спiну прямує до нуля за незмiн-
них початкових значень координат i швидкостi.

Зазначимо, що для перевiрки точностi комп’ютер-
них обчислень використовували вiдомi iнтеґрали руху
— (5) i uµu

µ = const.

jlk
mon mpm mon mpq mon-rsm mpn�rsq mpn tpm mpn tpq

u
v

won xpm

won xpq

won ypm

won ypq

zon mpm

Рис. 9. Залежнiсть радiальної координати вiд власного
часу для кута нахилу 0

◦, початкових значень компонент
швидкостi таких самих, як на рис. 1, i рiзних значень ε0.
Коловiй орбiтi з r = 4M при ε0 = 10

−4 вiдповiдає су-
цiльна горизонтальна лiнiя. Чотири кривi пiд нею звер-
ху вниз описують випадки, коли ε0 дорiвнює вiдповiдно
0.95 × 10

−4, 0.8 × 10
−4, 0.6 × 10

−4 i 0.25 × 10
−4. Нижня

точкова крива вiдповiдає геодезiйнiй лiнiї з тими самими
початковими значеннями координат i швидкостi.

IV. ВИСНОВКИ

Отже, для ультрарелятивiстської частки зi спiном,
яка починає рух у вузькiй просторовiй областi побли-

зу просторової координати r = r
(−)
ph , на обмежених

часових iнтервалах iснують суттєво негеодезiйнi ор-
бiти частки зi спiном у полi Керра, що визначають-
ся лiнiйними за спiном членами рiвнянь МП. Серед
цих орбiт є як екваторiальнi (θ = 90◦), так i слабко
неекваторiальнi (для яких кут |θ − 90◦| малий), зу-
мовленi початковим нахилом спiну до екваторiальної
площини. Важливою ознакою суттєвої негеодезiйнос-
тi вказаних орбiт є те, що за короткий промiжок часу,
близько одного перiоду обертання частки за кутом ϕ
щодо джерела ґравiтацiйного поля, радiальна коорди-
ната частки зi спiном значно вiдрiзняється вiд радi-
альної координати безспiнової частки, яка починала
рух iз тими самими початковими значеннями коор-
динат i швидкостi, що й частка зi спiном. При цьо-
му рiзниця їхнiх значень ∆r стає сумiрною з самим
початковим значенням радiальної координати. (Для
слабко негеодезiйних рухiв, коли вплив спiну зводи-
ться до невеликого збурення вiдповiдних геодезiйних
рухiв, така рiзниця може набiгти лише за дуже вели-
кий промiжок часу).

В усiх розглянутих випадках рухiв знаки компонен-
ти спiну S2 i кутової швидкостi u3 є такими (S2 >
0, u3 < 0), що взаємодiя спiну з ґравiтацiйним по-
лем сильно протидiє звичайному ґравiтацiйному при-
тяганню. За iншого спiввiдношення знакiв така вза-
ємодiя спричиняє додаткове притягання порiвняно
з тим, що його зазнає частка без спiну. Коректний
опис можливих загальних типiв рухiв частки зi спi-
ном у ґравiтацiйному полi Керра вимагає дослiдити
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розв’язки точних рiвнянь МП. Однак прикметно, що
вже лiнiйне за спiном наближення дає змогу вияви-
ти важливi властивостi й тенденцiї взаємодiї ультра-
релятивiстської частки зi спiном iз ґравiтацiйним по-
лем, якi слугуватимуть орiєнтиром у подальших до-
слiдженнях.

Згiдно з числовими оцiнками, наведеними, зокрема,
в [14, 15], за певних умов високоенерґетичнi частки
зi складу космiчних променiв, пролiтаючи неподалiк
компактних астрофiзичних об’єктiв (чорних дiр, ква-
зарiв та iн.), могли б, у принципi, зазнавати значного

впливу взаємодiї їх спiну з ґравiтацiйним полем. Од-
нак докладний аналiз конкретних ситуацiй ще попе-
реду.

Зазначимо також, що оскiльки рiвняння МП є в
певному сенсi класичним наближенням загальнокова-
рiантного рiвняння Дiрака [22], вивченi закономiрно-
стi взаємодiї класичної (неквантової) спiнової частки
iз ґравiтацiйним полем iнспiрують вiдповiднi дослi-
дження на квантовому рiвнi.

Робота частково пiдтримана Програмою НАН Ук-
раїни “Космомiкрофiзика”
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STRONG ANTIGRAVITY EFFECTS FOR THE SPINNING PARTICLE IN A KERR FIELD
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of the National Academy of Sciences of Ukraine,

3-b Naukova St., Lviv, 79060, Ukraine,
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The world lines and trajectories of the highly relativistic spinning particle in the space region near r
(−)
ph in

a Kerr field are investigated. They are significantly non-geodesic lines and show the effects of the gravitational
repulsion that are caused by the interaction of spin with the curvature of the space-time. These lines are described
by the solutions of the Mathisson–Papapetrou equations which are determined by their linear spin approxima-
tion. Therefore, these solutions and the corresponding physical conclusions do not depend on the choice of the
Mathisson–Pirani or Tulczyjew–Dixon supplementary condition.
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