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Оптимiзацiйну задачу в моделi minority game дослiджено варiацiйним методом, який ґрун-
тується на нерiвностi для логарифма великої статистичної суми. У запропонованому пiдходi
не використовуємо розкладу за параметром β/P , що наявне в ориґiнальних роботах. У на-
ближеннi симетричних реплiк отримано основнi спiввiдношення для мiнiмуму дослiджуваної
величини й систему рiвнянь для варiацiйних параметрiв. Показано, що отриманi результати
збiгаються з результатами ориґiнальних праць.
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ВСТУП

Методи статистичної фiзики виявилися досить
ефективними в рiзноманiтних галузях дослiджень
[1–3]. Серед них — застосування теорiї невпорядкова-
них систем до прикладних оптимiзацiйних задач [3–6],
якi мiстять велику кiлькiсть змiнних i параметрiв.
У цьому випадку класичнi методи оптимiзацiї через
надзвичайну трудомiсткiсть є незастосовними. З’ясу-
валося, що в багатьох оптимiзацiйних задачах можна
побудувати аналог вiльної енерґiї i звести їх так до
основної задачi статистичної фiзики.

Розрахувати вiльну енерґiю здебiльшого можна ли-
ше наближено. Одним iз широко використовуваних
наближених методiв є варiацiйний, що ґрунтується на
нерiвностi для вiльної енерґiї [6–10]. У цiй роботi ва-
рiацiйний метод застосовано до оптимiзацiйної зада-
чi в моделi minority game [11–17]. В основi minority
game лежить “мiкроскопiчний” пiдхiд до опису явищ
на фiнансовому ринку. Зокрема, ринок моделюється
iгровою взаємодiєю N аґентiв. У кожен момент часу
t i-ий аґент (i = 1, . . . , N) дiє ai(t) = 1 (купiвля) або
ai(t) = −1 (продаж). Виграш i-го аґента ui(t), врахо-
вуючи дiї всiх аґентiв, задаємо формулою:

ui(t) = −ai(t)A(t), де A(t) =
N
∑

i=1

ai(t). (1)

Очевидно, у кожен момент часу аґентiв можна роздi-
лити на двi групи за обраною дiєю (продаж чи купiв-
ля). Тип взаємодiї (1) вiдображає правило меншостi —
виграє той, хто перебуває в меншостi. Виграшну дiю
аґента можна записати так: ai(t) = −sign(A(t)), а його
виграш становитиме |A(t)|. Вiдповiдно дiя аґента, що
перебуває в бiльшостi, становить ai(t) = sign(A(t)),
його програш рiвний −|A(t)|. Сумарний виграш усiх
аґентiв дорiвнює

∑

i ui(t) = −A2(t) i завжди вiд’-
ємний. Усi аґенти мають доступ до спiльної iнфор-
мацiї, яку в момент часу t описують цiлим числом
µ(t) = 1, . . . , P . Очевидно, iнформацiя впливає на дiю

аґентiв ринку, тому її позначають Aµ(t)(t). У загаль-
ному iснує 2P стратегiй аґента ринку, проте прийма-
ємо, що кожен аґент вибирає лише S. Дiю i-го аґен-
та, якщо вiн дотримується стратегiї s i використовує
iнформацiю µ(t) позначимо aµ

s,i. У стацiонарному ви-
падку часову змiнну t далi будемо опускати. У моделi
число P розглядаємо досить великим, того ж самого
порядку, що й N , а величина α = P/N скiнченна при
N � 1. Змiнну µ розглядаємо випадковою з розподi-
лом ρµ, незалежно для кожного часового кроку (далi
вважаємо ρµ = 1/P ). У моделi задаємо також, що для
кожного часового кроку дiї аґентiв aµ

s,i є незалежними
випадковими величинами з iмовiрностями:

P (aµ
s,i = +1) = P (aµ

s,i = −1) = 1
2 , (2)

i = 1, . . . , N, s = 1, . . . , S, µ = 1, . . . , P. (3)

Далi для аналiзу гри вводимо змiшанi стратегiї πs,i,
що визначають iмовiрностi, з якими i-й аґент засто-
совує цю стратегiю (виконується умова

∑

s πs,i = 1).
Mножина змiнних πs,i визначає фазовий простiр мо-
делi [14]. У фазовому просторi обчислюють середнi
значення величин

〈Aµ〉 =

N
∑

i=1

S
∑

s=1

πs,i a
µ
s,i . (4)

Для аналiзу колективних властивостей ринку вводи-
мо величину [14,15, 18]

H =

P
∑

µ=1

ρµ

( N
∑

i=1

S
∑

s=1

πs,i a
µ
s,i

)2

, (5)

що визначає флуктуацiї (4) i має властивостi гамiль-
тонiана системи. Система може перебувати в симет-
ричному станi, де H = 0, i асиметричному станi з
H > 0. Вiдповiдно в симетричному станi 〈Aµ〉 = 0
i, згiдно зi сказаним вище, середнiй виграш дорiвнює
нулевi. За наявностi асиметрiї 〈Aµ〉 6= 0 i тим самим
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iснує виграшна стратегiя. У цитованих працях уста-
новлено, що, залежно вiд параметра α, в моделi вiдбу-
вається фазовий перехiд з порушенням симетрiї для
певного αc ' 0.3374: для α 6 αc величина H = 0 i
H > 0 для α > αc.

Однак у методi розв’язку [11,12,14,15] використано
розклад за параметром ∼ β/P (див. (10)), який вва-
жається малим для P � 1. Такий пiдхiд мотивується
тим, що спершу виконується границя P � 1 для за-
даного β (див. також [19]). Проте, як було зауважено
в [20], така арґументацiя не є вичерпною, оскiльки за-
значений порядок границь безпосередньо не випливає
з формули (8), а тому можлива змiна порядку гра-
ниць. Однак, якщо виконувати спочатку граничний
перехiд β → ∞ (пiсля n → 0), а потiм — P � 1, то
розклад (10) уже не матиме обґрунтування i виникає
питання про залежнiсть результатiв вiд порядку ви-
конання зазначених границь. Тому розгляд методiв
дослiджень, де не використовується розклад за пара-
метром β/P , на нашу думку, є актуальним. Iз цiєю
метою в нашiй працi застосовано варiацiйний пiдхiд,
у якому, за аналогiєю з нерiвнiстю для вiльної енер-
ґiї [6], використано нерiвнiсть для лоґарифма великої
статсуми.

I. МIНIМIЗАЦIЯ В МЕТОДI СТАТСУМИ

Оптимiзацiйна задача полягає у вивченнi мiнiмуму
гамiльтонiана H (5) на множинi змiнних {πs,i}. Ос-
кiльки зазначений мiнiмум залежатиме вiд усiх мож-
ливих дiй аґентiв {aµ

s,i}, то для отримання змiстов-
них величин слiд усереднити за змiнними {aµ

s,i}. Далi
використаємо прийом, який застосовують при дослi-
дженнi основного стану фiзичних систем [6] — мiнi-
мум визначається як основний стан системи при ну-
лi “температури”. Отже, побудуємо статистичну суму
системи:

Z(β) = Spπ exp(−βH(π)),

де β — обернена “температура”, Spπ позначає суму
за всiма можливими станами системи (iнтегруван-
ня за змiнними πs,i ∈ [0, 1] iз урахуванням умови
∑

s πs,i = 1), позначенняH(π) — вказує на залежнiсть
вiд iмовiрностей змiшаних стратегiй. У результатi мi-
нiмум гамiльтонiана (5) визначаємо так:

F = min
π
H(π) = − lim

β→∞

1

β
lnZ(β). (6)

Усереднення величини lnZ(β) за змiнними aµ
s,i з iмо-

вiрностями (2), яке позначимо 〈. . .〉a, виконаємо в ме-
тодi реплiк:

〈lnZ(β)〉a = lim
n→0

1

n
ln 〈Z(β)n〉a , (7)

де n – позначає кiлькiсть реплiк. Вiдповiдно, для шу-
каного мiнiмуму (6) отримаємо спiввiдношення:

F = − lim
β→∞

1

β
lim
n→0

1

n
lnZN , (8)

де позначено ZN = 〈Z(β)n〉a.
Як вiдомо, у методi реплiк [4, 21] обчислення в (7)

виконують для цiлих n, пiсля чого аналiтично про-
довжують n на множину дiйсних чисел i виконують
граничний перехiд n→ 0. Для кожної реплiки вводи-
мо свою множину динамiчних змiнних πa

s,i. У резуль-
татi статсуму системи n реплiк пiсля усереднення за
aµ

s,i запишемо у виглядi [11, 12, 14, 15]:

ZN =

∫

DzDπ exp
(

−1

2

∑

a,µ

zµ
a

2
)

×
∏

µ,i,s

cos
[

√

2β

P

(

∑

a

zµ
aπ

a
s,i

)]

, (9)

де введено позначення:

Dz =
∏

a,µ

dzµ
a√

2π
, Dπ =

∏

a,i,s

dπa
s,i .

Тут iндекс a = 1, . . . , n нумерує реплiки, змiст решти
iндексiв був визначений ранiше. При отриманнi (9)
використано також iнтеґральне перетворення

e−x2/2 =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−z2/2eixzdz

для лiнеаризацiї в показнику експоненти квадратич-
них доданкiв (змiннi za

µ) гамiльтонiана (5).
Оскiльки виконати розрахунок у (9) в загальному

випадку неможливо, тому в ориґiнальних працях ви-
користано наближення, про що йшлося вище:

cos
[

√

2β

P

(

∑

a

zµ
aπ

a
s,i

)]

≈ exp
[

− β

P

(

∑

a

zµ
aπ

a
s,i

)2]

. (10)

Iз урахуванням наближення (10) статистична сума (9)
набере вигляду:

ZN = 〈Z(β)n〉a =

∫

DzDπ exp
(

−1

2

∑

a,µ

zµ
a

2
)

× exp

(

− β

P

∑

i,µ,s

(

∑

a

zµ
aπ

a
s,i

)2
)

. (11)

Власне для статсуми (11) були отриманi основнi ре-
зультати в моделi. Зазначимо, що в працi [22] цi ре-
зультати були одержанi також за допомогою варiа-
цiйного методу, в якому теж використано наближен-
ня (10). У наступному роздiлi розглянуто варiацiйний
метод, де не застосовано апроксимацiї (10).

II. ВАРIАЦIЙНИЙ МЕТОД

Для простоти розгляньмо лише два стани S = 2
(див. [14, 15]). У цьому випадку в (9) досить прос-
то перейти до незалежних змiнних, ураховуючи спiв-
вiдношення

∑

s π
a
s,i = 1 за допомогою функцiї Дiра-

ка δ(
∑

s π
a
s,i − 1) ( i = 1, . . . , N, a = 1, . . . , n). Iнте-

грування за змiнними πa
2,i виконуємо точно з одно-

часною пiдстановкою πa
2,i = 1 − πa

1,i. Пiдстановивши
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πa
1,i = 1

2 (1 − πa
i ), пiсля нескладних перетворень отри-

маємо для статсуми n- реплiк представлення:

ZN =

∫

dγ ψ(z)N , (12)

де введено позначення

ψ(z) =

∫ 1

−1

∏

a

dπ

2

∏

µ

cos
(1

2

∑

a

ξµ
a (1 + πa)

)

× cos
(1

2

∑

a

ξµ
a (1 − πa)

)

,

ξµ
a =

√

2β

P
zµ

a , dγ = exp
(

−1

2

∑

a,µ

zµ
a

2
)

∏

a,µ

dzµ
a√

2π
. (13)

Застосувати варiацiйний метод безпосередньо для
статсуми (12) доволi проблематично, оскiльки ψ(z)N

неможливо представити в експонентнiй формi:

ψ(z)N = exp(Nψ̃(z))

з неперервною функцiєю ψ̃(z). Через те розгляньмо
твiрну функцiю:

Ξ(θ) =

∞
∑

N=0

1

N !
θNZN . (14)

Очевидно, твiрна функцiя (14) є аналогом статсуми
для великого канонiчного ансамблю в статистичнiй
фiзицi [6,7]. Зауважимо, що спiввiдношення (14) є ря-
дом Тейлора за степенями θ для твiрної функцiї Ξ(θ).
Тому величину ZN визначимо за допомогою контур-
ного iнтеґрала [7]:

ZN =
N !

2πi

∮

Ξ(θ)

θN+1
dθ, (15)

де контур iнтеґрування є замкнутою лiнiєю в комп-
лекснiй площинi θ, що охоплює точку θ = 0. Далi вве-
демо величину Ω = − ln(Ξ(θ)), яка має змiст потенцi-
алу [6, 7]. Це дає змогу визначити шуканий мiнiмум
(8) через потенцiал Ω. Вiдповiдний зв’язок у границi
n ≈ 0 наведено в додатку A (формула (А.3)).

Отже, для статсуми (12) отримаємо:

Ξ(θ) =

∫

dγ exp(−H) , (16)

де введено позначення величини

H = −θψ(z), (17)

яка має змiст гамiльтонiана.
Для великої статсуми аналог нерiвностi для вiльної

енерґiї [6] (див. також [9]) матиме вигляд:

Ω(θ) 6 Ω0(θ) + 〈H −H0〉0, (18)

де H0 — пробний гамiльтонiан, величина Ω0(θ) =
− ln(Ξ(θ)) має змiст потенцiалу системи з пробни-
ми гамiльтонiаном, i усереднення у (18) визначається
формулою:

〈. . .〉0 =
1

Ξ0(θ)

∫

dγ exp(−H0)(. . .),

Ξ0(θ) =

∫

dγ exp(−H0).

Отже, з наведеного вище випливає такий порядок об-
числень. На основi нерiвностi (18) обчислимо величи-
ну Ω(1)(θ) i вираз для F (формула (А.3)), якi залежать
вiд варiацiйних параметрiв. Варiацiйнi параметри ви-
значаються з рiвнянь екстремуму F . Зазначимо, що
подiбний спосiб застосування варiацiйного методу ви-
користано в роботi [9] для аналiзу емпiричних даних
у деяких моделях машинного навчання.

III. ПРОБНИЙ ГАМIЛЬТОНIАН

Пробний гамiльтонiан H0, як i вихiдний H (17), по-
винен бути заданий на множинi змiнних {zµ

a}. Для ви-
значення пробного гамiльтонiана скористаємося спо-
собом, який застосовано в працi [22]. Зокрема, вико-
ристовуючи апроксимацiю типу (10), запишемо ψ(z)
(13) так:

cos
(1

2

∑

a

ξµ
a (1 + πa)

)

cos
(1

2

∑

a

ξµ
a (1 − πa)

)

≈ exp
(

− β

2P

[(

∑

a

zµ
a

)2

+
(

∑

a

zµ
aπa

)2])

.

У другому доданку в експонентi виконаймо замiну:

(

∑

a

zµ
aπa

)2

=
∑

a,b

zµ
a z

µ
b πaπb →

∑

ab

zµ
a z

µ
b Qab.

У результатi отримаємо вираз для пробного гамiль-
тонiана:

H0 = −θψ0(z),

ψ0(z) = exp
(

− β

2P

∑

µ

[(

∑

a

zµ
a

)2

+
∑

ab

zµ
az

µ
b Qab

])

. (19)

Тут елементи введеної матрицi Q̂ є варiацiйними па-
раметрами задачi.

На основi пробного гамiльтонiана (19) розрахуй-
мо величини, що входять у нерiвнiсть (18). Зокрема,
одержимо:

Ξ0 =
∑∞

k=0
θk

k!

(

∫

Dze−
1
2
〈z|M̂(k)|z〉

)P

, (20)

де позначено:

〈z|M̂(k)|z〉 =
∑

ab

zaMab(k)zb,

M̂(k) = Î +
kβ

P
Ê +

kβ

P
Q̂, (21)

Dz =
∏

a

dza√
2π
.
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Пiсля iнтеґрування в (20) за змiнними {za} маємо:

Ξ0(θ) =

∞
∑

k=0

θk

k!

(

1
√

det M̂(k)

)P

. (22)

Середнє вiд пробного гамiльтонiана визначимо за до-
помогою спiввiдношення:

〈H0〉0 = θ
∂Ω0(θ)

∂θ
. (23)

Вiдповiдно для середнього 〈H〉0 отримаємо:

〈H〉0 = − θ

Ξ0(θ)

∞
∑

k=0

θk

k!

∫

Dπ

×
(

∫

Dz e−
1
2
〈z|M̂(k)|z〉ψ1(z)

)P

, (24)

де позначено

ψ1(z) = cos
(

√

β

2P

∑

a

za(1 + πa)
)

× cos
(

√

β

2P

∑

a

za(1 − πa)
)

.

Пiсля iнтеґрування за змiнними za зазначене середнє
набере вигляду:

〈H〉0 = − θ

Ξ0(θ)

∞
∑

k=0

θk

k!

∫

Dπ

(

ψ̃1(k)
√

det M̂(k)

)P

, (25)

де

ψ̃1(k) =
1

2

[

e−
β
P
〈1|M̂−1(k)|1〉 + e−

β
P
〈π|M̂−1(k)|π〉

]

. (26)

Тут M̂−1(k) позначає обернену до M̂(k) матрицю;
|1〉 — n-вимiрний вектор, координати якого рiвнi 1;
|π〉 = |π1, π2, . . . , πn〉.

Отже, пiдставляючи формули (22), (23) i (25) у не-
рiвнiсть (18), отримаємо оцiнку для Ω(θ). Подальшi
обчислення виконаємо, задаючи певний вигляд мат-
рицi Q̂.

IV. НАБЛИЖЕННЯ СИМЕТРИЧНИХ РЕПЛIК

Варiацiйну матрицю (19) задамо у формi набли-
ження симетричних реплiк [11, 12, 22]:

Q̂ = (Q− q)Î + qÊ, (27)

де Î — одинична матриця n-го порядку, Ê — мат-
риця n-го порядку, всi елементи якої дорiвнюють 1.
У наближеннi симетричних реплiк наявнi два варiа-
цiйнi параметри Q, q. Використовуючи матрицю (27),
обчислимо величини, що мiстяться в нерiвностi (18).
Зазначимо, що згiдно з порядком границь, указаним
у формулi (8), спочатку робимо граничний перехiд
n → 0, а вiдтак β → ∞. Границi N,P � 1 виконую-
ться пiсля зазначених границь.

Згiдно зi спiввiдношенням (А.3), визначимо лiнiйнi
за n внески в потенцiал Ω. Визначена в (21) матриця
M̂(k) з урахуванням (27) набуде вигляду:

M̂(k) =

[

1 +
kβ

P
(Q− q)

]

Î +
kβ

P
(1 + q)Ê. (28)

Для матрицi (28) [14,15,22] з точнiстю до лiнiйних за
n внескiв знаходимо:

det M̂(k) ≈ 1 + n
(

ln
[

1 +
kβ

P
(Q− q)

]

+
kβ
P (1 + q)

1 + kβ
P (Q− q)

)

. (29)

Визначимо також лiнiйнi внески за n для величин Ω0, 〈H0〉0 i 〈H〉0. Враховуючи (29) i (22), отримаємо:

Ω0(θ) ≈ −θ + nΩ
(1)
0 (θ), Ω

(1)
0 (θ)=

1

2
Pe−θ

∞
∑

k=0

θk

k!

(

ln
[

1 +
kβ

P
(Q− q)

]

+
kβ
P (1 + q)

1 + kβ
P (Q− q)

)

. (30)

Iз формул (23) i (30) маємо:

〈H0〉0 ≈ −θ + n〈H0〉(1)0 ,

〈H0〉(1)0 = θ
∂Ω

(1)
0 (θ)

∂θ
. (31)

Дещо складнiше обчислити внесок величини 〈H〉0 для
n ≈ 0. Як випливає зi спiввiдношення додатку Б
(формула (Б.2)), для обчислення зазначеного внеску
достатньо розглянути величину:

B(k) =

∫

Dπ ψ̃1(k)
P
. (32)

Обернена матриця M−1(k), що мiститься у (26), до-
рiвнює [14, 15, 22]:

M̂ (−1)(k) = m1(k)Î +m2(k)Ê, (33)

m1(k) =
1

1 + kβ
P (Q− q)

, m2(k) = −
kβ
P (1 + q)

[1 + kβ
P (Q− q)]2

.
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Тут елементи матрицi наведенi для n ≈ 0. Вiдповiдно
для величин у формулi (26) отримаємо:

〈1|M̂−1(k)|1〉 ≈ nm1(k),

〈π|M̂−1(k)|π〉 = m1(k)
∑

a

π2
a +m2(k)

(

∑

a

πa

)2

. (34)

Щоб проiнтеґрувати за змiнними {πa} у виразi (32),
запишемо його так:

B(k) ≈

1

2P

P
∑

s=0

C s
Pψ1(s, k)

∫

Dπ ψ2(s, k),

ψ1(s, k) = e−β(P−s)/P ·n m1(k),

ψ2(s, k) = e−β s/P
[

m1(k)
P

a π2
a+m2(k)

(

P

a πa

)2]

, (35)

де C s
P — бiномiальнi коефiцiєнти. Вiдтак лiнеаризу-

ємо доданок ∼
(
∑

a πa

)2
, що мiститься в експонентi

(35), за допомогою iнтеґрального перетворення:

e
1
2
x2

=

∫ ∞

−∞

dρ√
2π

e−
1
2

ρ2+ρ x.

Пiсля нескладних перетворень для n ≈ 0 одержимо:

B(k) ≈ 1 + nB(1)(k),

B(1)(k) = −1

2
βm1(k) +

1

2P

P
∑

s=0

C s
P

∫ ∞

−∞

dρ√
2π

e−
1
2

ρ2

ln Φ(ρ, s), (36)

Φ(ρ, s) =

∫ 1

−1

dπ

2
exp

(

−βs
P
m1(k)π

2 +

√

2
βs

P
|m2(k)| ρ π

)

.

Пiдсумовуючи наведенi викладки, для 〈H〉0 (25) от-
римаємо:

〈H〉0 ≈ − θ + n〈H〉(1)0 ,

〈H〉(1)0 = − θe−θ
∞
∑

k=0

θk

k!
B(1)(k). (37)

V. ЗНАХОДЖЕННЯ ГРАНИЦI β → ∞

Згiдно з формулою (А.3), визначмо послiдовно вне-
ски вiд виразiв (30), (31) i (37) для β → ∞. Уведiмо
позначення:

F0(β) =
1

β

N !

2πi

∮

eθΩ
(1)
0 (θ)

θN+1
dθ. (38)

Оскiльки вираз Ω
(1)
0 (θ) (формула (30)) представлений

степеневим рядом за θ, то контурний iнтеґрал у (38)
обчислюємо елементарно. В результатi маємо:

F0(β) =
αN

2β
ln
(

1 + χ) +
1

2

N(1 + q)

1 + χ
. (39)

Тут уведено позначення величини χ = β
α (Q − q), що

має змiст сприйнятливостi [11,12]. Нагадаємо, що па-
раметр α визначається спiввiдношенням P = αN . У
границi β → ∞ отримаємо:

F0 = lim
β→∞

F0(β) =
N

2

1 + q

1 + χ
. (40)

При одержаннi (40) було враховано, що в границi β →
∞ величина χ задається скiнченною [11,12, 14, 16].

Для наступної складової маємо:

F1(β) = − 1

β

N !

2πi

∮

eθθ∂Ω
(1)
0 (θ)/∂θ

θN+1
dθ . (41)

Виконуючи нескладнi перетворення, знайдемо:

F1(β) =
1

2

N(N − 1)(1 + q)

1 + χ(1 − 1
N )

− 1

2

N2(1 + q)

1 + χ

− αN2

2β
ln
(

1 + χ
)

+
αN2

2β
ln

[

1 + χ

(

1 − 1

N

)]

' −N
2

1 + q

(1 + χ)2
− N

2

(Q− q)

(1 + χ)
. (42)

У границi β → ∞ (Q = q) отримаємо:

F1 = lim
β→∞

F1(β) = −N
2

1 + q

(1 + χ)2
. (43)

Зауважимо, що в (42) враховано головнi члени за N ,
при цьому величина χ/N розглядається як малий па-
раметр. Як видно, перший доданок у (39) i другий у
(42) не дають внеску у величину F для β → ∞, про-
те їх слiд урахувати, щоб знайти систему рiвнянь для
екстремуму F як функцiї Q, q.
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Аналогiчно позначимо:

F2(β) =
1

β

N !

2πi

∮

eθ〈H〉(1)0

θN+1
dθ . (44)

Необхiднi обчислення наведенi в додатку В. У резуль-
татi внесок (44) запишемо у виглядi:

F2 = lim
β→∞

F2(β) =
N

2

1

1 + χ
+
NK(q)

1 + χ
. (45)

Пiдсумовуючи формули (40), (43) i (45), одержимо ви-
раз для шуканого мiнiмуму:

F/N =
2 + q

2(1 + χ)
− 1 + q

(1 + χ)2
+

K(q)

1 + χ
. (46)

VI. СИСТЕМА РIВНЯНЬ ДЛЯ ВАРIАЦIЙНИХ
ПАРАМЕТРIВ

Параметри Q, q визначаємо з умови екстремуму
F (β):

F (β) = F0(β) + F1(β) + F2, (47)

де складовi в правiй частинi (47) задаємо виразами
(39), (42) i (45). При цьому зручно вважати F (β) фун-
кцiєю змiнних χ,Q, q i використати похiдну складної
функцiї:

∂F (β)

∂Q
+
∂F (β)

∂χ

β

α
= 0,

∂F (β)

∂q
+
∂F (β)

∂χ

(

−β
α

)

= 0. (48)

На основi рiвнянь (48) маємо:

∂F (β)

∂Q
+
∂F (β)

∂q
= 0,

∂F (β)

∂Q
Q+

∂F (β)

∂q
q +

∂F (β)

∂χ
χ = 0. (49)

Пiдставляючи явний вигляд F (β) у рiвняння (49), пiс-
ля нескладних перетворень отримаємо:

χ = − 2dK(q)/dq

1 + 2dK(q)/dq
,

4(1 + q) dK(q)/dq + q − 2K(q) = 0 . (50)

При одержаннi другого рiвняння (50) було враховано
також, що Q = q для β → ∞. Враховуючи рiвняння
(50), вираз для мiнiмуму (46) перетворимо до вигля-
ду:

F/N =
1 + q

4

(

1 + 2 dK(q)/dq
)2
. (51)

Пiдставляючи вираз для K(q) (В.12) i виконуючи не-
обхiднi обчислення, якi ми опускаємо, отримаємо для
сприйнятливостi:

χ =
erf
(

√

α
2(1+q)

)

α− erf
(

√

α
2(1+q)

)

(52)

та мiнiмуму:

F/N =
1 + q

2α2

[

α− erf
(

√

α

2(1 + q)

)]2

, (53)

де erf(x) = 2√
π

∫ x

0
e−t2/2dt— функцiя похибок. Рiвнян-

ня для визначення параметра q, отриманого з (50),
не наводимо через певну громiздкiсть. Зазначимо та-
кож, що одержанi вирази збiгаються з результатами
працi [22], отриманими варiацiйним методом iз вико-
ристанням апроксимацiї (10).

Наведенi вирази (52) i (53) мiстять вiдомий висно-
вок про фазовий перехiд у моделi з порушенням си-
метрiї. Для αc ' 0.3374 сприйнятливiсть χ → ∞ та
F = 0. Тобто, для α 6 αc мiнiмум F = 0 i при α > αc

– F > 0.

ВИСНОВКИ

У цiй статтi розглянуто оптимiзацiйну задачу у вi-
домiй моделi minority game. Оптимiзацiйну задачу до-
слiджують методами статистичної фiзики, де шука-
ний мiнiмум визначається як основний стан гамiль-
тонiана, що, вiдповiдно, дорiвнює вiльнiй енерґiї для
нульової температури або оберненої величини β → ∞.
В оригiнальних працях при розрахунку статсуми ви-
користовували розклад за параметром β/P , який вва-
жався малим для P � 1. Як зазначено у вступi, таке
наближення є очевидним у тому разi, якщо спочатку
розглядати границю P � 1 для фiксованого значен-
ня β, проте перестає бути обґрунтованим при змiнi
порядку виконання границь.

Щоб знайти вiдповiдь на це запитання, оптимiза-
цiйну задачу дослiджували за допомогою варiацiйно-
го методу в межах великої статистичної суми. На вiд-
мiну вiд працi [22], у цьому пiдходi не використовува-
ли розкладу за параметром β/P . Також у запропоно-
ванiй схемi розрахунку спочатку виконується границя
β → ∞, а вiдтак — P � 1. У наближеннi симетричних
реплiк отримано залежнiсть мiнiмуму вiд параметра
α, що збiгається з результатом ориґiнальних праць i
вiдповiдно з роботою [22]. Це дозволяє стверджувати,
що отриманий результат не залежить вiд порядку ви-
конання границь за параметрами β та P i тим самим
є можливий розклад за параметром β/P .

На завершення зазначимо, що вiдповiдним вибором
варiацiйної матрицi Q можна розглянути також випа-
док iз порушенням реплiчної симетрiї.
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ДОДАТОК А. ЗВ’ЯЗОК МIНIМУМУ З ПОТЕНЦIАЛОМ Ω

Зауважимо, що, виходячи зi змiсту методу реплiк, для n ≈ 0 статсуму ZN (8) запишемо у виглядi:

ZN ≈ Z̄n
N .

Тодi на основi (14) отримаємо:

Ξ(θ) ≈

∞
∑

N=0

θN

N !
(1 + n ln(Z̄N ))

або

Ω(θ) ≈ −θ − ne−θ
∞
∑

N=0

θN

N !
ln(Z̄N ). (А.1)

Iз формули (А.1) випливає розклад для потенцiалу Ω(θ) для n ≈ 0:

Ω(θ) ≈ Ω(0)(θ) + nΩ(1)(θ),

Ω(0)(θ) = −θ, Ω(1)(θ) = −e−θ
∞
∑

N=0

θN

N !
ln(Z̄N ). (А.2)

Iз формули (А.2) знаходимо:

ln(Z̄N ) = − N !

2πi

∮

eθΩ(1)(θ)

θN+1
dθ .

У результатi для шуканого мiнiмуму (8) одержимо спiввiдношення:

F = lim
β→∞

1

β

N !

2πi

∮

eθΩ(1)(θ)

θN+1
dθ. (А.3)

ДОДАТОК Б. ФОРМУЛИ ДЛЯ ОБЧИСЛЕННЯ ВНЕСКIВ ДЛЯ n ≈ 0

У рядi випадкiв виникає необхiднiсть обчислити внески таких виразiв:

∞
∑

k=0

θk

k!
A(k)B(k)

∞
∑

k=0

θk

k!
A(k)

(Б.1)

для n ≈ 0, якщо:

A(k) ≈ 1 + nA(1)(k), B(k) ≈ 1 + nB(1)(k).

Елементарними перетвореннями можна показати, що наявне спiввiдношення:

∞
∑

k=0

θk

k!
A(k)B(k)

∞
∑

k=0

θk

k!
A(k)

≈ 1 + ne−θ
∞
∑

k=0

θk

k!
B(1)(k). (Б.2)
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ДОДАТОК В. ОБЧИСЛЕННЯ СКЛАДОВОЇ F2

Пiдставляючи в (44) вираз (37), отримаємо:

F2(β) = − 1

β
NB(1)(N − 1) ≈ − 1

β
NB(1)(N), (В.1)

де, згiдно з (36):

B(1)(N) = −β
2

1

1 + β
α (Q− q)

+
1

2P

P
∑

s=0

C s
P

∫ ∞

−∞

dρ√
2π

e−
1
2
ρ2

ln Φ(ρ, s),

Φ(ρ, s) =

∫ 1

−1

exp (−βϕ(π))dπ, (В.2)

ϕ(π) =
s

P

π2

1 + β
α (Q− q)

− 1

1 + β
α (Q− q)

√

2s

P

1 + q

α
πρ.

Щоб знайти границю F2(β) для β → ∞, розгляньмо величину Φ(ρ, s). Асимптотику вiдповiдного iнтеґрала за
змiнною π визначаємо методом Лапласа. Для цього знаходимо точку мiнiмуму функцiї ϕ(π):

∂ϕ(π)

∂π
= 0. (В.3)

Одержимо:

π0 = ρ/ρ0, ρ0 =

√

2 s

N(1 + q)
. (В.4)

У iнтеґралi за ρ зручно зробити замiну змiнної ρ→ ρ ρ0. У результатi ϕ(π) → ϕ̃(π):

ϕ̃(π) =
s

P

1

χ
(π2 − 2πρ). (В.5)

Легко бачити, що мiнiмум функцiї ϕ̃(π) досягається в точцi:

π0(ρ) =







1, ρ > 1;
ρ, |ρ| < 1;
−1, ρ < −1.

(В.6)

У результатi для β → ∞ отримаємо:
∫ ∞

−∞

dρ√
2π

e−
1
2
ρ2

ln Φ(ρ, s) ≈ −βρ0

∫ ∞

−∞

dρ√
2π

e−
1
2

ρ2

ϕ̃(π)

= −β 2s

P

(

1/2−
√

2

π

e−
1
2
ρ2
0

ρ0
− ρ0

∫ 1

0

(1 + ρ2)e−
1
2
(ρρ0)2dρ

)

. (В.7)

Наступним кроком пiдставимо (В.7) у (В.2) i визначимо асимптотику вiдповiдних сум для P � 1. Зокрема,

1

2P

P
∑

s=1

C s
P s =

P

2
.

Наступнi суми мають вигляд:

1

2P

P
∑

s=1

C s
P s

νe−sB/N , ν = 1/2, 3/2, (В.8)

де величина B обмежена. У формулi (В.8) зручно перейти до цiлого степеня змiнної s, використовуючи iнте-
ґральне представлення 1:

2√
π

∫ ∞

0

e−t2dt = 1 .
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Виконуючи також замiну змiнної t→ √
s t, для сум (В.8) отримаємо:

2√
π

∫ ∞

0

1

2P

P
∑

s=1

C s
P s

le−s(t2+B/N)dt, l = 1, 2. (В.9)

Використовуючи диференцiювання за параметром, вираз (В.9) запишемо так:

(−N)l d
l

dBl

2√
π

∫ ∞

0

1

2P

P
∑

s=1

C s
P e

−s(t2+B/N)dt = (−N)l d
l

dBl

2√
π

∫ ∞

0

1

2P

[(

1 + e(−t2−B/N)
)P

− 1
]

dt

= (−N)l d
l

dBl

2√
π

∫ ∞

0

Pt2

2P−1

[(

1 + e(−t2−B/N)
)P−1

e(−t2−B/N)
]

dt

≈ (−N)l d
l

dBl

2√
π

∫ ∞

0

2Pt2eP ln( 1
2
+ 1

2
e−t2 ) exp

(

−α e−t2

1 + e−t2
B
) e−t2

1 + e−t2
dt. (В.10)

При отриманнi (В.10) використано наближену рiвнiсть (1 + a/P )P ≈ exp(a), де P � 1 i a обмежена величина.
Iнтеґрал в (В.10) для P � 1 обчислюємо методом Лапласа, оскiльки функцiя

ln

(

1

2
+

1

2
e−t2

)

досягає максимуму при t = 0. У результатi для сум (В.8) маємо головний внесок для P � 1:

1

2P

P
∑

s=0

C s
P s

νe−sB/N ≈ (−N)l d
l

dBl

√

2

P
e−

1
2
αB , (В.11)

де є вiдповiднiсть: ν = 1/2 → l = 1; ν = 3/2 → l = 2. Використовуючи наведенi асимптотичнi формули для
величини B(1)(N), одержимо вираз:

B(1)(N) ≈ −β
2

1

1 + β
α (Q− q)

+
βK(q)

1 + β
α (Q− q)

, (В.12)

K(q) =
1

2
−
√

2

π

√

1 + q

α
e−

1
2

α
1+q −

√

α

1 + q

1√
2π

∫ 1

0

(1 + ρ2)e−
1
2

αρ2

1+q dρ.

Наявний iнтеґрал за змiнною ρ в (В.12) виражається через функцiю похибок, однак вiдповiдний вираз занадто
громiздкий, тому його не наводимо. Пiдставляючи (В.12) у (В.1), приходимо до формули (45).
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TO THE OPTIMIZATION PROBLEM IN THE MINORITY GAME MODEL

V. Yanishevsky
Ivan Franko State Pedagogical University of Drohobych

46, Lesja Ukrajinka St., Drohobych, UA–82100, Ukraine

The optimization problem in the minority game model was investigated using a variational technique that
is based on the logarithmic grand-canonical partition function inequality. In the introduced approach the β/P

parameter expansion is not used as in the original papers. Fundamental relations were obtained in replica sym-
metric approximation for the minimum of the investigated variable as well as a system of equations for variational
parameters. It was shown that the obtained results coincide with the results of the original papers.
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