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Представлено рекурентну технiку отримування асимптотичних розкладiв для власних зна-
чень енерґiї зв’язаних станiв радiального рiвняння Шрединґера з масою, залежною вiд ко-
ординат. Як приклад її застосування розраховано власнi значення енерґiї для кулонiвського
потенцiалу за наявностi залежної вiд координат маси та виведено нерiвностi, що реґулюють
змiщення енерґетичних рiвнiв вiдносно їх положення за сталої маси.
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ВСТУП

Концепцiя ефективної маси, введена бiльш нiж 50
рокiв тому для опису руху електронiв у кристалiчних
ґратках [1], тепер має значно ширшу сферу застосу-
вання. Її використовують у ядернiй фiзицi [2], у теорiї
квантових рiдин [3], при моделюваннi металевих клас-
терiв [4] та напiвпровiдникових наноструктур: кванто-
вих ям, дротiв i точок [5]. Намагання врахувати прос-
торову неоднорiднiсть, властиву багатошаровим на-
ноструктурам, привело дослiдникiв до розгляду змiн-
ної ефективної маси, залежної вiд координат [6–8].

Для розрахунку спектрiв зв’язаних станiв систем
з масою, залежною вiд координат, були запропоно-
ванi iтерацiйнi [9, 10], варiацiйнi [11, 12] та пертурба-
тивнi [13] схеми розв’язування рiвняння Шрединґера,
якi, однак, дозволяють отримувати розв’язок тiльки
в чисельному виглядi. Iснують також методи знахо-
дження точних розв’язкiв рiвняння Шрединґера зi
змiнною масою [14–16], застосовнi до таких потенцiа-
лiв, як кулонiвський, осциляторний, потенцiал Морзе.
Зважаючи на те, що наявнiсть розв’язку в аналiтич-
ному виглядi значно спрощує дослiдження структу-
ри енерґетичних рiвнiв, актуальною є розробка ана-
лiтичних методiв наближеного розв’язування задачi
про зв’язанi стани для рiвняння Шрединґера з масою,
залежною вiд координат.

Для рiвняння Шрединґера зi сферичною симетрi-
єю та сталою масою ефективним аналiтичним мето-
дом є 1/N -розклад. Пiд цiєю назвою розумiють групу
спорiднених пiдходiв [17–21], якi виходять iз розгляду
класичного руху частинки, що є на днi потенцiаль-
ної ями, утвореної ефективним потенцiалом радiаль-
ного рiвняння Шрединґера, з подальшим урахуван-

ням квантових поправок. Наявнi варiанти цього ме-
тоду вiдрiзняються вибором формального параметра
розкладу: перехiд до класичної границi здiйснюють,
спрямовуючи до нуля або величину, обернену до ви-
мiрностi простору, або обернене головне квантове чис-
ло, або сталу Планка. Останнiй варiант, так званий ~-
розклад [20], здається найбiльш природним i до того
ж дає змогу звести обчислення до простої рекурент-
ної процедури.

Метою цiєї статтi є поширити метод ~-розкладу на
рiвняння Шрединґера з масою, залежною вiд коор-
динат. Розроблену процедуру знаходження власних
значень енерґiї зв’язаних станiв застосовано до визна-
чення впливу введення змiнної маси на спектр у полi
кулонiвського потенцiалу.

I. МЕТОД ~-РОЗКЛАДУ

Гамiльтонiан частинки iз залежною вiд координат
масою має вигляд [22]

Ĥ = T̂ + V (r),

T̂ = −~2

4

[
m(r)α∇m(r)β∇m(r)γ

+ m(r)γ∇m(r)β∇m(r)α

]
, (1)

де m(r) — змiнна маса, V (r) — потенцiал взаємодiї,
α, β, γ — параметри впорядкування, для яких повин-
но виконуватися спiввiдношення α+ β + γ = −1.

Розгляньмо сферично-симетричний випадок, у яко-
му стацiонарне рiвняння Шрединґера з гамiльтонiа-
ном (1) зводиться до радiального рiвняння

{
d2

dr2
+
m′(r)
m(r)

(
1
r
− d

dr

)
− l(l + 1)

r2
− 2m(r)

~2
(U(r)− E)

}
ψ(r) = 0, (2)
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U(r) = V (r)− ~2

2

[
α+ γ

2

(
m′′(r)
m2(r)

+
2m′(r)
m2(r)r

)
− (αγ + α+ γ)

m′2(r)
m3(r)

]
,

де l — орбiтальне квантове число, а штрих позначає
похiдну за r.

Вважаючи V (r) im(r) аналiтичними функцiями та-
кого вигляду, що рiвняння (2) описує зв’язанi стани,
поставимо задачу про знаходження вiдповiдного дис-
кретного спектра енерґiй. З цiєю метою узагальнимо
технiку ~-розкладу [20] на випадок залежної вiд ко-
ординат маси.

Перейдiмо вiд (2) до рiвняння Рiккатi для логариф-
мiчної похiдної хвильової функцiї. Зробивши пiдста-
новку ψ(r) = χ(r)

√
m(r), щоб позбутися доданка з

dψ(r)/dr, а потiм — пiдстановку C(r) = ~χ′(r)/χ(r),
одержимо

~C ′(r) + C2(r) =
~2l(l + 1)

r2

+
(

3
4

+ αγ + α+ γ

)
~2Q2(r) (3)

−~2

r
Q(r)− 1 + α+ γ

2
~2P (r) + 2m(r)(V (r)− E),

де введенi позначення Q(r) = m′(r)/m(r), P (r) =
(m′′(r) + 2m′(r)/r)/m(r).

Розв’язок рiвняння Рiккатi шукаємо у виглядi
асимптотичних розкладiв за степенями сталої Планка
~

C(r) =
∞∑

k=0

Ck(r)~k, E =
∞∑

k=0

Ek~k. (4)

Ураховуючи неоднозначнiсть граничного переходу
до класичної механiки, який здiйснюють формально
як перехiд до границi ~ → 0, подамо внесок орбiталь-
ного моменту в такому записi:

~2l(l + 1) = Λ2 + ~AΛ + ~2B, (5)

що дозволяє розглядати рiзнi модифiкацiї методу за-
лежно вiд значень параметрiв A i B [20]. Конкрет-
ний їх вибiр вiдповiдає фiксацiї нульового наближен-
ня. Тому на практицi A i B обирають за вiдомого яв-
ного вигляду функцiй V (r) i m(r) у такий спосiб, щоб
у розкладi для енерґiй (4) внески вищих порядкiв за ~
були якомога меншими. Зазначимо, що ще iстотнiшо-
го пришвидшення збiжностi ряду можна досягти за
допомогою технiки ренормування, переписавши у ви-
глядi ~-розкладу функцiю V (r) абоm(r) й пiдiбравши
належно значення його коефiцiєнтiв. Однак розгляд
таких узагальнень методу виходить за межi цiєї стат-
тi.

Пiдставивши розклади (4) в рiвняння Рiккатi (3)
та зiбравши коефiцiєнти при однакових степенях ~,
одержимо систему рiвнянь

C2
0 = 2m(r)(V (r)− E0) +

Λ2

r2
,

C ′0 + 2C0C1 = −2m(r)E1 + γ1

(r0
r

)2

,

C ′1 + 2C0C2 + C2
1 = −2m(r)E2 + γ2

(r0
r

)2

+ F (r),
. . .

C ′k−1 +
k∑

i=0

CiCk−i = −2m(r)Ek + γk

(r0
r

)2

, k > 2. (6)

Тут γ1 = AΛ/r20, γ2 = B/r20, γ3 = γ4 = . . . = 0,

F (r) =
(

3
4

+ αγ + α+ γ

)
Q2(r)− 1

r
Q(r)

− 1 + α+ γ

2
P (r). (7)

Для врахування вузлiв хвильової функцiї радiаль-
но збуджених станiв використаємо умови квантуван-
ня Цваана–Данхема [23, 24], якi виражають вiдомий
з теорiї функцiй комплексної змiнної принцип аргу-
менту. Для дискретного спектра власних значень роз-
в’язки рiвняння (2) є дiйсними на дiйснiй осi й мають
на нiй скiнченне число простих нулiв, що дорiвнює
радiальному квантовому числу nr. Тодi iнтегрування
логарифмiчної похiдної C(r) по замкненому контуру,
який охоплює лише вказанi нулi, дає

1
2πi

∮
C(r)dr = nr~, nr = 0, 1, 2, . . . . (8)

Цi правила квантування треба ще доповнити пра-
вилами переходу до класичної границi, якi визнача-
тимуть поведiнку радiального та орбiтального кван-
тових чисел при граничному переходi ~ → 0. Оберемо
їх так:

nr = const, l→∞, ~nr → 0, ~l = const. (9)

Фiзично це означає, що в граничному випадку кла-
сичної механiки частинка перебуває в точцi мiнiму-
му ефективного потенцiалу V (r) + Λ2/(2m(r)r2), тоб-
то рухається стабiльною коловою орбiтою радiуса r0,
який є розв’язком рiвняння

m(r0)r30V
′(r0) = Λ2

(
1 +

m′(r0)r0
2m(r0)

)
. (10)

При цьому енерґiя в нульовому наближеннi дорiв-
нює

E0 = V (r0) +
Λ2

2m(r0)r20
, (11)

а правила квантування набувають вигляду

1
2πi

∮
Ck(r)dr = nrδk,1. (12)
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Застосування таких правил квантування дає змо-
гу побудувати алґебричну рекурентну схему для об-
числення поправок ~-розкладу для енерґiй, уника-
ючи використання громiздких формул, що опису-
ють вищi порядки стандартної теорiї збурень Релея–
Шрединґера.

II. РЕКУРЕНТНА СХЕМА ОБЧИСЛЕННЯ
ЕНЕРҐIЙ

Щоб отримати розв’язок системи рiвнянь (6), роз-
кладемо функцiї V (r), m(r), F (r), P (r), Q(r) у ряди
Тейлора за степенями нової змiнної x = (r − r0)/r0 —
вiдхилення вiд мiнiмуму ефективного потенцiалу:

V (r) =
∞∑

i=0

Vix
i, m(r) =

∞∑
i=0

mix
i, F (r) =

∞∑
i=0

Fix
i,

P (r) =
∞∑

i=0

Pix
i, Q(r) =

∞∑
i=0

Qix
i, (13)

де Vi = ri
0V

(i)(r0)/i!, mi = ri
0m

(i)(r0)/i!, а Fi, Pi та Qi

виражаються через Vi, mi.
Розгляньмо перше рiвняння з (6), яке визначає

функцiю C0(r). Подавши її квадрат у виглядi

C2
0 (r) = ω2x2(1 + a1x+ a2x

2 + . . .), (14)

де

ω =
√

2(m0V2 +m1V1) +
2m0V1

2m0 +m1
(3m0 −m2),

ai =
2
ω2

( i+1∑
j=0

mjVi−j+2

+
m2

0V1

2m0 +m1

(
(i+ 3)(−1)i − mi+2

m0

))
, (15)

знаходимо коефiцiєнти розкладу функцiї C0(x) у ряд
Тейлора

C0(x) = −ωx
√

1 + a1x+ a2x2 + . . . = x
∞∑

i=0

C0
i x

i, (16)

C0
0 = −ω, C0

i =
1
2ω

(
i−1∑
j=1

C0
jC

0
i−j − ω2ai). (17)

Знак “−” у (16) обрано, щоб задовольнити граничнi
умови: C0(r) > 0 при r < r0, C0(r) < 0 при r > r0,
якi випливають з умови квадратичної iнтеґровностi
хвильової функцiї.

Функцiя C0(x) має простий нуль у точцi x = 0. Тодi,
аналiзуючи систему рiвнянь (6), доходимо висновку,
що функцiя Ck(x) має в цiй точцi полюс, порядок яко-
го дорiвнює (2k − 1), а отже може бути розкладена в
її околi в ряд Лорана

Ck(x) = x1−2k
∞∑

i=0

Ck
i x

i. (18)

Застосовуючи теорему про лишки, виразимо умови
квантування (12) через коефiцiєнти Ck

i

Ck
2k−2 =

nr

r0
δ1,k. (19)

Пiдставляючи отриманi розклади в (6) i збираючи
коефiцiєнти при однакових степенях x, одержимо ре-
курентнi формули для обчислення решти коефiцiєн-
тiв Ck

i , а також поправок до власних значень енерґiї
Ek

Ck
i =

1
2C0

0

[
Θ(2− 2k + i)

(
γk(−1)i(3− 2k + i) + Fi−2δk,2 −

mi+2−2k

m0

(
γk −

1
r0
Ck−1

2k−2 −
k∑

j=0

2k−2∑
p=0

Cj
pC

k−j
2k−2−p

))

− 3− 2k + i

r0
Ck−1

i −
k−1∑
j=1

i∑
p=0

Cj
pC

k−j
i−p − 2

i∑
p=1

C0
pC

k
i−p

]
, i 6= 2k − 2, (20)

Ek =
1

2m0

γk + F0δk,2 −
1
r0
Ck−1

2k−2 −
k∑

j=0

2k−2∑
p=0

Cj
pC

k−j
2k−2−p

 , (21)

де Θ(k) — сходинкова функцiя (Θ(k) = 1 для k ≥ 0).

Виведенi формули повнiстю розв’язують проблему
знаходження спектра енерґiй рiвняння Шрединґера з
масою, залежною вiд координат.

Як приклад розрахуємо власнi значення енерґiї в
полi кулонiвського притягання V (r) = −q/r за наяв-

ностi змiнної маси

m(r) =
mc

(1 + ar)λ
, (22)

де сталi q, mc та a вважаємо додатними. Параметри
Λ, A, B оберемо у виглядi
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Λ = ~(nr + l + 1), A = −2nr − 1, B = n2
r + nr, (23)

який за сталої маси забезпечує вiдтворення формули
Бальмера для енерґiй уже в нульовому наближеннi
E0 методу ~-розкладу. Параметри впорядкування по-
кладемо рiвними α = γ = 0, β = −1, що вiдповiдає
формi кiнетичної частини ефективного гамiльтонiа-
на, виведеного для кристалiв зi слабкою просторовою

неоднорiднiстю [6,25].
Розрахованi при рiзних значеннях λ частковi суми

~-розкладiв для енерґiй E(k) = E0+E1~+. . .+Ek~k на-
веденi в таблицi 1 разом з точними значеннями енер-
ґiй Enum, отриманими за допомогою чисельного iнте-
грування. Обчислення проведено для станiв з nr = 0,
l = 2 та nr = 1, l = 1 при q = 10, a = 0.1 у системi
одиниць, де ~ = 2mc = 1.

k (nr = 0, l = 2) (nr = 1, l = 1)

λ = 2 λ = 3 λ = −2 λ = −3 λ = 2 λ = 3 λ = −2 λ = −3

|E(k)|
0 1.77778 1.18817 3.64395 4.04566 1.77778 1.18817 3.64395 4.04566
1 1.94444 1.45345 3.50153 3.83753 2.27778 1.98401 3.21669 3.42127
2 1.83333 1.25876 3.58047 3.94991 2.07556 1.66974 3.39891 3.69143
3 1.83000 1.24978 3.57934 3.94732 2.05556 1.61180 3.39064 3.67228
4 1.83111 1.25190 3.58015 3.94898 2.06000 1.62647 3.39352 3.67887
5 1.83111 1.25184 3.58014 3.94896 2.06000 1.62478 3.39330 3.67837

|Enum|
1.83111 1.25183 3.58014 3.94897 2.06000 1.62510 3.39329 3.67834

Таблиця 1. Модулi часткових сум E(k) поправок до енерґiй у кулонiвському полi за наявностi змiнної маси (22).

Зауважимо, що в окремому випадку λ = 2 задача
має точний розв’язок [15] i технiка ~-розкладу дозво-
ляє його вiдтворити. Справдi, в цьому випадку маємо
E5 = E6 = . . . = 0, а E(4), як це видно з таблицi 1,
збiгається з точним значенням енерґiї.

III. ПОРЯДОК РОЗТАШУВАННЯ
ЕНЕРҐЕТИЧНИХ РIВНIВ

Застосуємо одержанi рекурентнi формули (21) до
визначення порядку розташування енерґетичних рiв-
нiв у кулонiвському полi за наявностi залежної вiд
координат маси.

Передусiм зауважимо, що для обраних значень па-
раметрiв упорядкування α = γ = 0, β = −1 iснує
нерiвнiсть, що визначає, у який бiк змiщенi енерґе-
тичнi рiвнi щодо випадку сталої маси. А саме, якщо
m(r) i mc — змiнна та стала маси, то для вiдповiдних
власних значень енерґiї E(nr, l) та Ec(nr, l) маємо

E(nr, l) ≷ Ec(nr, l), якщо ∀r ∈ [0,∞) m(r) ≶ mc, (24)

за умови, що зв’язанi стани з такими значеннями
квантових чисел iснують.

Нерiвнiсть (24) справедлива не тiльки для кулонiв-
ського, але й для будь-якого iншого потенцiалу притя-
гання, бо вона є безпосереднiм наслiдком варiацiйно-
го визначення дискретного спектра обмеженого зни-
зу гамiльтонiана [26]. Ця нерiвнiсть, зокрема, пояснює
передбачуване у працi [27] збiльшення енерґiй зв’язку
домiшкових зв’язаних станiв у квантових точках при
введенi залежної вiд координат маси.

Для отримання подальших нерiвностей зафiксуємо
вигляд змiнної маси (22) й розглянемо нульову та пер-
шу поправки ~-розкладу, внесок яких в енерґiю є ви-
значальним. За формулами (11) i (21) одержуємо

E0 = − q

r0
+

Λ2

2mcr20
(1 + ar0)λ,

E1 =
(2nr + 1)(1 + ar0)λ(ωr0 − Λ)

2mcr20
, (25)

де

ω =

√
mcq(1 + ar0)−λ−1[a2r20(2− λ)(1− λ) + 2ar0(2− λ) + 2]

r0(2 + (2− λ)ar0)
. (26)

Суму цих двох поправок зручно подати так:

E0 + ~E1 = EB +
mcq

2

2s2Λ2

[
tλ − 1 + (s− 1)2 +

~(2nr + 1)(ωr0/Λ− 1)
Λ

tλ
]
. (27)
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Тут EB = −mcq
2/2~2(nr + l + 1)2 — енерґiя за сталої

маси, t = 1 + ar0, s = tλ − λ
2 (tλ − tλ−1).

Визначимо на основi виразу (27) взаємне розташу-
вання енерґетичних рiвнiв, що вiдповiдають одному
й тому самому значенню головного квантового числа
n = nr + l + 1 та за сталої маси є виродженими. Ве-
личини Λ, r0, ω, t, s, якi мiстяться у (27), залежать
вiд n, але не вiд nr та l окремо, i тому не можуть
забезпечувати зняття виродження. Але його забезпе-
чує останнiй доданок у квадратних дужках завдяки
множнику (2nr + 1). Знак цього доданка збiгається зi
знаком величини (ωr0/Λ− 1), для якої знаходимо

ωr0
Λ

− 1 =
ω2r20/Λ

2 − 1
ωr0/Λ + 1

(28)

= − λar0 [2 + (3− λ)ar0]
2(ωr0/Λ + 1)(1 + ar0)2

.

Вочевидь, при λ < 0 маємо (ωr0/Λ − 1) > 0 i, як
наслiдок, рiвень iз квантовими числами (nr, l) буде
розташований вище за рiвень (nr − 1, l + 1).

Доведемо тепер, що при λ > 0 взаємне розта-
шування рiвнiв буде протилежним, тобто E(nr, l) <
E(nr − 1, l+ 1). Як це видно з (28), достатньо показа-
ти, що 2+(3−λ)ar0 > 0 при λ > 0. Рiвняння (10) для
знаходження r0, яке можна записати у виглядi

r0 =
Λ2

mcq

[
tλ − λ

2
(tλ − tλ−1)

]
=

Λ2

mcq
s, (29)

має додатний корiнь лише за умови s > 0, звiдки ви-
пливає ar0 = t−1 < 2/(λ−2) при λ > 0. Вiдтак маємо
2 + (3− λ)ar0 > ar0 > 0, що й треба було довести.

Отже, введення залежної вiд координат маси
m(r) = mc/(1+ar)λ приводить до зняття “випадково-
го” виродження у спектрi енерґiй, причому

E(nr, l) ≶ E(nr − 1, l + 1) λ ≷ 0. (30)

Зазначимо, що в разi λ < 0 такий порядок розташу-
вання рiвнiв збiгається з характерним для спектрiв
мюонних атомiв, а також спектра згладженого куло-
нiвського потенцiалу [28].

Далi розгляньмо вiдстанi за шкалою енерґiй мiж
рiвнями з однаковими значеннями n = nr + l + 1 й
оцiнiмо величину вiдношення

R =
E(nr − 1, l + 1)− E(nr, l)
E(nr, l)− E(nr + 1, l − 1)

. (31)

Використаймо наближений вираз для енерґiї з ура-
хуванням перших трьох поправок E = E0 + E1~ +
E2~2. Для E2 за рекурентними формулами (21) одер-
жуємо

E2 =
tλ−2

16mcω2r40
(n2

r + nr)

[
− 8Λ2(ar0(λ− 2)− 2)2

− 8Λωr0

(
6(1 + a1)− 3a2r20(λ− 2)(1 + λ+ a1) + ar0

(
12(1 + a1)− λ(3a1 − 4)

))

− ω2r20

(
a2r20(16λ2 + 15a2

1 + 8λ(3a1 + 1)− 12a2 − 8) + 2ar0(15a2
1 + 12λa1 − 12a2 − 8) + 15a2

1 − 12a2 − 8
)]

+ f(n) ≡ tλ−2

16mcω2r40
(n2

r + nr)g + f(n), (32)

де f(n) — функцiя, залежна лише вiд n, але не вiд l
та nr окремо. Конкретний її вигляд для нас не важ-
ливий, тому що ми розглядаємо рiвнi з однаковим n.

Комбiнуючи вирази (27) i (32), знаходимо шукане
вiдношення

R =
1 + (2nr − 1)b1/b2
1 + (2nr + 1)b1/b2

, (33)

де

b1 =
tλ−2~2g

16mcω2r40
, (34)

b2 =
[
mcq

2tλ~
Λ3s2

(ωr0
Λ

− 1
)

+
tλ−2~2g

16mcω2r40

]
. (35)

Вочевидь, R < 1 при b1/b2 > 0, R > 1 при b1/b2 < 0.

Аналiтично знак b1/b2 вдається встановити у разi,
коли координатно-залежна маса змiнюється повiль-
но. Вважаючи параметр a малим i здiйснюючи роз-
клади в ряди Тейлора за його степенями, одержимо
b1/b2 = ~/(~ − 2Λ) + O(a). Тодi з (23) випливає, що
b1/b2 < 0.

Отже, маємо нерiвнiсть

E(nr − 1, l + 1)− E(nr, l)
E(nr, l)− E(nr + 1, l − 1)

> 1, (36)

виконання якої пiдтверджують чисельнi розрахунки,
проведенi при рiзних, не обов’язково малих значеннях
a та λ. Ця нерiвнiсть означає, що змiщення за шкалою
енерґiй, зумовлене введенням змiнної маси, є бiльшим
для рiвнiв з бiльшим орбiтальним квантовим числом.
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Слiд додати, що в лiтературi вiдомий аналiз особ-
ливостей спектру рiвняння Дiрака з кулонiвським по-
тенцiалом та залежною вiд координат масою [29, 30].
Як вiн засвiдчує, релятивiстськi чинники, зокрема по-
в’язана зi змiнною масою додаткова спiн-орбiтальна
взаємодiя, також впливають на порядок розташуван-
ня енерґетичних рiвнiв.

ВИСНОВКИ

У цiй статтi розроблено технiку наближеного обчис-
лення власних значень енерґiї радiального рiвняння
Шрединґера з масою, залежною вiд координат. За-
снована на розкладах за степенями сталої Планка з
наступним розглядом системи в околi мiнiмуму ефек-

тивного потенцiалу, ця технiка дає змогу обчислюва-
ти поправки до енерґiй, власне кажучи, довiльного
порядку як в аналiтичному, так i в чисельному ви-
глядi.

Як приклад дослiджено спектр кулонiвського по-
тенцiалу за наявностi змiнної маси m(r) = mc/(1 +
ar)λ й виведено нерiвностi, що регламентують поря-
док розташування енерґетичних рiвнiв такої системи.
Зокрема нерiвностi (30) i (36) визначають, як вiдбува-
ється зняття “випадкового” виродження, властивого
кулонiвськiй задачi зi сталою масою.

Одержанi за розробленою технiкою вирази для
енерґiй також можна застосувати до вивчення за-
лежностi енерґетичних спектрiв наносистем сферич-
ної симетрiї вiд їх радiуса, що є актуальною пробле-
мою сучасної нанофiзики.
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~-EXPANSION FOR THE SCHRÖDINGER EQUATION
WITH A POSITION-DEPENDENT MASS
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A recursion technique of obtaining the asymptotical expansions for the bound-state energy eigenvalues of the
radial Schrödinger equation with a position-dependent mass is presented. As an example of the application we
calculate the energy eigenvalues for the Coulomb potential in the presence of position-dependent mass and we
derive the inequalities regulating the shifts of the energy levels from their constant-mass positions.
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