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Представлено новий повнiстю квантовий метод опису тунелювання в задачi розпаду ядра з
вильотом протона у сферично-симетричному наближеннi та з реалiстичним радiальним бар’є-
ром довiльної форми. У такому пiдходi знайдено амплiтуди хвильової функцiї, проникнiсть T
i вiдбиття R щодо бар’єра, що складається з N прямокутних сходинок при довiльному N . Цi
розв’язки точнi, отриманi в повнiстю квантовому пiдходi вперше. У випадку граничного пере-
ходу N →∞ їх можна розглянути як точнi для реалiстичного протон–ядерного потенцiалу з
бар’єром i внутрiшньою ямою. На вiдмiну вiд квазiкласичного та двопотенцiального пiдходiв,
за допомогою запропонованого методу ми встановлюємо залежнiсть проникностi (та, вiдпо-
вiдно, перiоду напiврозпаду) вiд точки старту Rmin у внутрiшнiй областi, звiдки починається
вилiт протона назовнi (наприклад, для 157

73 Ta проникнiсть змiнюється до 200 разiв; точнiсть
|T +R−1| < 1.5·10−15). При умовi, що вилiт протона починається з мiнiмуму внутрiшньої ями,
забезпечується мiнiмальне значення розрахункового перiоду напiврозпаду, що дає стабiльний
базис для теоретичних передбачень. Це вказує на необхiднiсть уведення початкових умов у
задачi розпаду (запропоновано вперше). Урахування зовнiшньої забар’єрної областi змiнює
перiод напiврозпаду до 1.5 разу (чим нехтують сучаснi квазiкласичнi моделi).

Ключовi слова: тунелювання, багаторазове внутрiшнє вiдбивання, хвильовий пакет, роз-
пад через протонну емiсiю, проникнiсть i вiдбиття, перiод напiврозпаду.
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I. ВСТУП

Ядра, що розташованi далеко вiд протонної лiнiї
стабiльностi, є протонними емiтерами з основного ста-
ну, тобто ядрами, якi нестабiльнi щодо вильоту про-
тона з основного стану. Вiдповiднi перiоди напiвроз-
паду, що є в дiапазонi вiд 10−6 до декiлькох секунд,
виявляються достатньо великими, щоб можна було
отримати багату спектроскопiчну iнформацiю. Екс-
периментально протоннi емiтери були вiдкритi в об-
ластi мас A ≈ 110, 150 i 160 (див. [1–4] i лiтерату-
ру в цих роботах). Передбачається, що в найближчо-
му майбутньому за допомогою технiки радiоактивних
пучкiв будуть вiдкритi новi областi протонно нестабi-
льних ядер.

На початку материнське ядро такого емiтера пе-
ребуває у квазiстацiонарному станi i протонний роз-
пад зазвичай розглядають як процес, при якому про-
тон тунелює через потенцiальний бар’єр. На сьогоднi
в теоретичному аспектi можна видiлити три основ-
нi пiдходи [5]: пiдхiд у борнiвському наближеннi (dis-
torted wave Born approximation, DWBA), двопотенцi-
альний пiдхiд (two-potential approach, TPA) та пiдхiд,
що заснований на описi проникнення протона через
бар’єр у термiнах квазiкласичної моделi (semiclassical
approach, WKBA). Як основну характеристику для
критерiю, наскiльки успiшно описано протонний роз-
пад, використовують перiод напiврозпаду, який ви-
значають на основi гамма-ширини, що обчислюється
за допомогою одного з пiдходiв. У систематичному ви-
вченнi цi пiдходи корелюють мiж собою, тодi як при

визначеннi гамма-ширин розрахунок проникностi ба-
р’єра є ключовим пунктом. Третiй пiдхiд розв’язує це
завдання безпосередньо (де квазiкласичне наближен-
ня з точнiстю до другого порядку є переважаючим),
у першому i другому проникнiсть бар’єра не розгля-
дають. Але в цих пiдходах розрахунки гамма-ширин
заснованi на узгодженостi (кореляцiї) мiж хвильови-
ми функцiями в початковому станi (тобто коли про-
тон займає зв’язаний стан перед розпадом) i кiнце-
вому станi (тобто коли цей протон уже проник че-
рез бар’єр i рухається назовнi, без урахування його
можливих осциляцiй у внутрiшнiй областi i в областi
бар’єра). Проте найбiльш точну (детальну) iнформа-
цiю про взаємозв’язок мiж амплiтудами й фазами цих
хвилевих функцiй (а також їхнiми потоками) мож-
на отримати з єдиного розгляду процесу проникнення
протона через бар’єр, яке пропонує ВКБ-пiдхiд. Тим
самим ми знов повертаємося до задачi проникностi ба-
р’єра з максимально точним визначенням хвилi, що
падає на бар’єр, i хвилi, що пройшла крiзь нього в
зовнiшню область, що досягається у квазiкласичному
пiдходi.

Основною метою цiєї роботи є спроба виконати пе-
рехiд вiд квазiкласичної єдиної картини проникнення
протона через бар’єр, що використовується у ВКБ-
пiдходi, до її повнiстю квантового аналога, покласти
повнiстю квантовий базис до визначення проникнос-
тi бар’єрiв у цiй задачi. Такий математичний фор-
малiзм ми будуємо в напрямку подальшого розвит-
ку методу багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв (БВВ,
див. [6–10]), узагальнюючи його до опису радiальних
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бар’єрiв довiльної форми. Щоб зробити таке досить
складне удосконалення методу, ми обмежилися роз-
глядом сферично-симетричних протонних емiтерiв iз
вильотом протонiв з основного стану, тодi як перед-
бачається, що включення ядерних деформацiй можна
було б пiд’єднати потiм стандартно. Ця перспектива
методу, нiколи ранiше не дослiджувана, дає змогу ди-
намiчно описати процес проникнення протона через
бар’єр довiльної форми в повнiстю квантовому роз-
глядi, обчислювати проникнiсть i вiдбиття щодо ба-
р’єра без квазiкласичних обмежень, аналiзувати мож-
ливостi квазiкласичного та iнших пiдходiв на такiй
основi.

Ця робота органiзована так. У розд. II представле-
но формалiзм методу багаторазових внутрiшнiх вiд-
биттiв при описi тунелювання протона через бар’єр
у задачi протонного розпаду. Тут ми наводимо роз-
в’язки для амплiтуд, визначаємо проникнiсть, шири-
ну й перiод напiврозпаду. У розд. III результати роз-
рахункiв зiставляємо з експериментальними даними
та порiвнюємо з вiдповiдними обчисленнями, отри-
маними у квазiкласичному пiдходi. Маючи повнiс-
тю квантовий базис методу, ми детально дослiджу-
ємо вплив форми бар’єра на значення ширини. Зо-
крема, вперше спостерiгаємо iстотний вплив внутрiш-
ньої ями перед бар’єром на перiод напiврозпаду, який
не дають квазiкласичний та двопотенцiальний пiдхо-
ди. Ця властивiсть вимагає вiд нас ввести початкову
умову, що має бути накладеною на протонний роз-
пад у повнiстю квантовому розглядi (як нестацiонар-
ному, так i стацiонарному). Ми коротко аналiзуємо
можливi перетини мiж пiдходом БВВ та iншими пов-
нiстю квантовими методами для розрахунку ширин.
У розд. IV подаємо висновки отриманих результатiв.
Додатки включають доказ методу БВВ на прикладi
прямокутного бар’єра, альтернативний стандартний
пiдхiд квантової механiки, який використовуємо як
тест методу БВВ i здобутих результатiв, та порiвнян-
ня методу БВВ з альтернативним двопотенцiальним
пiдходом, що вважається найбiльш перспективним на
сьогоднi.

II. ТЕОРЕТИЧНИЙ ПIДХIД

A. Пiдхiд багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв:
досягнення та проблеми

Пiдхiд до опису одновимiрного руху нерелятивiст-
ської частинки над бар’єром на основi багаторазових
внутрiшнiх вiдбиттiв стацiонарних плоских хвиль вiд-
носно границь давно вiдомий i вивчений досить добре
(див. [11–13] та посилання в цих працях). Тунелюван-
ня частинки пiд бар’єром також описано успiшно на
основi багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв хвильових
пакетiв стосовно границь (цей пiдхiд названо мето-
дом багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв, або мето-
дом БВВ, див. [6–9]). У цьому пiдходi вдалося об’єдна-
ти: 1) неперервний зв’язок мiж розв’язками для над-
бар’єрного руху та пiдбар’єрного тунелювання для

пакетiв на кожному етапi (згiдно з формалiзмом мето-
ду БВВ) i повних пакетiв; 2) збiг, отриманих у пiдхо-
дi БВВ амплiтуд вiд стацiонарної хвильової функцiї
(ВФ), що пройшла, та вiдбитої на кожнiй областi з
вiдповiдними амплiтудами, одержаними стандартни-
ми методами квантової механiки; 3) усi нестацiонарнi
потоки на кожному етапi не дорiвнюють нулевi, що
пiдтверджує проходження пакетiв пiд бар’єром (тоб-
то їх “тунелювання”). У межах такого методу нестацi-
онарне тунелювання отримало власну iнтерпретацiю,
а сам метод дозволив вивчати цей процес у довiльних
моментi часу й координатi простору. У розрахунку
фазових часiв метод виявився досить ефективним i
наочним [10]. Вiдтак, його було адаптовано до розв’яз-
ку задач розсiяння частинок на ядрах та α-розпаду у
сферично-симетричному наближеннi з простими ра-
дiальними бар’єрами [6, 7, 9] та тунелювання фото-
нiв [7, 10]. Проте при подальшому розвитку пiдходу
БВВ ми зiткнулися з такими трьома проблемами:

1. Проблема ефективностi методу. Пiдхiд багато-
разових вiдбиттiв доведено для руху над одним пря-
мокутним бар’єром i для тунелювання пiд ним [7,13].
Проте пiсля найпростiшого ускладнення бар’єра че-
рез додавання другої прямокутної сходинки вже стає
досить складно зрозумiти, як при розрахунку амплi-
туд видiляти необхiднi вiдбиття хвиль зi всiєї їхньої
рiзноманiтностi. Хоча такi точнi розв’язки для стацi-
онарних амплiтуд i були отриманi для двох прямокут-
них бар’єрiв довiльної форми [6,9], проте залишається
неясним, як узагальнити такий пiдхiд на бар’єри до-
вiльної форми. У [14] розглянуто багаторазовi вiдбит-
тя хвиль при описi тунелювання через безлiч однако-
вих прямокутних сходинок, що роздiленi на однаковi
вiдстанi. Однак у цiй працi розв’язки для амплiтуд
представленi лише для двох сходинок у наближеннi,
коли вони роздiленi на досить велику вiдстань. Крiм
того, розв’язки в пiдходi багаторазових вiдбиттiв за-
снованi на амплiтудах повної хвильової функцiї, що
була отримана стандартним способом (див. (7), (18),
(19) у цiй працi). Отже, ми приходимо до серйозної
нерозв’язаної проблеми реалiзацiї пiдходу багаторазо-
вих внутрiшнiх вiдбиттiв при описi реальних кван-
тових систем iз бар’єрами складної форми i до необ-
хiдностi розробити чiткi алґоритми розрахунку амп-
лiтуд.

2. Проблема коректностi методу. Чи iснує iнтер-
ференцiя мiж пакетами, що формуються при вiдбиттi
вiд рiзних границь? Чи приводить це до принципово
iншого результату порiвняно зi стандартним способом
квантової механiки? Вiдзначимо, що така iнтерферен-
цiя не може виявитися при тунелюваннi через один
прямокутний бар’єр i тому, вона не могла бути дослi-
дженою в попереднiх роботах.

3. Проблема невизначеностi в радiальнiй задачi. На
сьогоднi для рiзних видiв розпадiв визначення перiо-
дiв напiврозпаду у квазiкласичному пiдходi перева-
жає. Наведемо лише декiлька прикладiв. У [15] до-
сить непогане узгодження мiж теоретичними розра-
хунками перiодiв напiврозпаду та їхнiми експеримен-
тальними даними продемонстровано для α-розпаду в
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широкому дiапазонi ядер вiд 106Te до ядра з A =
266 i Z = 109 (деякi бiльш вдосконаленi пiдхо-
ди див., наприклад, у [16]), де A та Z — це атом-
не та зарядове числа дочiрнього ядра. Методоло-
гiя розрахунку перiодiв напiврозпаду для ядер, що
спонтанно дiляться, описано в оглядi [17] (див. (21)–
(24), стор. 321). Розгляньмо протонний розпад яд-
ра, де протон проникає з внутрiшньої областi назов-
нi з його тунелюванням через бар’єр. Зазвичай, па-
даюча й вiдбита хвилi перебувають з невизначенiс-
тю в однакових граничних умовах. Як їх визначити?
Квазiкласична теорiя дає таку вiдповiдь на це пи-
тання: отримуючи добре вiдому формулу проникнос-
тi, ми повнiстю нехтуємо другим (зростаючим) до-
данком вiд хвильової функцiї в областi тунелювання
(див. [18], (50.2), стор. 221). Унаслiдок цього рiвнiсть
T 2 + R2 = 1 втрачає сенс (де T i R — коефiцiєнти
проникностi й вiдбиття). Вимога неперервностi хви-
льової функцiї й повного потоку порушується в точцi
повороту. Отже, ми не шукаємо коефiцiєнта вiдбит-
тя R, не передбачаємо можливої ненульової iнтерфе-
ренцiї мiж хвилею, що падає на бар’єр, та вiдбитою
хвилею вiд нього. Проникнiсть визначаємо виключно
формою бар’єра в областi тунелювання, тодi як внут-
рiшня яма й зовнiшнiй хвiст не впливають на неї аб-
солютно. Проникнiсть не залежить вiд глибини внут-
рiшньої ями (тодi як уже найпростiший прямокутний
бар’єр iз прямокутною ямою дають iнший точний роз-
в’язок). Але квазiкласичний пiдхiд є настiльки поши-
реним, що слiд було б передбачити, що вiн має досить
хороше наближення в розрахунку проникностi. Проте
виявляється, що якщо шукати проникнiсть бар’єра в
повнiстю квантовому пiдходi, то можна отримати вiд-
повiдь “нi”. Наш аналiз доводить, що повнiстю кван-
това проникнiсть є функцiєю вiд декiлькох нових до-
даткових незалежних параметрiв i вона може досяга-

ти iстотної вiдмiнностi вiд квазiкласичного її значен-
ня (за однакової граничної умови, що накладається
на хвильову функцiю). Це й буде продемонстровано
нижче.

B. Розпад при радiальному бар’єрi,
що складається з довiльного числа прямокутних

сходинок

Вважатимемо, що з деякого моменту часу перед
розпадом ядро можна розглянути як систему, яка
складається з дочiрнього ядра i фрагмента (протона),
що вилiтає. Її розпад описують за допомогою частин-
ки з наведеною масою m, яка рухається в радiально-
му напрямку в полi радiального потенцiалу з бар’є-
ром. Щоб розробити формалiзм методу БВВ до опису
складних реалiстичних бар’єрiв, вiзьмемо до розгля-
ду бар’єр довiльної форми, який, як передбачається,
можна вдало апроксимувати досить великим числом
N прямокутних сходинок:

V (r) =


V1 при Rmin < r ≤ r1 (область 1),
V2 при r1 ≤ r ≤ r2 (область 2),
. . . . . . . . .
VN при rN−1 ≤ r ≤ Rmax (область N),

(1)
де Vj — сталi (j = 1 . . . N). Визначимо першу область,
починаючи вiд точки Rmin, та будемо вважати, що
саме в цiй областi протон починає свiй рух назовнi.
Спочатку ми шукатимемо розв’язки задачi для енер-
ґiй, бiльших, нiж висота бар’єра. Загальний розв’язок
для хвильової функцiї (з точнiстю до її нормування)
можна записати так:

ψ(r, θ, ϕ) =
χ(r)
r
Ylm(θ, ϕ), (2)

χ(r) =


eik1r +AR e

−ik1r, при Rmin < r ≤ r1 (область 1),
α2 e

ik2r + β2 e
−ik2r, при r1 ≤ r ≤ r2 (область 2),

. . . . . . . . .
αN−1 e

ikN−1r + βN−1 e
−ikN−1r, при rN−2 ≤ r ≤ rN−1 (область N − 1),

AT e
ikN r, при rN−1 ≤ r ≤ Rmax (область N),

(3)

де αj i βj — невiдомi амплiтуди, AT i AR — невiдомi
амплiтуди проходження й вiдбиття, Ylm(θ, ϕ) — сфе-
рична функцiя, kj = 1

~
√

2m(E − Vj) — хвильове чис-
ло. Розв’язок задачi будемо шукати в пiдходi бага-
торазових внутрiшнiх вiдбиттiв (також обмежимося
випадком з орбiтальним моментом l = 0, тодi як його
ненульове значення можна врахувати далi, додавши
вiдцентрову компоненту до потенцiалу V (r), що нiяк
не вплине на iдею та формалiзм методу БВВ i тому є
абсолютно не принциповим при його першому викла-
дi).

Вiдповiдно до методу багаторазових внутрiшнiх

вiдбиттiв розсiяння частинки на бар’єрi розглядаємо
на основi хвильового пакета послiдовно за етапами йо-
го поступового проникнення стосовно кожної грани-
цi бар’єра (найбiльш ясно iдею такого пiдходу мож-
на зрозумiти в задачi тунелювання через найпростi-
ший прямокутний бар’єр, див. [7,9,10] та Додаток А,
де наведено доказ такого повнiстю квантового, точно
розв’язуваного методу, а також проаналiзовано його
властивостi). Як виявляється, кожен етап у такому
розглядi поширення пакета є подiбним до одного з
перших 2N − 1 етапiв, незалежних мiж собою. З ана-
лiзу цих етапiв ми знаходимо рекурентнi спiввiдно-
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шення для визначення невiдомих амплiтуд A(n)
T , A(n)

R ,
α

(n)
j i β(n)

j для довiльного етапу з номером n (тут ниж-
нiй iндекс j означає номер довiльної областi Vj , логiку
уведення амплiтуд за етапами можна знайти в Додат-
ку А). При складаннi цих спiввiдношень на кожному
етапi ми виконуємо умову неперервностi повної хви-
льової функцiї (утвореною зi всiх пакетiв) та її похiд-
ної щодо вiдповiдної границi.

Згiдно з аналiзом хвиль, що поширюються в облас-
тi з довiльним номером j на довiльному етапi, кож-
ну хвилю можна представити як добуток експоненти
e±i kj r на деякий сталий коефiцiєнт (амплiтуду). При
практичних розрахунках уся труднiсть полягає у ви-
значеннi таких невiдомих амплiтуд. Але щоб зробити

такi розрахунки найблегкшими (доступними) для до-
вiльного етапу, можна виразити амплiтуду хвилi, що
пройшла через границю з номером j, як добуток амп-
лiтуди вiдповiдної хвилi, що падає на цю границю, на
новий коефiцiєнт T±j (амплiтуду проходження через
границю з номером j). Тут нижнiй iндекс позначає
номер границi, а верхнiй знак “+” або “−” — напря-
мок падаючої хвилi вправо або влiво вiдповiдно. Ана-
логiчно ми пов’язуємо амплiтуду вiдбитої хвилi вiд
границi з номером j з амплiтудою хвилi, що падає на
цю границю, через новий коефiцiєнт R±j . Самi коефi-
цiєнти T±1 , T±2 , T±3 . . . та R±1 , R±2 , R±3 . . . можна знай-
ти з рекурентних спiввiдношень, указаних вище (див.
Додаток А).

Таким чином, ми обчислюємо T±1 , T±2 . . .T±N−1 i R±1 , R±2 . . .R±N−1:

T+
j =

2kj

kj + kj+1
ei(kj−kj+1)rj , T−j =

2kj+1

kj + kj+1
ei(kj−kj+1)rj ,

R+
j =

kj − kj+1

kj + kj+1
e2ikjrj , R−j =

kj+1 − kj

kj + kj+1
e−2ikj+1rj .

(4)

Тепер припустимо, що хвиля, яка поширюється в областi з номером j − 1, падає злiва на частину потен-
цiального бар’єра з лiвою границею в точцi rj−1 (та правою границею в точцi rN−1). Знайдемо хвилю, що
вiдбивається вiд такого бар’єра. Вона повинна об’єднати всi хвилi, що формуються внаслiдок багаторазових
внутрiшнiх проходжень та вiдбиттiв щодо границь rj−1 . . . rN−1 та покидають бар’єр через границю rj−1. Ми
визначимо амплiтуду вiдбиття R̃+

j−1 такої сумарної хвилi так (найбiльш ясно цi формули можна отримати при
j = N − 2):

R̃+
j−1 = R+

j−1 + T+
j−1R̃

+
j T

−
j−1

(
1 +

+∞∑
m=1

(R̃+
j R

−
j−1)

m
)

= R+
j−1 +

T+
j−1R̃

+
j T

−
j−1

1− R̃+
j R

−
j−1

. (5)

Аналогiчно ми визначаємо також:

R̃−j+1 = R−j+1 + T−j+1R̃
−
j T

+
j+1

(
1 +

+∞∑
m=1

(R+
j+1R̃

−
j )m

)
= R−j+1 +

T−j+1R̃
−
j T

+
j+1

1−R+
j+1R̃

−
j

,

T̃+
j+1 = T̃+

j T
+
j+1

(
1 +

+∞∑
m=1

(R+
j+1R̃

−
j )m

)
=

T̃+
j T

+
j+1

1−R+
j+1R̃

−
j

.

(6)

При такому формулюваннi маємо рекурентнi спiв-
вiдношення, що пов’язують мiж собою всi сумарнi ам-
плiтуди. Тепер ми виберемо як стартовi такi значення:

R̃+
N−1 = R+

N−1, R̃
−
1 = R−1 , T̃

+
1 = T+

1 , (7)

та послiдовно обчислимо всi амплiтуди R̃+
N−2 . . . R̃+

1 ,
R̃−2 . . . R̃−N−1 i T̃+

2 . . . T̃+
N−1. На завершення, ми знахо-

димо коефiцiєнти βj :

βj = T̃+
j−1

(
1 +

+∞∑
m=1

(R̃+
j R̃

−
j−1)

m
)

=
T̃+

j−1

1− R̃+
j R̃

−
j−1

, (8)

амплiтуди проходження й вiдбиття щодо всього бар’є-
ра:

AT = T̃+
N−1, AR = R̃+

1 (9)

i вiдповiднi коефiцiєнти проникностi TMIR
1 i вiдбиття

1Далi ми будемо аналiзувати й порiвнювати коефiцiєнти проникностi та перiоди напiврозпаду, отриманi зi застосуван-
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RMIR:

TMIR =
kn

k1

∣∣AT

∣∣2, RMIR =
∣∣AR

∣∣2. (10)

Ми перевiряємо умову:

kn

k1
|AT |2 + |AR|2 = 1 або TMIR +RMIR = 1 (11)

у ролi тесту, чи дає метод БВВ достовiрнi розв’язки
для амплiтуд хвильової функцiї. Тепер, якщо енерґiя
частинки нижче, нiж висота однiєї сходинки з номе-
ром m, тодi для опису проникнення цiєї частинки че-
рез бар’єр з її тунелюванням необхiдно виконати таку
замiну:

km → i ξm, (12)

де ξm = 1
~
√

2m(Vm − E). Для потенцiалу, що склада-
ється з двох прямокутних сходинок (або ям) рiзних
розмiрiв, при порiвняннi амплiтуд хвильової функцiї,
визначеної методом БВВ, з вiдповiдними амплiтуда-
ми, отриманими у стандартному пiдходi квантової ме-
ханiки ми досягаємо 15 перших значущих цифр їх
повного збiгу. Збiльшення кiлькостi сходинок до де-
кiлькох тисяч зберiгає таку точнiсть у збiгу амплiтуд
у пiдходi БВВ з вiдповiдними амплiтудами у стан-
дартному пiдходi квантової механiки, та також ви-
конання умови (11) (див. Додаток Б, де ми коротко
представляємо стандартний пiдхiд квантової механi-
ки, який ми застосовуємо до потенцiалу (1), та роз-
в’язки амплiтуд). Це важливий тест, який пiдтвер-
джує реальну спроможнiсть методу БВВ. Отже, ми

отримали повну вiдповiднiсть мiж розв’язками для
амплiтуд, одержаних методом БВВ та стандартним
пiдходом квантової механiки, i таким чином, ми уза-
гальнюємо метод БВВ на опис тунелювання частинки
через потенцiал, що складається з довiльного кiнцево-
го числа прямокутних сходинок i ям довiльної форми.

C. Ширина Γ та перiод напiврозпаду

Визначимо ширину Γ розпаду квантової системи на
основi процедури, запропонованої у [19,23]:

Γ = Sp F
~2

4m
T, (13)

де Sp — спектроскопiчний фактор i F — фактор нор-
мування, T — коефiцiєнт проникностi для проникнен-
ня частинки з внутрiшньої областi назовнi з її туне-
люванням крiзь бар’єр, який ми будемо обчислювати
в пiдходi БВВ та в пiдходi ВКБ. У ВКБ-пiдходi ви-
значаємо проникнiсть так:

TWKB = exp

{
−2

Rtp, 3∫
Rtp, 2

√
2m
~2

(
Qp − V (r)

)
dr

}
, (14)

де Rtp, 2 i Rtp, 3 — внутрiшня (друга) i зовнiшня (тре-
тя) точки повороту (тобто точки перетину потенцiалу
з Q-значенням, див. рис. 1), Qp — Q-значення протон-
ного розпаду [5].

точнiсть у збiгу амплiтуд у пiдходi БВВ з вiдповiдними амплiтудами у стан-
дартному пiдходi квантової механiки, та також виконання умови (11) (див. До-
даток B, де ми коротко представляємо стандартний пiдхiд квантової механiки,
який ми застосовуємо до потенцiалу (45), та розв’язки амплiтуд). Це важливий
тест, який пiдтверджує реальну працездатнiсть методу БВВ. Отже, ми отрима-
ли повну вiдповiднiсть мiж рiшеннями для амплiтуд, отриманих методом БВВ
та стандартним пiдходом квантової механiки, i таким чином, ми узагальнюємо
метод БВВ на опис тунелювання частинки через потенцiал, що складається з
довiльного кiнцевого числа прямокутних сходинок i ям довiльної форми.

2.3 Ширина Γ та перiод напiврозпаду

Визначимо ширину Γ розпаду квантової системи на основi процедури, запропо-
нованої у [19,23]:

Γ = Sp F
h̄2

4m
T, (13)

де Sp — спектроскопiчний фактор i F — фактор нормування, T — коефiцiєнт
проникностi для проникнення частинки з внутрiшньої областi назовнi з її туне-
люванням крiзь бар’єр, який ми будемо обчислювати у пiдходi БВВ та у пiдходi
ВКБ. У ВКБ-пiдходi визначаємо проникнiсть так:

TWKB = exp

{
−2

Rtp, 3∫
Rtp, 2

√
2m

h̄2

(
Qp − V (r)

)
dr

}
(14)

де Rtp, 2 i Rtp, 3 — внутрiшня (друга) i зовнiшня (третя) точки повороту (тоб-
то точки перетину потенцiалу з Q-значенням, див. Рис. 1), Qp — Q-значення
протонного розпаду [5].
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Рис. 1: Положення точок повороту вiдносно потенцiалу та Q-значення (вибрано
ядро 109

53 I, для цього ядра маємо Qp = 0.829 МеВ, див. Табл. 1).

8

Рис. 1. (Кольоровий онлайн.) Положення точок повороту вiдносно потенцiалу та Q-значення (вибрано ядро 109
53 I, для

цього ядра маємо Qp = 0.829 МеВ, див. таблицю).

ням методу багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв або квазiкласичного методу. Тому, щоб вiдрiзнити такi коефiцiєнти та
перiоди, ми будемо додавати абревiатуру “MIR” (вiд назви метода “multiple internal reflections”), якщо було використано
метод багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв, або позначення WKB при використаннi квазiкласичного пiдходу.

4002-5



С. П. МАЙДАНЮК, С. В. БЕЛЬЧИКОВ

Вiдповiдно до [15], фактор нормування F можна
визначити в спрощеному варiантi так:

F1 =

{ Rtp, 2∫
Rtp, 1

dr

2k(r)

}−1

(15)

та в уточненому варiантi так:

F2 =

{ Rtp, 2∫
Rtp, 1

1
k(r)

cos2
[ r∫

Rtp, 1

k(r′) dr′ − π

4

]
dr

}−1

,

(16)
де Rtp, 1 — перша точка повороту (див. рис. 1). Пе-
рiод напiврозпаду τ пов’язаний iз шириною Γ добре
вiдомою формулою:

τ = ~ ln 2/Γ. (17)

Для опису взаємодiї мiж протоном i ядром скорис-
таймося сферично-симетричним протон–ядерним по-
тенцiалом iз [20]2, який має такий вигляд:

V (r, l, Qp) = vC(r) + vN (r,Qp) + vl(r), (18)

де vC(r), vN (r,Qp) та vl(r) — кулонiвська, ядерна й
вiдцентрова компоненти

vN (r,Qp) =
VR(A,Z,Qp)

1 + exp
r − rm
d

,

vl(r) =
l (l + 1)
2mr2

, (19)

vC(r) =


Ze2

r
, при r ≥ rm,

Ze2

2rm

{
3− r2

r2m

}
, при r < rm.

Тут A i Z — числа нуклонiв i протонiв дочiрнього
ядра, VR — сила (strength) ядерної компоненти, R —
радiус дочiрнього ядра, rm — ефективний радiус ядер-
ної компоненти, d — параметр дифузностi. Усi пара-
метри визначено у [20]. При l 6= 0 додаткову спiн-
орбiтальну поправку до потенцiалу враховуємо вiд-
повiдно до [20] (див. (5) у цiй працi). Вiдзначимо, що
основною метою цiєї роботи є принципова побудова
повнiстю квантового базису для визначення проник-
ностi й подальшого розрахунку перiоду напiврозпаду

в задачi протонного розпаду. Щоб отримати розв’язок
задачi максимально ясним, ефективним є використа-
ти сферично-симетричний протон–ядерний потенцiал
iз реалiстичним бар’єром, тодi як урахування дефор-
мацiї ядра передбачається стандартно включити по-
тiм, як це роблять у сучасних моделях.

III. РЕЗУЛЬТАТИ

На сьогоднiшнi розроблено багато моделей, якi да-
ють змогу визначати перiод напiврозпаду протонних
емiтерiв i досить добре узгоджуються з експеримен-
тальними даними. Отже, маємо доволi багатий тео-
ретичний й експериментальний матерiал для аналiзу.
Ми виберемо такi ядра: 157

73 Ta, 161
75 Re i 167

77 Ir при l = 0
та 109

53 I, 112
55 Cs i 147

69 Tm при l = 1. Наш вибiр поясню-
ємо тим, що цi ядра мають надзвичайно малий кое-
фiцiєнт квадрупольної деформацiї β2 та в хорошому
наближеннi їх можна розглядати сферичними. Ми бу-
демо вивчати протонний розпад з основного стану як
вилiт частинки з наведеною масою з внутрiшньої об-
ластi назовнi з її тунелюванням через бар’єр розпаду.
Щоб оцiнити проникнiсть бар’єра, вибiр реалiстич-
ної форми бар’єра вимагає локалiзувати старт час-
тинки у внутрiшнiй областi. Ми мiнiмiзуємо область
Rmin ≤ r ≤ R1, з якої починається рух частинки на-
зовнi з її тунелюванням та зi всiма можливими вiд-
биттями. Використовуючи технiку (4)–(7) для коефi-
цiєнтiв T±j i R±j , поступово знаходимо повнi амплiтуди
проходження AT i вiдбиття AR на основi (9), коефi-
цiєнт проникностi TMIR на основi (10). Ми тестуємо
знайденi амплiтуди, коефiцiєнти TMIR i RMIR, порiв-
нюючи їх з вiдповiдними амплiтудами й коефiцiєнта-
ми, отриманими стандартним способом квантової ме-
ханiки, який коротко представлено в Додатку Б. Ви-
значаючи F1, ми обмежимося формулою (15), ширину
Γ знаходимо через (13), перiод напiврозпаду τMIR —
через (17). У квазiкласичному пiдходi ми знаходимо
проникнiсть TWKB через (14), ширину Γ i перiод на-
пiврозпаду τWKB — через (13) i (17).

Апроксимацiю протон-ядерного потенцiалу ми ви-
конували прямокутними сходинками так. Зовнiшню
область вiд координати максимуму бар’єра до грани-
цi 250 фм розбивали на iнтервали з однаковою ши-
риною. Внутрiшню область вiд r = 0 до координати

2Огляд потенцiалiв взаємодiї протону з ядром ми почали з новiших праць. Серед них ми проаналiзували роботу [5]
1997 року. У нiй як базис для визначення параметрiв протонного розпаду використано результати [20]. Значна частина
в [5] присвячена пошуковi корекцiй параметрiв. Цi результати базуються на найбiльш вдалому збiговi мiж розрахова-
ними перiодами напiврозпаду з їнiми експериментальними значеннями. Там було використано квазiкласичний пiдхiд
(WKB), двопотенцiальний пiдхiд (TPA) та пiдхiд у борнiвському наближеннi (DWBA). Тепер, якщо зважити на ре-
зультати нашої роботи, якi показують, що обчисленi перiоди напiврозпаду можуть змiнитися до 200 разiв (див. рис. 2)
при врахуваннi умов старту пакета (якi також застосовуються при стацiонарному розглядi протонного розпаду, що не
було взято до уваги у [5]), то сенс пошуку корекцiй параметрiв у [20] становиться сумнiвним, як мiнiмум. Також ми
проаналiзували роботи [1,5,19,22–24] з теми, але це не дало суттєвих удосконалень основних iдей отримання параметрiв
потенцiалу та чисельних результатiв (необхiдних для матерiалу нашої працi).
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максимуму бар’єра розбивали на iнтервали також з
однаковою шириною, яка вiдрiзняється вiд ширини
iнтервалiв зовнiшньої областi3. Потiм, на внутрiшнiй
областi ми вибирали потрiбне для нас положення гра-
ницi Rmin, а на зовнiшнiй областi — положення гра-
ницi Rmax та далi проводили розрахунки. При дослi-
дженнi впливу границь Rmin i Rmax на значення амп-
лiтуд, проникностi та вiдбиття, перiоду напiврозпаду

нам потрiбно було змiнювати положення цих границь:
в такому аналiзi на областi вiд Rmin до Rmax ширини
iнтервалiв не змiнювалися, але змiнювалася їх кiль-
кiсть. Практично, при сумарнiй розбивцi областi вiд
r = 0 до 250 фм на декiлька тисяч iнтервалiв усi ва-
рiацiї параметрiв апроксимацiї не змiнюють перших
14 цифр результатiв (для довiльно вибраних Rmin та
Rmax), що далi наводимо у статтi.

бiля 0.001 фм, ми розглядаємо межу Rmin як точку старту, звiдки протон
починає свiй рух назовнi, падаючи на внутрiшню стiнку бар’єру у внутрiшнiй
областi. Ми проаналiзували, на скiльки сильно впливає положення внутрiшньої
границi Rmin на перiод напiврозпаду. На Рис. 2 [лiва панель] можна бачити, що
перiод напiврозпаду для ядра 157

73 Ta змiнюється досить сильно залежно вiд по-
ложення Rmin. На такiй пiдставi ми встановлюємо сильну залежнiсть перiоду
напiврозпаду вiд точки старту Rmin. Зокрема, при виборi Rmin = 7.2127 фм
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Рис. 2: Протонний розпад ядра 157
73 Ta: на лiвiй панелi показана залежнiсть пе-

рiоду напiврозпаду τMIR вiд точки старту Rmin (при Rmax = 250 фм), на правiй
панелi показана залежнiсть перiоду напiврозпаду τMIR вiд зовнiшньої границi
Rmax (Rmin — координата мiнiмуму потенцiальної ями). При Rmin = 7.2127 фм
отримане значення τMIR при Rmax = 250 фм збiгається з експериментальним
τexp. У розрахунках ми використали таку розбивку: число iнтервалiв у областi
вiд r = 0 до координати максимуму бар’єра дорiвнює 10000 та у областi вiд
координати максимуму бар’єра до границi 250 фм — також 10000. У всiх роз-
рахунках фактор F обрано однаковим.

ми досягаємо практично повного збiгу мiж перiодом напiврозпаду, обчисленим
у пiдходi БВВ, та його експериментальним значенням.

3.2 Вплив зовнiшньої областi на перiод напiврозпаду

Область бар’єру, розташована мiж двома точками повороту Rtp, 2 i Rtp, 3, є основ-
ною частиною потенцiалу, що використовується при визначеннi проникностi у
квазiкласичному пiдходi (другого порядку), тодi як його внутрiшня область (до
Rtp, 2) i зовнiшня область (вiд Rtp, 3 до Rmax) не впливають на результат. Давай-
те проаналiзуємо, чи дає метод БВВ збiжнi значення для перiоду напiврозпаду,
якщо збiльшувати зовнiшню границю Rmax (Rmax > Rtp, 3). Зберiгаючи ширину
iнтервалiв постiйною, ми будемо поступово збiльшувати Rmax (через збiльшення
числа iнтервалiв у зовнiшнiй областi), починаючи вiд зовнiшньої точки пово-
роту Rtp, 3, i будемо рахувати вiдповiдне значення перiоду напiврозпаду τMIR.
Результати таких розрахункiв для ядра 157

73 Ta приведенi на Рис. 2 [права панель],
де показано, як змiнюється перiод напiврозпаду iз зростанням Rmax. Можна ба-
чити, що для перiоду напiврозпаду метод БВВ дає значення, якi збiгаються

11

Рис. 2. (Кольоровий онлайн.) Протонний розпад ядра 157
73 Ta: на лiвiй панелi показана залежнiсть перiоду напiврозпаду

τMIR вiд точки старту Rmin (при Rmax = 250 фм), на правiй панелi показана залежнiсть перiоду напiврозпаду τMIR вiд
зовнiшньої границi Rmax (Rmin — координата мiнiмуму потенцiальної ями). При Rmin = 7.2127 фм отримане значення
τMIR при Rmax = 250 фм збiгається з експериментальним τexp. У розрахунках ми використали таку розбивку: кiлькiсть
iнтервалiв в областi вiд r = 0 до координати максимуму бар’єра дорiвнює 10000 та в областi вiд координати максимуму
бар’єра до границi 250 фм — також 10000. У всiх розрахунках фактор F обрано однаковим.

A. Залежнiсть перiоду напiврозпаду вiд точки
старту

Першим цiкавим результатом, який ми отримали,
виявилася сильна залежнiсть перiоду напiврозпаду
вiд положення областi локалiзацiї Rmin ≤ r ≤ R1,
куди ми помiстили частинку для старту. Врахо-
вуючи, що ширина кожного iнтервалу на внутрiшнiй
областi до координати максимуму бар’єра становить
близько 0.001 фм, ми розглядаємо межу Rmin як точ-
ку старту, звiдки протон починає свiй рух назовнi,
падаючи на внутрiшню стiнку бар’єра у внутрiшнiй
областi. Ми проаналiзували, наскiльки сильно впли-
ває положення внутрiшньої границi Rmin на перiод на-
пiврозпаду. На рис. 2 [лiва панель] можна бачити, що
перiод напiврозпаду для ядра 157

73 Ta змiнюється до-
сить сильно залежно вiд положення Rmin. На такiй
пiдставi ми встановлюємо сильну залежнiсть перiо-
ду напiврозпаду вiд точки старту Rmin.

Зокрема, при виборi Rmin = 7.2127 фм досягаємо

практично повного збiгу мiж перiодом напiврозпаду,
обчисленим у пiдходi БВВ, та його експерименталь-
ним значенням.

B. Вплив зовнiшньої областi на перiод
напiврозпаду

Область бар’єра, розташована мiж двома точками
повороту Rtp, 2 i Rtp, 3, є основною частиною потенцiа-
лу, що використовується при визначеннi проникностi
у квазiкласичному пiдходi (другого порядку), тодi як
його внутрiшня (до Rtp, 2) i зовнiшня (вiд Rtp, 3 до
Rmax) областi не впливають на результат. Проаналi-
зуймо, чи дає метод БВВ збiжнi значення для перiоду
напiврозпаду, якщо збiльшувати зовнiшню границю
Rmax (Rmax > Rtp, 3). Зберiгаючи ширину iнтервалiв
сталою, будемо поступово збiльшувати Rmax (через
збiльшення кiлькостi iнтервалiв у зовнiшнiй областi),

3Це пояснюється тим, що форма потенцiалу на внутрiшнiй областi значно бiльше впливає на розрахунки амплiтуд,
проникностi та вiдбиття. Тому необхiдно мати можливiсть ураховувати її на цiй областi бiльш акуратно.
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починаючи вiд зовнiшньої точки повороту Rtp, 3, i ра-
хуватимемо вiдповiдне значення перiоду напiврозпа-
ду τMIR. Результати таких розрахункiв для ядра 157

73 Ta
наведенi на рис. 2 [права панель], де показано, як
змiнюється перiод напiврозпаду зi зростанням Rmax.
Можна бачити, що для перiоду напiврозпаду метод
БВВ дає значення, якi збiгаються при зi збiльшенням
границi Rmax, що є важливим показником ефектив-
ностi методу БВВ. Iз цього малюнка ми знаходимо,
що включення зовнiшньої областi в розрахунки змi-
нює перiод напiврозпаду до 1.5 разу (τmin = 0.20 сек
— мiнiмальне значення перiоду напiврозпаду, обчис-
леного при Rtp, 3 ≤ Rmax ≤ 250 фм τas = 0.30 сек —
перiод напiврозпаду, обчислений при Rmax = 250 фм,
помилка error = τas/τmin ≈ 1.5 або 50 вiдсоткiв). От-
же, слiд чекати, що помилка у визначеннi проникнос-
тi у квазiкласичному пiдходi внаслiдок нехтування
зовнiшньою областю може виявитися, як мiнiмум,
такою ж.

C. Перiоди напiврозпаду в нашому
i квазiкласичному пiдходах

Отже, повнiстю квантовий пiдхiд дав нам сильну
залежнiсть проникностi вiд точки старту. Щоб дода-
ти методовi БВВ силу теоретичних передбачень, необ-
хiдно знайти рецепт, який буде здатним розв’язати цю
невизначенiсть однозначно при розрахунку перiодiв

напiврозпаду. З такою метою ми введемо таку гiпоте-
зу: вважатимемо, що на першiй стадiї протонного
розпаду вилiт протона назовнi починається в коор-
динатi мiнiмуму внутрiшньої ями. Виявляється, що
якщо така точка знаходиться в мiнiмумi ями, то пе-
рiод напiврозпаду має мiнiмальне значення. Отже, в
ролi критерiю ми могли б скористатися мiнiмумом пе-
рiоду напiврозпаду для заданого потенцiалу, що дає
нам стабiльну основу для розрахункiв. Проаналiзуй-
мо, якi результати дає такий пiдхiд. Для цього ми
порiвняємо перiоди напiврозпаду, знайденi в пiдходi
БВВ й у квазiкласичному пiдходi, з експерименталь-
ними їхнiми значеннями. Ми повиннi врахувати, що
перiод напiврозпаду, визначений в описаному вище
пiдходi, вiдповiдає протоновi, який займає основний
стан, та ще ймовiрнiсть того, коли такий стан може
бути вiльним у ядрi. Щоб отримати необхiдне зна-
чення перiоду напiврозпаду, нам слiд роздiлити отри-
маний вище перiод напiврозпаду на спектроскопiчний
фактор S (який ми вибираємо з [5]), i потiм порiвняти
результат з експериментальними даними. Результати
таких розрахункiв наведено в таблицi 1, звiдки видно
рiзницю мiж двома пiдходами. Але при аналiзi слiд
увзяти до уваги, що параметри ядерної компоненти
потенцiалiв були знайденi у [20] на основi порiвняння
розрахункiв, отриманих за квазiкласичнимм моделя-
ми, з експериментальними даними перерiзiв розсiяння
нуклонiв на ядрах.

Материнське ядро Перiоди напiврозпаду, сек
Ядро Qp, МеВ Orbit Sth

p τWKB τMIR τ̃WKB τ̃MIR τexp

157
73 Ta84 0.947 2s1/2 0.66 1.856 · 10−1 1.840 · 10−1 2.813 · 10−1 2.789 · 10−1 3.0 · 10−1

161
75 Re84 1.214 2s1/2 0.59 1.605 · 10−4 1.577 · 10−4 2.720 · 10−4 2.673 · 10−4 3.7 · 10−4

167
77 Ir90 1.086 2s1/2 0.51 2.981 · 10−2 2.979 · 10−2 5.85 · 10−2 5.84 · 10−2 1.1 · 10−2

109
53 I56 0.829 1d5/2 0.76 2.992 · 10−6 3.034 · 10−6 3.937 · 10−6 3.992 · 10−6 1.0 · 10−4

112
55 Cs57 0.823 1d5/2 0.59 2.080 · 10−5 2.088 · 10−5 3.526 · 10−5 3.539 · 10−5 5.0 · 10−4

147
69 Tm78 1.132 1d3/2 0.79 6.250 · 10−5 6.159 · 10−5 7.911 · 10−5 7.796 · 10−5 3.6 · 10−4

Таблиця. Розрахованi перiоди напiврозпаду та їхнi експериментальнi значення для деяких протонних емiтерiв. Sth
p

— теоретичний спектроскопiчний фактор, τWKB — перiод напiврозпаду, отриманий у квазiкласичному пiдходi, τMIR —
перiод напiврозпаду, отриманий у пiдходi БВВ, τ̃WKB = τWKB/ Sth

p , τ̃MIR = τMIR/Sth
p , τexp — експериментальне значення

перiоду напiврозпаду, Rmin — точка старту у внутрiшнiй областi, де протон починає свiй рух назовнi на першiй стадiї
протонного розпаду (значення для Sth

p , τexp з Табл. IV в [5], стор. 1770; у розрахунках для кожного ядра ми використали:
Rmin — координата мiнiмуму ями для дослiджуваного ядра, Rmax = 250 фм; кiлькiсть iнтервалiв в областi вiд r = 0 до
координати максимуму бар’єра дорiвнює 10000 та в областi вiд координати максимуму бар’єра до Rmax — також 10000).

IV. ВИСНОВКИ

Представлено новий повнiстю квантовий метод
(названий методом багаторазових внутрiшнiх вiд-
биттiв, або методом БВВ) для визначення ширин
для розпаду ядра з вильотом протона у сферично-
симетричному наближеннi та з реалiстичним радiаль-
ним бар’єром. Вiдзначимо таке:

• За допомогою методу БВВ знайдено розв’язки
для амплiтуд хвильової функцiї (що описує про-

никнення протона з внутрiшньої областi назов-
нi з її тунелюванням через бар’єр), проникностi
TMIR та вiдбиття RMIR щодо радiального бар’є-
ра, що складається з довiльного числа N прямо-
кутних сходинок. Цi розв’язки є точними, отри-
маними в повнiстю квантовому пiдходi вперше.
У межi N → ∞ їх можна розглянути як точнi
для реалiстичного протон–ядерного потенцiалу
з необхiдним бар’єром i внутрiшньою ямою до-
вiльної форми. Помилка отриманих результатiв
становить |TMIR +RMIR − 1| < 1.5 · 10−15.
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• На вiдмiну вiд квазiкласичного i двопотенцiаль-
ного пiдходiв, метод БВВ дає сильну залежнiсть
проникностi вiд точки старту Rmin у внутрiшнiй
ямi, звiдки протон починає рух назовнi на пер-
шiй стадiї протонного розпаду. Наприклад, про-
никнiсть бар’єра, отримана методом БВВ для
ядра 157

73 Ta, змiнюється до 200 разiв залежно вiд
положення Rmin (див. рис. 2, лiва панель). Ми
порiвнювали амплiтуди, отриманi методом БВВ,
з вiдповiдними амплiтудами, знайденими (для
такого ж потенцiалу) за допомогою стандартно-
го пiдходу квантової механiки, представленого в
Додатку Б, i одержали збiг як мiнiмум перших
15 цифр для всiх даних амплiтуд. Цей важли-
вий тест доводить, що сильна залежнiсть про-
никностi вiд точки старту Rmin наявна неза-
лежно вiд вибору повнiстю квантового мето-
ду, який використовується для розрахункiв. Та-
кий результат викликає необхiднiсть увести по-
чаткову умову як у нестацiонарну, так i в стацi-
онарну картину протонного розпаду в повнiстю
квантовому її розглядi. Порiвняння з пiдходами
ВКБ та двопотенцiальним показує, що вони не
мають такої перспективи (що має фiзичний сенс
та вiдкриває можливiсть отримати нову iнфор-
мацiю про протонний розпад), яку дає повнiстю
квантовий пiдхiд.

• З метою усунути невизначенiсть у розрахунку
перiоду напiврозпаду, викликану вказаною ви-
ще залежнiстю, ми вводимо таку гiпотезу: на
першiй стадiї протонного розпаду рух прото-
на назовнi починається в координатi мiнiму-
му внутрiшньої ями. Така умова забезпечує мi-
нiмальне значення для перiоду напiврозпаду й
дає стабiльну основу для передбачень на осно-
вi методу БВВ. Проте перiоди напiврозпаду, от-
риманi методом БВВ, виявляються лише трохи
ближче розташованими до експериментальних
даних порiвняно з їхнiми квазiкласичними зна-
ченнями (див. таблицю).

• Пiсля врахування зовнiшньої областi потенцiалу
за бар’єром перiод протонного розпаду, отрима-
ний методом БВВ, змiнюється до 1.5 разу (див.
рис. 2, права панель).

Основним досягненням методу багаторазових внут-
рiшнiх вiдбиттiв є не нова спроба краще описати екс-
периментальнi перiоди напiврозпаду протонних емi-
терiв порiвняно з тим, як iншi методи роблять це, а
скорiше те, що цей метод виявляється потужним за-
собом для визначення проникностi бар’єрiв довiльної
форми, побудованим у повнiстю квантовому пiдходi
вперше, та мiг би бути використаний для систематич-
ного вивчення протонного розпаду.

ДОДАТОК А. ОДНОМIРНЕ ТУНЕЛЮВАННЯ ПАКЕТА ЧЕРЕЗ ПРЯМОКУТНИЙ БАР’ЄР

Iдею багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв (БВВ) найбiльш легко та ясно можна зрозумiти в задачi тунелю-
вання частинки через одномiрний прямокутний бар’єр [6–10]. Розгляньмо частинку, яка тунелює в позитивному
напрямку вiсi x через одномiрний прямокутний потенцiальний бар’єр, що iлюструє рис. 3. Позначмо область
I для x < 0, область бар’єра II для 0 < x < a та область III для x > a вiдповiдно. Нехай частинка в областi
I падає злiва на бар’єр та тунелює через нього в додатному напрямку по вiсi x. Будемо вивчати еволюцiю
тунелювання частинки через бар’єр.

кликану вказаною вище залежнiстю, ми вводимо наступну гiпотезу: на
першiй стадiї протонного розпаду рух протона назовнi починається у ко-
ординатi мiнiмуму внутрiшньої ями. Така умова забезпечує мiнiмальне
значення для перiоду напiврозпаду i дає стабiльну основу для передба-
чень на основi методу БВВ. Проте, перiоди напiврозпаду, отриманi ме-
тодом БВВ, виявляються лише трохи ближче розташованими до експе-
риментальних даних у порiвняннi з їх квазiкласичними значеннями (див.
Табл. 1).

• Пiсля врахування зовнiшньої областi потенцiалу за бар’єром перiод про-
тонного розпаду, отриманий методом БВВ, змiнюється до 1.5 разiв (див.
Рис. 2, права панель).

Основним досягненням методу багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв є не нова
спроба краще описати експериментальнi перiоди напiврозпаду протонних емi-
терiв у порiвняннi з тим, як iншi методи роблять це, а скорiше те, що цей метод
виявляється потужним засобом для визначення проникностi бар’єрiв довiль-
ної форми, побудованим в повнiстю квантовому пiдходi вперше, та мiг би бути
використаний для систематичного вивчення протонного розпаду.

A Одномiрне тунелювання пакета через прямо-
кутний бар’єр

Iдею багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв (БВВ) найбiльш легко та ясно мож-
на зрозумiти у задачi тунелювання частинки через одномiрний прямокутний
бар’єр [6–10]. Розглянемо частинку, що тунелює у позитивному напрямку вiсi x
через одномiрний прямокутний потенцiальний бар’єр, що iлюструє Рис. 3. По-
значимо область I для x < 0, область бар’єра II для 0 < x < a та область III
для x > a, вiдповiдно. Нехай частинка в областi I падає злiва на бар’єр та ту-
нелює через нього в додатньому напрямку по вiсi x. Будемо вивчати еволюцiю
тунелювання частинки через бар’єр. У стандартному пiдходi у випадку, коли

Рис. 3: Тунелювання частинки через одномiрний прямокутний бар’єр

повна енергiя частинки E менше нiж висота бар’єра V1, еволюцiю тунелювання

14

Рис. 3. (Кольоровий онлайн.) Тунелювання частинки через одномiрний прямокутний бар’єр

У стандартному пiдходi у випадку, коли повна енерґiя частинки E менша, нiж висота бар’єра V1, еволюцiю
тунелювання частинки можна описати за допомогою нестацiонарного хвильового пакета

ψ (x, t) =

+∞∫
0

g(E − Ē)ϕ(k, x) e−iEt/~ dE, (20)
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де стацiонарна хвилева функцiя (ХФ) має вигляд:

ϕ (x) =

 eikx +AR e
−ikx при x < 0

α eξx + β e−ξx при 0 < x < a
AT e

ikx при x > a
(21)

та k = 1
~
√

2mE, ξ = 1
~
√

2m(V1 − E), E та m — повна енерґiя й маса частинки вiдповiдно. Тут ураховано, що
ХФ, яка описує падiння частинки на бар’єр в областi I, нормована на одиницю. Вагову амплiтуду g(E − Ē)
визначимо як ґаусiан, що задовольняє умову нормування

∫
|g(E−Ē)|2dE = 1, де Ē — середня енерґiя частинки.

Амплiтуди AT , AR, α та β можна знайти, використовуючи умову неперервностi хвильової функцiї ϕ(x) та її
похiдної на кожнiй з границь бар’єра. Пiдставляючи у (20) замiсть функцiї ϕ (k, x), її стацiонарнi компоненти
ϕinc(k, x) = eikx, ϕtr(k, x) = AT e

ikx та ϕref(k, x) = AR e
−ikx, що описують падiння частинки на бар’єр, її

проходження через нього та вiдбиття вiд цього бар’єра i зумовленi виразом (21), ми отримаємо падаючий
пакет, пакет, що пройшов, та вiдбитий пакет вiдповiдно.

Обмежуючись розглядом тiльки пiдбар’єрних процесiв тунелювання, виключимо надбар’єрнi енерґiї

g(E − Ē) → g(E − Ē) θ(V1 − E), (22)

де θ-функцiя задовольняє умову

θ (η) =
{

0 при η < 0,
1 при η > 0.

Метод багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв описує процес поширення пакета, що описує тунелювання частин-
ки послiдовно за етапами його проходження вiдповiдно до кожної границi бар’єра [11–13]. На першому етапi
ми маємо пакет в областi I, що падає на першу границю бар’єра в точцi x = 0. Цей пакет розщеплюється на
два компоненти: компонент, що пройшов через границю i тунелює далi в областi II, i вiдбитий компонент вiд
границi, що рухається назад в областi I. Цi два компоненти будемо далi розглядати як незалежнi новi пакети.
При цьому вважаємо, що пакет, який тунелює в областi II, ще не встиг досягти другої границi бар’єра за
рахунок скiнченої швидкостi його руху, i тому на цьому етапi ми розглядаємо тiльки двi областi — I i II. При
визначеннi виразу для цього пакета ми нехтуємо впливом на нього другої границi бар’єра i вважаємо, згiдно
з фiзичними мiркуваннями, що амплiтуда цього пакета повинна зменшуватися зi зростанням x. Тому у (21)
використовуємо лише один доданок β exp(−ξx), вiдкидаючи другий зростаючий доданок α exp(ξx) (iнакше при
нескiнченно широкому бар’єрi ми порушимо умову скiнченностi ХФ). Отже, в областi II одержимо

ψ
(1)
tr (x, t) =

+∞∫
0

g(E − Ē) θ(V1 − E)β0 e−ξx−iEt/~ dE при 0 < x < a. (23)

Пакет, побудований в областi бар’єра таким чином, є аналiтичним продовженням вiдповiдного пакета для над-
бар’єрного руху частинки, де для стацiонарного виразу ми беремо хвилю exp(ik2x), що поширюється праворуч
(де k2 = 1

~
√

2m(E − V1)).
Тепер розгляньмо перший етап далi. Вирази для падаючого пакета на першу границю i вiдбитого пакета вiд

неї запишемо у виглядi

ψinc(x, t) =
+∞∫
0

g(E − Ē)θ(V1 − E)eikx−iEt/~dE, при x < 0,

ψ
(1)
ref (x, t) =

+∞∫
0

g(E − Ē)θ(V1 − E)A0
Re
−ikx−iEt/~dE, при x < 0.

(24)

Сума цих виразiв являє собою залежну вiд часу ХФ в областi I. Тепер ми використаємо умову, щоб ця ХФ та
її похiдна у точцi x = 0 неперервно переходили у ХФ вигляду (23) та її похiдну (тобто в цiй точцi ХФ та її
похiдна, визначенi в областi I, повиннi дорiвнювати ХФ та її похiднiй, визначеним в областi II). У результатi ми
одержуємо два рiвняння, у яких можна перейти вiд залежного вiд часу пакета (та його похiдної) до вiдповiдних
їм стацiонарних частин та далi знайти амплiтуди β(0) i A(0)

R .
На другому етапi розглядаємо пакет, що тунелює в областi II i падає на другу границю бар’єра в точцi x = a.

Вiн створює новий пакет, що пройшов крiзь цю границю i поширюється в областi III, та пакет, що вiдбився вiд
границi i тунелює назад в областi II. При визначеннi цих пакетiв використовуємо (20) з урахуванням (22), де
в ролi стацiонарних ХФ використовуємо такi вирази:

ϕ
(2)
inc(k, x) = ϕ

(1)
tr (k, x) = β(0)e−ξx при 0 < x < a,

ϕ
(2)
tr (k, x) = A

(0)
T eikx при x > a,

ϕ
(2)
ref (k, x) = α(0)eξx при 0 < x < a.

(25)
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Перепишемо хвилю ϕ
(2)
tr (k, x), що пройшла через другу границю, та вiдбиту хвилю ϕ

(2)
ref (k, x) так:

ϕ
(2)
tr (k, x) = T+

2 ·
{
ϕ

(2)
inc(k, x) e

ξx
}

x=a
· eikx при x > a,

ϕ
(2)
ref (k, x) = R+

2 ·
{
ϕ

(2)
inc(k, x) e

ξx
}

x=a
· eξx при 0 < x < a,

(26)

де введено новi коефiцiєнти T+
2 та R+

2 .
При визначеннi виразу для пакета, вiдбитого вiд другої границi бар’єра в точцi x = a, вибираємо лише

зростаючу частину α(0) exp(ξx) стацiонарної ХФ. Виконуючи умову неперервностi для залежної вiд часу ХФ
та її похiдної в точцi x = a, одержуємо два новi рiвняння, з яких визначаємо невiдомi коефiцiєнти A(0)

T i α(0).
На третьому етапi пакет, що тунелює в областi II, падає на першу границю бар’єра i утворює пакет, який про-

ходить крiзь цю границю i рухається в областi I, i пакет, який вiдбивається вiд границi i тунелює назад в областi
II. При визначеннi цих пакетiв використовуємо (20) з урахуванням (22), де як стацiонарнi ХФ використовуємо
такi вирази:

ϕ
(3)
inc(k, x) = ϕ

(2)
ref (k, x) при 0 < x < a,

ϕ
(3)
tr (k, x) = A

(1)
R e−ikx при x < 0,

ϕ
(3)
ref (k, x) = β(1) e−ξx при 0 < x < a.

(27)

Застосовуючи умову неперервностi для залежної вiд часу ХФ та її похiдної в точцi x = 0, знаходимо новi
невiдомi коефiцiєнти A

(1)
R i β(1). Перепишiмо хвилю ϕ

(3)
tr (k, x), що пройшла через першу границю, та вiдбиту

хвилю ϕ
(3)
ref (k, x) так:

ϕ
(3)
tr (k, x) = T−1 ·

{
ϕ

(3)
inc(k, x) e

−ξx
}

x=0
· e−ikx при x < 0,

ϕ
(3)
ref (k, x) = R−1 ·

{
ϕ

(3)
inc(k, x) e

−ξx
}

x=0
· e−ξx при 0 < x < a,

(28)

де введено новi коефiцiєнти T−1 та R−1 .
На основi аналiзу наступних процесiв можливого проходження та вiдбиття пакетiв щодо границь бар’єра

робимо висновок про те, що кожний з наступних етапiв можна звести до одного з двох розглянутих вище. Для
обчислення невiдомих коефiцiєнтiв α(n), β(n), A(n)

T i A(n)
R , використаних у виразах для пакетiв, що виникають

унаслiдок багаторазового вiдбиття вiд границь бар’єра, можна скласти рекурентнi спiввiдношення

β(0) =
2k

k + iξ
, α(n) = β(n) iξ − k

iξ + k
e−2ξa, β(n+1) = α(n) iξ − k

iξ + k
,

A
(0)
R =

k − iξ

k + iξ
, A

(n)
T = β(n) 2iξ

iξ + k
e−ξa−ika, A

(n+1)
R = α(n) 2iξ

iξ + k
.

(29)

Розглядаючи руху пакета таким способом, ми отримуємо нестацiонарнi ХФ в кожнiй областi, що виражають-
ся через нескiнченнi суми пакетiв. Остаточнi вирази для падаючого пакета на бар’єр, пакета, що пройшов крiзь
нього, та вiдбитого пакета вiд бар’єра обчислюємо за допомогою (20) з урахуванням (22), де для стацiонарних
ХФ слiд використати такi вирази:

ϕinc(k, x) = eikx при x < 0,

ϕtr(k, x) =
+∞∑
n=0

A
(n)
T eikx при x > a,

ϕref(k, x) =
+∞∑
n=0

A
(n)
R e−ikx при x < 0.

(30)

Тепер розгляньмо пакет, сформований унаслiдок послiдовних n вiдбиттiв вiд границь бар’єра, що падає на
одну з границь у точцi x = 0 чи в точцi x = a. Вiн утворює пакет Ψ(i)

tr (x, t), що пройшов крiзь цю границю,
та вiдбитий вiд неї iнший пакет Ψ(i)

ref(x, t). Для незалежних вiд x стацiонарних частин вiд цих пакетiв можна
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записати:

ϕ
(1)
tr

exp(−ξx)
= T+

1

ϕ
(1)
inc

exp(ikx)
,

ϕ
(1)
ref

exp(−ikx)
= R+

1

ϕ
(1)
inc

exp(ikx)
,

ϕ
(2)
tr

exp(ikx)
= T+

2

ϕ
(2)
inc

exp(−ξx)
,

ϕ
(2)
ref

exp(ξx)
= R+

2

ϕ
(2)
inc

exp(−ξx)
,

ϕ
(1)
tr

exp(−ikx)
= T−1

ϕ
(1)
inc

exp(ξx)
,

ϕ
(1)
ref

exp(−ξx)
= R−1

ϕ
(1)
inc

exp(ξx)
,

(31)

де знак “+” (або “-”) вiдповiдає пакету, що рухається в напрямку зростання x (або спадання x) i падає на
границю з номером j. Використовуючи T±j , R±j та вираз для пакета, що падає на першу границю бар’єра в
областi I на першому етапi, можна точно визначити довiльний пакет, який утворився внаслiдок n-кратних
вiдбиттiв, якщо знати “шлях” його руху в областi бар’єра. Використовуючи рекурентнi спiввiдношення (29),
можна знайти коефiцiєнти T±j i R±j :

T+
1 = β(0), T+

2 =
A

(n)
T

β(n)
, T−1 =

A
(n+1)
R

α(n)
,

R+
1 = A

(0)
R , R+

2 =
α(n)

β(n)
, R−1 =

β(n+1)

α(n)
.

(32)

Беручи до уваги цi рекурентнi спiввiдношення, можна обчислити нескiнченнi суми амплiтуд α(n), β(n), A(n)
T

i A(n)
R . Однак цi суми простiше знайти, використовуючи множники T±j i R±j . Аналiзуючи всi можливi “шляхи”

руху пакетiв в областi бар’єра, одержимо
+∞∑
n=0

A
(n)
T = T+

2 T
−
1

(
1 +

+∞∑
n=1

(R+
2 R

−
1 )n

)
=
i4kξe−ξa−ika

Fsub
,

+∞∑
n=0

A
(n)
R = R+

1 + T+
1 R

+
2 T

−
1

(
1 +

+∞∑
n=1

(R+
2 R

−
1 )n

)
=
k2
0D−
Fsub

,

+∞∑
n=0

α(n) = α0

(
1 +

+∞∑
n=1

(R+
2 R

−
1 )n

)
=

2k(iξ − k)e−2ξa

Fsub
,

+∞∑
n=0

β(n) = β0

(
1 +

+∞∑
i=1

(R+
2 R

−
1 )n

)
=

2k(iξ + k)
Fsub

,

(33)

де

Fsub = (k2 − ξ2)D− + 2ikξD+,

D± = 1± e−2ξa,

k2
0 = k2 + ξ2 =

2mV1

~2
.

(34)

Математичне обґрунтування методу БВВ забезпечується виконанням таких умов:

• Усi суми
∑
α(n),

∑
β(n),

∑
A

(n)
T i

∑
A

(n)
R , отриманi за допомогою методу БВВ, збiгаються з амплiтудами

α, β, AT i AR з (21), обчисленими вiдомими стацiонарними методами [18].

• Вираз пакета, що пройшов в область бар’єра на першому етапi, (та вирази пакетiв на всiх етапах) одно-
значно визначається сумами

∑
α(n) i

∑
β(n).

• При використаннi замiни

iξ → k2 =
1
~
√

2m(E − V1) (35)

виконується принцип аналiтичного продовження коефiцiєнтiв α(n), β(n), A(n)
T , A(n)

R , стацiонарних ХФ на
кожному етапi i сум (33) i (34) для тунелювання пiд бар’єром та вiдповiдних виразiв для проходження
над бар’єром (з урахуванням змiни знака арґументу в Θ-функцiї).
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Фiзичне обґрунтування методу БВВ забезпечується виконанням умови iснування ненульових потокiв вiд па-
кетiв в областi бар’єра на кожному етапi. Таким чином, здiйснюється обґрунтування методу багаторазового
внутрiшнього вiдбиття при стацiонарному аналiзi тунелювання частинки пiд бар’єром та її проходження над
ним. Також виконується умова: ∣∣∣∣+∞∑

n=0

An
T

∣∣∣∣2 +
∣∣∣∣+∞∑
n=0

An
R

∣∣∣∣2 = 1. (36)

ДОДАТОК Б: ПРЯМИЙ МЕТОД4

Додамо лише розв’язки для амплiтуд хвильової функцiї, якi можна отримати за допомогою стандартної
технiки квантової механiки, якщо використати умову неперервностi хвильової функцiї та її похiдної на кожнiй
межi. На початку ми знаходимо функцiї f2 та g2 (вiдповiдно до першої межi):

f2 =
k2 + k

k2 − k
e2ik2x1 , g2 =

2k
k − k2

ei(k+k2)x1 . (37)

Потiм, використовуючи такi рекурентнi спiввiдношення:

fj+1 =
(kj+1 − kj) e2ikjxj + fj (kj+1 + kj)
(kj+1 + kj) e2ikjxj + fj (kj+1 − kj)

· e2ikj+1xj , (38)

розраховуємо наступнi функцiї f3, f4, f5 . . . fN та за допомогою такої формули:

gj+1 = gj ·
2kj e

i(kj+1+kj)xj

(kj+1 + kj) e2ikjxj + fj (kj+1 − kj)
(39)

знаходимо функцiї g3, g4, g5 . . . gN . З fN та gN ми отримаємо амплiтуди αN , βN та амплiтуду проходження AT :

βN = 0, AT = αN = −gN

fN
. (40)

Потiм, використовуючи рекурентнi спiввiдношення:

αj−1 =
αj e

ikjxj−1 + βj e
−ikjxj−1 − gj−1 e

−ikj−1xj−1

eikj−1xj−1 + fj−1 e−ikj−1xj−1
(41)

та таку формулу:

βj = αj · fj + gj , (42)

ми послiдовно розраховуємо амплiтуди αN−1, βN−1, αN−2, βN−2 . . .α2, β2. На завершення, знаходимо амплiтуду
вiдбиття AR:

AR = α2 e
i(k+k2)x1 + β2 e

i(k−k2)x1 − e2ikx1 . (43)

Як тест використовуємо умову:

kN

k1
|AT |2 + |AR|2 = 1. (44)

Ми використали цю технiку до перевiрки амплiтуд, якi були розрахованi ранiше за допомогою методу БВВ,
та отримали збiг до перших 15 цифр для всiх аналiзованих, представленi на Рис. 2 (a) та (b), де проникнiсть
знаходимо на основi технiки цього роздiлу. Тому результат про iснування сильної залежностi проникностi
вiд положення точки старту Rmin на цих рисунках не залежить вiд вибору повнiстю квантового методу.

4Ми не знайшли в лiтературi розв’язок для амплiтуд хвильовӧı функцïı для задачi тунелювання через бар’єр iз довi-
льним скiнченним числом прямокутних сходинок.
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ДОДАТОК В: ПОРIВНЯННЯ З ДВОПОТЕНЦIАЛЬНИМ МЕТОДОМ

У двопотенцiальному методi (two-potential approach, TPA), який запропоновали Гурвiц i Калберман у [19]
(див. також [5,21,22]), ширину напiврозпаду визначають так (див. (16) у [5]):

Γ =
4µ
~2k

∣∣∣∣∣
∞∫

rB

ψnlj(r)W (r)χl(r) dr

∣∣∣∣∣
2

, (45)

де k =
√

2µE0/~, µ — наведена маса, rB — радiальна координата висоти бар’єра, ψnlj(r) — радiальна хвилева
функцiя для першого радiального потенцiалу, що включає внутрiшню яму до точки rB , χl(r) — реґулярна радi-
альна хвилева функцiя для другого радiального потенцiалу, що визначається на зовнiшнiй областi, починаючи
вiд точки rB (тобто не включає внутрiшньої ями), та має такий асимптотичний вигляд (також χl(0) = 0):

χl(r) → sin(kr − πl/2 + δl) r →∞. (46)

Обидвi хвилевi функцiї є дiйсними та визначаються вiдносно рiзних рiвнiв енерґiї. Таким чином, у пiдходi
TPA ми не розглядаємо жодних потокiв, не визначаємо проникностi бар’єра, не аналiзуємо можливого вiдбит-
тя протона вiд бар’єра у внутрiшнiй областi в тому станi, де визначається проникнiсть протона через бар’єр.
Ми нехтуємо iснуючою проблемою, як роздiлити повну хвилеву функцiю у внутрiшнiй областi на падаючу й
вiдбиту хвилi, що суттєво впливають на визначення проникностi (так, наприклад, для простого прямокутного
бар’єра з прямокутною ямою таке можливе некоректне роздiлення точно вiдомої повної хвильової функцiї
може привести до нескiнченно великого значення проникностi, що пояснюється ненульовою iнтерференцiєю
мiж падаючою та вiдбитою хвилями). Увесь успiх вдалого визначення ширини Γ тепер залежить вiд тiєї точ-
ностi, наскiльки коректно встановлена вiдповiднiсть мiж двома хвилевими функцiями ψnlj(r) та χl(r) у пiдходi
TPA, що обчислюються та нормуються абсолютно незалежно. Вiдповiднiсть мiж цими хвилевими функцiями
залежить вiд вдалого вибору граничної точки rB (або δl), яка подiляє увесь потенцiал на двi частини (та вiд
граничних умов у точцi r = 0 або при r →∞). На противагу взаємозв’язок мiж падаючою хвилею, хвилею, що
пройшла, та вiдбитою хвилею у пiдходi БВВ визначається стосовно потенцiалу в цiлому (тобто нам абсолютно
не потрiбно розбивати потенцiал на частини), що вiдповiдає повнiстю квантовому та суцiльному розглядовi
проникнення протона через бар’єр (що пов’язано з принципом нелокальностi у квантовiй механiцi). Зокрема,
хвиля, що пройшла, у пiдходi БВВ залежить вiд глибини внутрiшньої ями та її форми, тодi як вiд них абсо-
лютно не залежить зовнiшня хвилева функцiя χl(r) у пiдходi TPA (при визначеннi ширини таку залежнiсть
вносить множник F, починаючи вiд простих квазiкласичних наближень). Iнакше кажучи, ми маємо сильний
взаємозв’язок мiж падаючою, вiдбитою хвилями та хвилею, що пройшла, у пiдходi БВВ та як мiнiмум слабкий
взаємозв’язок мiж внутрiшньою й зовнiшньою хвилевими функцiями у пiдходi TPA. Це вiдiграє iстотну роль у
розрахунках ширини та пояснює вiдмiннiсть мiж сильною залежнiстю проникностi вiд точки старту в пiдходi
БВВ i практично повною вiдсутнiстю такої залежностi в пiдходi TPA.

Найпростiший приклад, який мiг би продемонструвати, чому така залежнiсть дiйсно iснує i чому вона може
виявитися не малою, можна знайти навiть у класичних задачах квантової механiки. Розгляньмо визначення
проникностi, що дається у [18] (див. (25.3), стор. 103):

D =
k2

k1
|A|2, (47)

де D — проникнiсть, k1 i k2 — хвилевi числа хвилi, що падає злiва на бар’єр та визначається стосовно до лiвої
асимптотичної частини потенцiалу, та хвилi, що пройшла через нього й визначається у правiй асимптотичнiй
частинi (див. рис. 5 у [18], стор. 103), A — амплiтуда хвильової функцiї для хвилi, що пройшла через бар’єр.
Ця формула показує, що зниження лiвого хвоста потенцiалу збiльшує хвилеве число k1 (що визначається
асимптотичними формулами (25,1) та (25,2)) i, отже, змiнює проникнiсть D. Наш висновок про iснування
iстотної залежностi проникностi вiд точки старту Rmin у пiдходi БВВ має подiбний змiст, але вiн отриманий
щодо реалiстичного бар’єра з внутрiшньою ямою та враховує також змiну внутрiшнiх амплiтуд. Це суперечить
твердженню про суттєво малу залежнiсть проникностi вiд форми внутрiшньої ями, що висувають у працях з
пiдходом TPA. Отже, цi пункти є обмеженнями пiдходу TPA та доводять, що сам пiдхiд не описує проникностi
протона через бар’єр у повнiстю квантовому розглядi.

Тепер ми повернемося до однiєї з найбiльш вагомих праць по TPA — статтi [22], де для порiвняння були
використанi деякi точно розв’язуванi приклади. У першому прикладi з прямокутним бар’єром i ямою (див.
розд. VI.A, стор. 1752–1753, (4.6)) ширина дiйсно не мiстить залежностi вiд дна ями, оскiльки вона спочатку
визначена нульовою. Вiдповiдь на питання, що станеться з цiєю шириною, якщо дно ями змiстити, дає метод
БВВ (а також формула (3)). Наступний приклад iз кулонiвським хвостом уже явно враховує ненульову яму! Тут
ми вже бачимо явну залежнiсть ширини вiд дна ями (див. (4.18), стор. 1754–1755 у цiй роботi), що пiдтверджує
справедливiсть логiки в нашому пiдходi.
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Водночас, порiвняння результатiв, отриманих у пiдходi TPA, з результатами, одержаними за допомогою
розробок, побудованих принципово на повнiстю квантовiй основi, iнколи призводить до деякої плутанини,
оскiльки в лiтературi пiдхiд TPA практично завжди називається повнiстю квантовим. Отже, наш пiдхiд до
визначення ширини розпаду на основi проникностi є фiзично обґрунтованим, точнiшим i тому має перспективу
для подальшого свого розвитку.
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CALCULATIONS OF PENETRABILITY OF BARRIERS IN THE PROTON DECAY
PROBLEM: THE FULLY QUANTUM APPROACH AND INITIAL CONDITION OF DECAY

S. P. Maydanyuk, S. V. Belchikov
Institute for Nuclear Research, Kyiv, UA–03680, Ukraine

We develop a new fully quantum method for determining the widths of nuclear decay by proton emission
where multiple internal reflections of the wave packet describing the tunneling process inside a proton–nucleus
radial barrier are taken into account. The exact solutions for the amplitudes of wave function, penetrability T and
reflection R, are found for an n-step barrier (at arbitrary n) which approximates the realistic barrier. In contrast
to the semiclassical approach and the two-potential approach we establish by this method an essential dependence
of the penetrability on the starting point Rmin in the internal well where the proton starts to move outside (for
example, for 157

73 Ta the penetrability is changed up to 200 times; the accuracy being |T + R− 1| < 1.5 · 10−15). We
impose a new condition: in the beginning of the proton decay the proton starts to move outside from the minimum
of the well. Such a condition provides the minimal calculated half-life and gives stable basis for predictions.
However, the half-lives calculated by such an approach turn out to be a little closer to experimental data in
comparison with the semiclassical half-lives. The estimated influence of the external barrier region on the half-
lives is up to 1.5 times.
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