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У межах наближення молекулярного поля вивчено вплив поперечного поля на термодина-
мiчнi характеристики спiн-3/2 моделi Блюма–Капеля на прямокутнiй ґратцi, у якiй в одному
напрямку короткосяжнi бiлiнiйнi взаємодiї є антиферомагнiтними, а в перпендикулярному —
феромагнiтними. При рiзних значеннях однойонної анiзотропiї та поперечного поля розрахо-
вано температурнi залежностi намагнiченостей пiдґраток.
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I. ВСТУП

У теорiї конденсованих систем велику увагу при-
дiляють дослiдженню iзiнґiвських моделей, у гамi-
льтонiанах яких наявнi тензорнi члени як обмiнної
(наприклад, бiквадратна взаємодiя), так i необмiнної
(наприклад, однойонна анiзотропiя) природи. Перед-
усiм це пов’язано з можливiстю моделювати на осно-
вi цих моделей широкий клас реальних об’єктiв [1–5].
Так, спiн-3/2 модель Блюма–Емерi–Ґрiфiтса було за-
пропоновано для якiсного опису фазового переходу в
DyVO4 [3], а також її можна використати для опи-
су трикритичної поведiнки трикомпонентних рiдких
сумiшей [4]. Спiн-3/2 модель Блюма–Капеля, яка є
частковим випадком спiн-3/2 моделi Блюма–Емерi–
Ґрiфiтса, можна застосувати для дослiдження магне-
тика KEr(MoO4)2 [5,6]. Окрiм того, iзiнґiвськi моделi
iз тензорними членами в гамiльтонiанах викликають
i суто теоретичне зацiкавлення у зв’язку з багатими
фазовими дiаграмами [7–19].

Спiн-3/2 iзiнґiвськi моделi дослiджували iз засто-
суванням рiзних методiв: наближення молекулярного
поля (НМП) [3,4,14,18–20]; наближення двочастинко-
вого кластера та наближення Бете (точний результат
для ґраток Бете) [16,17,21], якi передбачають однако-
вий результат; теорiї ефективного поля [22,23]; методу
ренорм-груп [24]; симуляцiй Монте–Карло [15,20, 25];
методу трансфер-матриць [15].

Слiд окремо згадати також про дослiдження спiн-
3/2 iзiнґiвських моделей при наявностi поперечного
поля. У роботi [26] у двох наближеннях, НМП та
наближеннi ефективного поля, для спiн-3/2 моделi
Блюма–Капеля в поперечному полi розраховано за-
лежностi намагнiченостi при нульовiй температурi як
вiд поперечного поля, так i вiд однойонної анiзотро-
пiї та побудовано фазовi дiаграми основного стану. В
роботах ж [27,28] було реалiзовано наближення ефек-
тивного поля з кореляцiями для, вiдповiдно, спiн-
3/2 моделi Блюма–Капеля в поперечному полi та для
спiн-3/2 моделi iзiнґа у випадковому поздовжньому
полi при наявностi поперечного поля.

У всiх вiдомих нам роботах, присвячених дослi-

дженню спiн-3/2 iзiнґiвських моделей, розглядали
ґратки, у яких усi бiлiнiйнi короткосяжнi взаємодiї є
або феромагнiтними, або антиферомагнiтними. У цiй
працi ми продовжимо (див. [29]) дослiдження в НМП
впливу поперечного поля на термодинамiчнi характе-
ристики спiн-3/2 моделi Блюма–Капеля
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на прямокутнiй ґратцi з феромагнiтними бiлiнiйни-
ми короткосяжними взаємодiями (KF > 0) в одному
напрямку та антиферомагнiтними (KAF < 0) — у пер-
пендикулярному (як це є в магнетика KEr(MoO4)2).
Γz та Γx — поздовжнє та поперечне магнiтнi поля,
D — однойонна анiзотропiя.

II. НАБЛИЖЕННЯ МОЛЕКУЛЯРНОГО ПОЛЯ

Вираз для вiльної енергiї спiн-3/2 моделi Блюма–
Капеля (1.1) в наближеннi молекулярного поля отри-
муємо на основi одночастинкових гамiльтонiанiв

Hiα
= −καSz

iα
− ΓxSx

iα
− D(Sz

iα
)2, (2.1)

κα = Γz + 2KFmα + 2KAFmβ , (2.2)

mα = 〈Sz
iα
〉, (α, β = A, B)

(де A та B позначають двi пiдґратки) стандартно
[26, 29–32]:

F = −N
2 kBT lnZ1A

− N
2 kBT lnZ1B

(2.3)

+N
2 KF(m2

A + m2
B) + NKAFmAmB ,

Z1α
= Spe−H1α

/(kBT ). (2.4)

Тут N = L2 — повна кiлькiсть спiнiв.
Одночастинковий гамiльтонiан (2.1) дiє на базисi

чотирьох функцiй стану однiєї частинки.
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У представленнi (2.5) одночастинковий гамiльтонiан
має вигляд:

〈i|H1α
|j〉 = (2.6)

−

















− 3
2κα−

9
4D −

√

3
2 Γx 0 0

−
√

3
2 Γx − 1

2κα−
1
4D − Γx 0

0 − Γx 1
2κα−

1
4D −

√

3
2 Γx

0 0 −
√

3
2 Γx 3

2κα−
9
4D

















.

На основi (2.4) та (2.6) отримаємо для Z1A
та Z1B

Z1α
=

4
∑

ν=1

e−(Eα)ν/(kBT ) , (2.7)

де власнi значення (Eα)ν матрицi (2.6) є коренями
рiвнянь четвертого порядку

E4
α + 5DE3

α + aαE2
α + bαEα + cα = 0. (2.8)

Тут використано позначення:
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4
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Як вiдомо, в НМП намагнiченостi mα можна от-
римати з умов екстремуму вiльної енергiї по них
[6,30–33]. Цi умови (∂F/∂mα = 0) дають таку систему
рiвнянь для mA та mB [29]:

κA
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4
∑
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κB
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4
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III. РЕЗУЛЬТАТИ ЧИСЛОВИХ РОЗРАХУНКIВ

У цьому роздiлi зупинимося на результатах число-
вих розрахункiв для термодинамiчних характеристик
спiн-3/2 моделi Блюма–Капеля (1.1) у випадку Γz = 0
в наближеннi молекулярного поля.

Уведемо величину x, яка характеризує спiввiдно-
шення мiж взаємодiями KAF та KF:

KF = K(1 + x), (3.1)

KAF = K(−1 + x), x ∈ ] − 1, 1[.

У працi [29] було показано, що розв’язки системи
рiвнянь (2.10), якi вiдповiдають екстремумам вiльної
енергiї (2.3) по mA та mB , у загальному випадку за-
лежать вiд величини x. Проте розв’язки, якi вiдповi-
дають абсолютному мiнiмуму вiльної енергiї (намагнi-
ченостi пiдґраток) у випадку нульового поздовжнього
магнiтного поля, не залежать вiд величини x. Тобто в
НМП результат для термодинамiчних характеристик
моделi (1.1) при Γz = 0 не залежить вiд x (див. [29]).

У цьому роздiлi будемо використовувати позначен-
ня для вiдносних величин (див. також (3.1)):

t= kBT/K, d = D/K, hx = Γx/K;

i подiбно, як у роботах [14,15,17–20,22,24,25], розрiз-
нятимемо фази:
• антиферомагнiтну AF3/2 фазу;
• антиферомагнiтну AF1/2 фазу;
• парамагнiтну фазу (P).
Тут критерiй для iдентифiкацiї фаз AF3/2 та AF1/2

не такий чiткий, як за вiдсутностi поперечного поля,
оскiльки збiльшення hx приводить (i при t = 0 та-
кож) до зменшення намагнiченостей пiдґраток. Тоб-
то при hx > 0 в основному станi mA та mB не вихо-
дять на “насиченi” значення mA = −mB = 3/2 або
mA = −mB = 1/2, як це є при hx = 0. А при hx = 0
iндекси в назвi фази вiдповiдають абсолютним зна-
ченням намагнiченостей пiдґраток в основному станi.

Треба сказати, що така класифiкацiя впорядкова-
них фаз, окрiм того, що є аж нiяк недосконалою при
hx 6= 0, то ще й має сенс в основному лише при дослi-
дженнi температурних залежностей намагнiченостей
пiдґраток. Щобiльше, маючи температурнi залежнос-
тi mA та mB , ми не завжди можемо визначити, у якiй
iз антиферомагнiтних фаз (фазi AF3/2 чи фазi AF1/2)
знаходиться система. Тодi називатимемо таку фазу
просто AF, без нiяких iндексiв.

Ми можемо однозначно назвати антиферомагнiтну
фазу фазою AF3/2 або фазою AF1/2 у таких випад-
ках:
(i) в основному станi при hx = 0;
(ii) у деяких випадках в основному станi при hx 6= 0 i
лише тодi, коли ми маємо вiдповiднi фазовi дiаграми
та температурнi залежностi намагнiченостей пiдґра-
ток у достатньо широкому температурному iнтервалi;
(iii) в околi фазового переходу AF3/2 ↔ AF1/2;
(iv) у деяких випадках при t > 0 поза околом фазово-
го переходу AF3/2 ↔ AF1/2 i лише тодi, коли ми маємо
вiдповiднi фазовi дiаграми, а також залежностi mA(t)
та mB(t) в достатньо широкому iнтервалi температур.

Зауважимо, що в НМП у випадку Γz = 0 фазо-
вi переходи (ФП) мiж рiзними антиферомагнiтними
фазами можуть бути лише першого роду, а перехо-
ди з антиферомагнiтних фаз у парамагнiтну — лише
другого роду.
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Рис. 1. Температурнi залежностi намагнiченостей пiд-
ґраток при d = −1 та рiзних значеннях поперечного поля.
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Рис. 2. Те ж саме, що на рис. 1, але d = −1.5.

0 1 2 3
0.0

0.5

1.0

1.5

|hx|= 2
1.974 1.97

|hx|= 1.9

1.714

1.698

|hx|= 1.6

 

m
A
 , 

– 
m

B

 t

 d = -1.6 

hx= 0

Рис. 3. Те ж саме, що на рис. 1, але d = −1.6.

Результати дослiдження впливу поздовжнього поля
на термодинамiчнi характеристики моделi (1.1) лег-
ше описати, якщо ми спочатку нагадаємо результат,
отриманий в НМП для нульового поперечного поля
[20, 34]. Фазова дiаграма в площинi (d, t) мiстить [29]
критичну точку (CP) всерединi AF-фази (при d =
dCP ≈ −1.95) та точку границi фаз в основному станi
(0P) всерединi AF-фази (при d = d0P = −2.0). Iз пiд-
вищенням температури при d < d0P в системi вiдбува-
ється фазовий перехiд AF1/2 → P. При d ∈ [d0P, dCP]
— два температурнi ФП: AF3/2 → AF1/2 та AF → P,
а при d > dCP — один перехiд AF → P (i лише при d,
суттєво бiльшому вiд dCP, ми можемо означити цей
ФП як перехiд AF3/2 → P).

У роботi [29] представленi фазовi дiаграми на (hx, t)
площинi при рiзних значеннях параметра однойонної
анiзотропiї, з яких можна бачити основний аспект змi-
ни топологiй цих фазових дiаграм зi змiною d. У цiй
же статтi ми наведемо вiдповiднi до показаних у [29]
фазових дiаграм (при заданих d) температурнi залеж-
ностi намагнiченостей пiдґраток при рiзних значен-
нях hx, якi допоможуть зрозумiти (hx, t) фазовi дiа-
грами [29] повною мiрою.

При d, суттєво бiльшому вiд dCP (див. [29]), топо-
логiя (hx, t) фазових дiаграм є такою ж, як дiаграми,
представленої в роботi [29] при d = −1. При |hx| < hx

0P
(hx = hx

0P є координатою точки границi фаз в основ-
ному станi) у системi вiдбувається з пiдвищенням тем-
ператури ФП AF3/2 → P (див. рис. 1). При |hx| > hx

0P

НМП не передбачає температурних ФП.
При значеннях однойонної анiзотропiї, близьких до

dCP та d0P (див. [29]), можливими є дев’ять рiзних
топологiй фазових дiаграм у площинi (hx, t).

Фазова дiаграма при d = −1.5 має топологiю по-
двiйний вхiд-вихiд (див. [29], а також рис. 2). Так, при
hx ∈ [2.269, 2.281] у системi наявний каскад темпера-
турних ФП типу подвiйний вхiд–вихiд AF3/2 → P →
AF3/2 → P. При hx < 2.269 та hx ∈]2.281, hx

0P ] НМП
передбачає один ФП AF3/2 → P, а при hx > hx

0P —
жодного.

При d = −1.6 фазова дiаграма на площинi (hx, t)
має топологiю подвiйний вхiд-вихiд iз критичною точ-
кою всерединi AF-фази (див. [29]), а те, як мiняються
mA(t) та mB(t) зi змiною поперечного поля, показа-
но на рис. 3. При |hx| < hx

0P1
у системi вiдбуваєть-

ся ФП AF3/2 → P, при |hx| ∈ [hx
0P1

, hx
CP ] (hx = hx

CP
є координатою CP) – два ФП AF1/2 → AF3/2 та
AF → P, при |hx| ∈]hx

CP , 1.971] — один ФП AF → P,
при |hx| ∈]1.971, 1.975] — каскад переходiв подвiйний
вхiд-вихiд AF → P → AF → P, при |hx| ∈]1.975, hx

0P2
]

— один ФП AF1/2 → P, а при |hx| > hx
0P2

— жодного.
Слiд зауважити, що у цьому випадку лише при суттє-
во менших та суттєво бiльших значеннях |hx| вiд hx

CP

ми можемо iдентифiкувати AF → P ФП як, вiдповiд-
но, AF3/2 → P та AF1/2 → P.

Якщо d = −1.7, то фазова дiаграма мiстить CP усе-
рединi AF-фази (див. [29]). НМП передбачає темпе-
ратурний ФП AF → P при |hx| < hx

0P1
, два переходи

AF1/2 → AF3/2 та AF → P при |hx| ∈ [hx
0P1

, hx
CP ], один

ФП AF → P при |hx| ∈]hx
CP , hx

0P2
] i жодного ФП при
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|hx| > hx
0P2

. У цьому випадку, як i у попередньому,
лише при суттєво менших та суттєво бiльших значен-
нях |hx| вiд hx

CP ми можемо iдентифiкувати AF → P
ФП як, вiдповiдно, AF3/2 → P та AF1/2 → P.
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Рис. 4. Те ж саме, що на рис. 1, але d = −1.835. Кривi,
якi перекриваються, рознесенi на частини рисунка (а) та
(б).

Як поводяться температурнi залежностi намагнi-
ченостей пiдґраток у випадку d = −1.7 при рiзних
значеннях поперечного поля, можна частково зрозу-
мiти з результатiв, наведених вище для d = −1.6,
а частково — iз тих, якi будуть описанi нижче (для
d = −1.835). Зокрема, поведiнки mA(t) та mB(t) для
d = −1.6 (рис. 3) при |hx| = 0.0, 1.6, 1.698, 1.714, 1.9
та 2.0 є характерними i для d = −1.7 випадку.

Для d = −1.826 та d = −1.835 фазовi дiаграми в
площинi (hx, t) мають топологiю подвiйний вхiд–вихiд
iз критичною точкою всерединi AF-фази (див. [29] та
рис. 4). Проте змiни температурних залежностей на-
магнiченостей пiдґраток зi змiною hx є рiзними для
цих двох випадкiв. Для d = −1.826 та d = −1.835 при
|hx| < hx

0P1
та |hx| < 0.916, вiдповiдно, в системi вiд-

бувається температурний ФП AF → P. Слiд зауважи-
ти, що при досить малих значеннях |hx| ми можемо
iдентифiкувати його як AF3/2 → P ФП. При |hx| ∈
[hx

0P1
, 0.951] у випадку d = −1.826 у системi вiдбуваю-

ться два фазовi переходи AF1/2 → AF3/2 та AF → P.
При |hx| ∈ [0.916, hx

0P1
] у випадку d = −1.835 систе-

ма демонструє поведiнку вхiд–вихiд (каскад переходiв
AF3/2 → AF1/2 → AF3/2) при низьких температурах
i зазнає фазового переходу AF → P при високих тем-
пературах. У обох випадках d = −1.826 та d = −1.835
при |hx| ∈]0.951, 0.9513] та при |hx| ∈]hx

0P1
, 0.9195], вiд-

повiдно, система демонструє в низькотемпературнiй
областi поведiнку подвiйний вхiд-вихiд — AF1/2 →
AF3/2 → AF1/2 → AF3/2 i зазнає AF → P фазо-
вого переходу у високотемпературнiй областi. При
|hx| ∈]0.9513, hx

CP ] у випадку d = −1.826, так само,
як i при |hx| ∈]0.9195, hx

CP ] у випадку d = −1.835, сис-
тема зазнає двох ФП AF1/2 → AF3/2 та AF → P. При
|hx| ∈]hx

CP , hx
0P2

] у випадках d = −1.826 та d = −1.835
мають мiсце лише по одному ФП AF → P. При достат-
ньо великих значеннях |hx| ми можемо iдентифiкува-
ти цей ФП як AF1/2 → P. В обох випадках (d = −1.826
та d = −1.835) при |hx| > hx

0P2
система перебуває в

парамагнiтнiй фазi при будь-яких температурах.
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Рис. 5. Те ж саме, що на рис. 1, але d = −1.845. Кривi,
якi перекриваються, рознесенi на частини рисунка (а) та
(б).

Зауважимо, що ми не подаємо температурних
залежностей намагнiченостей пiдґраток для d =
−1.826, оскiльки з наведених результатiв для d =
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−1.835 (рис. 4) та d = −1.6 (рис. 3) зрозумiло, як по-
водяться mA(t) та mB(t) зi змiною поперечного поля
в цьому d = −1.826 випадку.

На рис. 4 слiд звернути увагу на mA(t) при |hx| =
1.11. Ця температурна залежнiсть показує, як вiдбу-
вається перехiд вiд немонотонної функцiї mA(t) з од-
ним максимумом (випадок d = −1.835, а |hx| = 1.0)
до монотонно спадної функцiї mA(t) (випадки d =
−1.835, а |hx| = 1.12, 1.15 та 1.6) при значеннях d, не-
значно менших вiд d = −1.65 (при d ∈ [−1.65,−1.26],
фазовi дiаграми в площинi (hx, t) мають топологiї
вхiд-вихiд або подвiйний вхiд-вихiд мiж упорядкова-
ними та невпорядкованими фазами). Температурна
залежнiсть mA при d = −1.835 та |hx| = 1.11 є не-
монотонною функцiєю i має два максимуми, причо-
му другий максимум (при t ≈ 1.18) є нижчим, анiж
перший (при t = 0.0). Окрiм того, mA(t) у випад-
ку d = −1.835, а |hx| = 1.12 у впорядкованiй фазi
(на вiдмiну вiд вiдповiдних залежностей у випадках
d = −1.835, а |hx| = 1.15 та 1.6) двiчi змiнює свою
випуклiсть. Треба ще сказати, що описанi тут особ-
ливостi mA(t) у випадках d = −1.835, а |hx| = 1.11 та
1.12 є дещо бiльш вираженими при значеннях одно-
йонної анiзотропiї, ближчих до d = −1.65.

При d = −1.845 (див. [29] та рис. 5) фазовi дiа-
грами мають топологiю з двома областями вхiд-вихiд
та з CP всерединi впорядкованої фази. У цьому ви-
падку НМП передбачає температурний ФП AF → P
при |hx| < 0.875, каскад переходiв типу вхiд–вихiд
AF3/2 → AF1/2 → AF3/2 та ФП AF → P при |hx| ∈
[0.875, hx

CP ], два переходи AF3/2 → AF1/2 та AF →
P при |hx| ∈]hx

CP , hx
0P1

], каскад переходiв вхiд–вихiд
AF1/2 → AF3/2 → AF1/2 та перехiд AF → P при |hx| ∈
]hx

0P1
, 0.884], один ФП AF → P при |hx| ∈]0.884, hx

0P2
]

i жодного ФП при |hx| > hx
0P2

. Тут, як i у розгляну-
тих вище випадках, лише при достатньо малих абсо-
лютних значеннях поперечного поля (|hx| � hx

CP ) та
достатньо великих його значеннях (|hx| � hx

CP ) ми
можемо iдентифiкувати фазовi переходи з упорядко-
ваної фази в невпорядковану як переходи AF3/2 → P
та AF1/2 → P вiдповiдно.

Фазова дiаграма на площинi (hx, t) для d = −1.9
(див. [29]) має топологiю з областю вхiд-вихiд та
з критичною точкою всерединi AF-фази. Система
терпить температурний ФП AF → P при |hx| <
hx

CP , два переходи AF3/2 → AF1/2 та AF → P
при |hx| ∈ [hx

CP , hx
0P1

], каскад переходiв вхiд-вихiд
AF1/2 → AF3/2 → AF1/2 та перехiд AF → P при
|hx| ∈]hx

0P1
, 0.68136], один ФП AF → P при |hx| ∈

]0.68136, hx
0P2

] та жодного ФП при |hx| > hx
0P2

.
Залежностi mA(t) та mB(t) у цьому d = −1.9 випад-

ку є якiсно такими ж, як наведенi вiдповiднi залеж-
ностi для d = −1.845 при |hx| = 0.0, 0.8, 0.88, 0.8837,
1.0, 1.2, 1.6 (Рис. 5).

Для d = −1.945 (див. [29] та рис. 6) фазова дiагра-
ма на площинi (hx, t) має топологiю з CP всерединi
AF-фази, а для d = −1.96 (див. [29]) — без критичної
точки. Для d = −1.945 при |hx| < hx

CP система тер-
пить ФП AF → P. При |hx| ∈ [hx

CP , hx
0P1

] та |hx| ≤ hx
0P1

для d = −1.945 та d = −1.96, вiдповiдно, система за-

знає двох переходiв AF3/2 → AF1/2 та AF → P. При
|hx| ∈]hx

0P1
, hx

0P2
] для d = −1.945 та d = −1.96 вiдбу-

вається один ФП AF → P. При |hx| > hx
0P2

для обох
випадкiв температурнi фазовi переходи вiдсутнi.
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Рис. 6. Те ж саме, що на рис. 1, але d = −1.945.
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Рис. 7. Те ж саме, що на рис. 1, але d = −3.0.

Змiна температурних залежностей mA та mB зi змi-
ною поперечного поля для d = −1.96 є якiсно такою
ж, як змiна приведених на рис. 6 намагнiченостей пiд-
ґраток (зi змiною |hx|) для d = −1.945, за виключен-
ням намагнiченостей при hx = 0. При d = −1.96 та
hx = 0 залежностi mA(t) та mB(t) є якiсно такими ж,
як вiдповiднi залежностi при d = −1.945 та |hx| = 0.4.

Для значень однойонної анiзотропiї, суттєво мен-
ших вiд dCP (див. [29]), топологiя (hx, t) фазових дiа-
грам в НМП є такою ж, як дiаграми представленої в
роботi [29] для d = −3. При |hx| < hx

0P система тер-
пить температурний ФП AF1/2 → P (див. рис. 7), а
при |hx| > hx

0P фазовi переходи не передбачаються.
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IV. ВИСНОВКИ

У наближеннi молекулярного поля дослiджено тер-
модинамiчнi характеристики спiн-3/2 моделi Блюма–
Капеля в поперечному полi на прямокутнiй ґратцi, у
якiй бiлiнiйнi взаємодiї в перпендикулярних напрям-
ках мають протилежнi знаки. При рiзних значеннях
параметрiв моделi розраховано температурнi залеж-
ностi намагнiченостей пiдґраток i за їхньою допомо-

гою детально проаналiзовано фазовi дiаграми (усiх
можливих топологiй) у площинi (поперечне поле, тем-
пература).

Установлено, що при певних значеннях параметрiв
моделi намагнiченiсть пiдґратки як функцiя темпера-
тури може бути неперервною з двома максимумами,
а також монотонно спадною, яка двiчi змiнює свою
випуклiсть.
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The influence of transverse field on the spin-3/2 Blume–Capel model on a rectangular lattice with the ferromag-

netic bilinear short-range interaction in one direction and the antiferromagnetic one in the perpendicular direction

is studied within the mean field approximation. The temperature dependencies of sublattices magnetizations are

obtained at different values of the transverse field and single-ion anisotropy.
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