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На основi формалiзму Солпiтера дослiджено спектроскопiю i двофотоннi розпади чармо-
нiю та боттомонiю в релятивiзованiй потенцiальнiй моделi, що мiстить потенцiал Корнеля з
нестатичними спiн-залежними поправками. Обговорено також недавно вiдкритi новi стани.
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I. ВСТУП

Вiдкриття J/Ψ-частинки понад три десятилiття то-
му [1,2] започаткувало феноменологiчну iнтерпрета-
цiю важких мезонiв на основi квантової хромодина-
мiки (КХД). Передбачення та вiдкриття збуджених
станiв чармонiю та боттомонiю стимулювало появу
рiзних теоретичних дослiджень спектроскопiї та роз-
падiв важких кварконiїв. Порiвнюючи теоретичнi пе-
редбачення, що випливають iз КХД, ґраткових об-
числень, iз наявними експериментальними даними,
можна отримати iнформацiю про динамiку важких
мезонiв. Ця iнформацiя пiдтверджує найважливiшi
риси КХД — асимптотичну свободу та ув’язнення
(конфайнмент) кваркiв.

Але з основних принципiв КХД неможливо одер-
жати потенцiал кварк-антикваркової взаємодiї на ве-
ликих вiддалях. Через зростання константи сильної
взаємодiї на великих вiддалях (бiльших за 0.1 fm) те-
орiя збурень не застосовна, що й призводить до те-
оретичної невизначеностi потенцiалу на великих вiд-
далях. Саме тому є багато рiзних феноменологiчних
пiдходiв для опису непертурбативної частини КХД.
Серед них значних успiхiв досягнуто в потенцiальних
кваркових моделях [3–6]. Вагомим теоретичним пiд-
ґрунтям цих моделей є ґраткова КХД, згiдно з якою
феноменологiчний потенцiал мiстить статичнi [7] та
нестатичнi члени [8].

Статичний потенцiал залежить тiльки вiд вiддалi
мiж кварком й антикварком. Далекосяжна частина
потенцiалу забезпечує ув’язнення кваркiв, коротко-
сяжна — асимптотичну свободу. Нестатична частина
потенцiалу залежить вiд аромату через посередницт-
во мас кваркiв i складається зi спiн-залежної та спiн-
незалежної частин.

Дослiдження тонкої та надтонкої структури спек-
трiв мезонiв i ширин розпадiв виявили суттєву за-
лежнiсть їх вiд релятивiстських ефектiв, зокрема вiд
Лоренц-трансформацiйних властивостей мiжкварко-
вого потенцiалу [9–12]. З’ясовано, що потенцiал має
бути сумою Лоренц-векторної та Лоренц-скалярної
частин.

Новi експериментальнi вiдкриття частинок
X(3872), X(3940), Z(3930), Y (4260) у спектрi чар-

монiю, Υ(1D), Υ(3S), Υ(5S) у спектрi боттомонiю
[13,14] (деякi з яких виявилися неочiкуваними) вiд-
новили зацiкавленiсть потенцiальними моделями для
опису важких кварконiїв. Тому в цiй роботi дослiди-
мо цi новi стани у спектрах чармонiю, боттомонiю на
основi квазiрелятивiстського рiвняння Солпiтера.

II. КВАЗIРЕЛЯТИВIСТСЬКА МОДЕЛЬ

Квантово-польовий опис релятивiстських зв’язаних
станiв подається рiвнянням Бете–Солпiтера [15]. Як-
що iнтеґральне ядро, що описує взаємодiю фермiонiв
з масами m1 i m2, замiнити iнстантонним потенцiалом
V (r), знехтувати спiном i розщепленням на “велику–
велику” та “малу–малу” компоненти хвильової функ-
цiї, то отримаємо безспiнове рiвняння [16][√

p2 + m2
1 +

√
p2 + m2

2 + V (r)−M

]
Ψ(r) = 0,

де M — повна енерґiя зв’язаного стану, p — вiднос-
ний iмпульс фермiонiв. Розгляньмо це рiвняння для
мезона масою M як зв’язаного стану кварка масою
m1 та антикварка масою m2, покладаючи, що по-
тенцiал кварк-антикваркової взаємодiї V (r) є сумою
Лоренц-векторної Vv(r) i Лоренц-скалярної Vs(r) час-
тин [17,18],{

[p2 + (m1 + β1Vs(r))2]1/2 (1)

+[p2 + (m2 + β2Vs(r))2]1/2
}
Ψ(r) = (M − Vv(r))Ψ(r),

V (r) = Vs(r) + Vv(r),

β1,2 =
m2,1

m1 + m2
, β1 + β2 = 1. (2)

Нехай m1,2 > p, m1,2 > Vs(r), тодi рiвняння (1) мож-
на спростити, розкладаючи коренi в ряд за степеня-
ми p2/m2

1,2, Vs(r)/m1,2. У цьому розкладi обмежимося
членами другого порядку, крiм того, вiзьмiмо до ува-
ги той факт, що p2 i Vs(r) не комутують. Отже,[

p2

2µ

(
1− Vs(r)

2η

)
− 1

4µη
Vs(r)p2 − p4

8ν

]
Ψ(r)

= [E − V (r)]Ψ(r), (3)
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де E = M−m1−m2, η = ν
µ2 , ν = (m1m2)

3

m3
1+m3

2
, µ = m1m2

m1+m2
.

Iз рiвняння Шрединґера

p2

2µ
Ψ(r) = (E − V (r))Ψ(r)

маємо [19]

p4

8ν
=

(E − V (r))2

2η
,

i рiвняння (3) набере вигляду

[
p2

2µ

(
1− Vs(r)

2η

)
− 1

4µη
Vs(r)p2 − (E − V (r))2

2η

]
Ψ(r)

= (E − V (r))Ψ(r). (4)

А що V (r) сферично-симетричний, то перейдiмо в рiв-
няннi (4) до сферичної системи координат i вiдокре-
мимо змiннi. Для цього в рiвняння (4) пiдставмо

Ψ(r, ϑ, ϕ) =
R(r)

r
Y (ϑ, ϕ).

Пiсля деяких перетворень отримаємо таке радiальне
рiвняння:

− 1
2µ

R′′nl +
1

2µη
(
1− Vs

η

)V ′
s R′nl +

(
V − V 2

2η
+

EnlV

η
+

V ′′
s

4µη

)
Rnl

1− Vs
η

+
l(l + 1)
2µr2

Rnl =
(

E2
nl

2η
+ Enl

)
Rnl

1− Vs
η

або

− 1
2µ

R′′nl +
1

2µη

(
1 +

Vs

η

)
V ′

s R′nl +
(

V − V 2

2η
+

EnlV

η
+

V ′′
s

4µη

)(
1 +

Vs

η

)
Rnl +

l(l + 1)
2µr2

Rnl

=
(

E2
nl

2η
+ Enl

)(
1 +

Vs

η

)
Rnl, (5)

де враховано, що Vs < m, тому(
1− Vs

η

)−1

'
(

1 +
Vs

η

)
.

Тепер зведiмо рiвняння (5) до шрединґероподiбної
форми. Iз тотожностi

1
χ

d2

dr2
(χR) =

χ′′

χ
R + 2

χ′

χ
R′ + R′′

маємо

R′′ =
1
χ

d2

dr2
(χR)− χ′′

χ
− 2

χ′

χ
R′. (6)

Порiвнюючи з (5), знайдемо рiвняння для χ(r)

χ′

χ
= − 1

2η

(
1 +

Vs

η

)
V ′

s

η
, (7)

розв’язок якого

χ(r) = exp
{
− 1

2η

∫
V ′

s

(
1 +

Vs

η

)
dr

}
. (8)

У рiвняння (5) пiдставмо (6), (7), (8), домножмо на
χ(r) i обмежмося членами порядку 1/η[

− 1
2µ

d2

dr2
+

l(l + 1)
2µr2

− V 2
v (r)
2η

+ γ(r) +
(

1 +
Enl

η

)
Vv(r)

]
(9)

× Φnl(r) =
(

1 +
Enl

2η

)
EnlΦnl(r),

Φnl(r) = χnl(r)Rnl(r), γ(r) = Vs(r) +
V 2

s (r)
η

.

Оберiмо потенцiальну модель Корнеля Vv(r) =
−4αs/3r, Vs(r) = ar, αs, a — параметри моделi, то-
дi в (9), об’єднуючи другий i третiй члени

1
2µr2

l′(l′ + 1) =
1

2µr2

(
l(l + 1)−

(
4
3
αs

)2
µ

η

)
,

введiмо орбiтальне квантове число l′

l′ = −1
2

+

√
(l + 1)2 −

(
4αs

3

)2
µ

η
, (10)

крiм того, константу α′s

α′s = αs

(
1 +

Enl

2η

)
, (11)

енерґiю E′
nl′

E′
nl′ = Enl

(
1 +

Enl

η

)
(12)

й остаточно отримаємо шрединґероподiбне радiальне
рiвняння[

− 1
2µ

d2

dr2
+

l′(l′ + 1)
2µr2

+ γ(r)− 4
3

α′s
r

]
Φnl′(r)

= E′
nl′Φnl′(r). (13)
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III. МАСОВI СПЕКТРИ I ДВОФОТОННI
РОЗПАДИ

Маючи рiвняння (13), дослiдiмо масовi спектри
важких кварконiїв (m1 = m2) та їхнi радiацiйнi роз-
пади в потенцiальнiй моделi Корнеля, додаючи спiн-
залежнi члени [20]

VSD(r) = VSS(r) + VLS(r) + VT(r), (14)

VSS(r) вiдповiдає спiн-спiновiй взаємодiї

VSS(r) =
2
3

(S1S2)
m2

∆Vv(r), (15)

S1,S2 — спiни кварка й антикварка вiдповiдно, VLS(r)
— спiн-орбiтальний потенцiал

VLS(r) =
(LS)
2m2r

(
3
dVv

dr
− dVs

dr

)
, (16)

S = S1+S2 — спiн кварконiя, L — вiдносний орбiталь-
ний момент кварка й антикварка, VT(r) — тензорний
потенцiал

VT(r) =
S12

m2

[
1
r

dVv

dr
− d2Vv

dr2

]
,

(17)

S12 =
(S1r)(S2r)

r2
− 1

3
(S1S2).

Щоб обчислити енерґетичний спектр Enl, спочатку
усереднiмо (13) i (14) на функцiях кулонiвського ти-
пу [21]

Φnl′(r) = Cnl′r
l′+1e−brL2l′+2

n−1 (2br), (18)

Cnl′ =
[

(2b)2l′+3(n−1)!
Γ(2l′+n+2)

]1/2

— константа нормування,

L2l′+2
n−1 (2br) — приєднанi функцiї Лаґерра [22], b — ва-

рiацiйна стала, яку визначаємо з умови ∂Enl′
∂b = 0.

Тепер, ураховуючи (10)–(12), з квадратного рiвняння
для спiн-незалежної частини спектра E0

nl одержимо

E0
nl = (J4 − η) (19)

+
[
(J4 − η)2 + 2η(J1 + J2 + J3 + J4)

]1/2
,

спiн-залежна частина спектра E1
nl

E1
nl = J5,

Enl = E0
nl + E1

nl,

J1 =
〈
− 1

m

d2

dr2

〉
, J2 =

〈
l′(l′ + 1)

dr2

〉
,

J3 = 〈γ(r)〉, J4 =
〈
− 4

3r
α′s

〉
, (20)

J5 = 〈VSD〉.

Пiсля iнтеґрування за формулами [23]∫ ∞

0

xλ−1ecx Lγ
m(cx)Lλ

n(cx) dx

= (−1)n Γ(γ + 1 + m)Γ(λ)
m!cλΓ(γ + 1)

,

∫ ∞

0

xλe−cx Lλ
m(cx)Lλ

n(cx) dx

=
Γ(λ + n + 1)

n!cλ+1
δnm, Re c > 0, Re λ > −1,

остаточно одержимо

E0
nl = −

(
2m +

4αs

3(l′ + 1)
b

)
+
[
4m2 + 16b2

(
−1

4
− (−1)n

2
+

α2
s

9(l′ + 1)2
+

(−1)n(n− 1)(n + l′)
(l′ + 1)(2l′ + 3)

)
(21)

+
4ma

b

(
n + l′ +

1
2

)
+

a2

4b2

(
4
(

n + l′ +
1
2

)2

+ n(n + 2l′ + 2) + (n− 1)(n + 2l′ + 1)

)]1/2

.

У Додатку наведено вирази для мас S-, P -, D-станiв
чармонiю, боттомонiю, числовi розрахунки подано в
таблицях 1–4.

Наостанок обчислiмо ширини двофотонних розпа-
дiв на основi одержаного масового спектра. Цi розпа-
ди чутливi до вибору радiальної функцiї кварконiю
[27]. Зокрема, у псевдоскалярному станi пропорцiйнi
квадратовi радiальної функцiї в нулi

Γ(ηc,b(11S0) → γγ) =
3α2

eme4

M2
ηc,b

|Rs(0)|2, (22)

у скалярному та тензорному станах — пропорцiйнi
квадратовi похiдної радiальної функцiї в нулi

Γ(χc,b(13P0) → γγ) =
27α2

eme4

M4
χc,b

|R′p(0)|2, (23)

Γ(χc,b(13P2) → γγ) =
36α2

eme4

5M4
χc,b

|R′p(0)|2, (24)

де αem = 1
137.036... — електромагнiтна стала тонкої

структури, e — електричний заряд кварка, ec = 2/3,
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eb = −1/3, M — маса кварконiю. Результати обчис-
лень наведено в таблицi 5.

IV. ВИСНОВКИ

У цiй статтi одержано вираз для обчислення ма-
сових спектрiв важких мезонiв на основi формалiзму
Солпiтера у квазiрелятивiстському наближеннi. До-
слiджено спектроскопiю та ширини двофотонних роз-
падiв чармонiю й боттомонiю в потенцiальнiй моделi
Корнеля зi спiн-залежними релятивiстськими поправ-
ками. У таблицях 2, 3 подано теоретичнi передбачен-
ня та експериментальнi данi разом iз новими стана-
ми. У цiлому узгодження є в межах декiлькох МеВ.
Оскiльки наявнi рiзнi стани, квантовi числа яких до-
тепер не вимiрянi експериментально, прокоментуємо
одержанi результати й можливi квантовi числа. От-
же, iмовiрна iнтерпретацiя

у спектрi чармонiю:
X(3940) — це 31S0(cc̄) стан, Y (4260) — стан 33S1,

однак у деяких моделях маса Y (4260) сумiсна зi ста-
ном 43S1(cc̄) [6], крiм того, є припущення, що це тет-
ракварк csc̄s̄ або гiбрид, тому питання лишається вiд-
критим. Спостережуванi властивостi Z(3930) сумiснi
з передбачуваними для 23P2(cc̄) стану, i Ψ(3836) iден-
тифiкується зi станом 13D2(cc̄);

у спектрi боттомонiю:
Υ(1D) iдентифiкується зi станом 13D2Υ(1D), Υ(5S)

— зi станом 53S1Υ(5S). Щодо ширин двофотонних
розпадiв чармонiю, то найбiльше вiдхилення вiд екс-
периментальних значень є для ηc(11S0). Однак бли-
зьке до цього значення зафiксовано й у [28].

Для боттомонiю експериментальних даних немає,
тому в таблицi 5 для порiвняння подано результати
iнших авторiв. Якi ж iз цих передбачень пiдтвердять-
ся, покажуть майбутнi експерименти.

ДОДАТОК

Наведемо явнi вирази для обчислення мас S-, P -, D-станiв для чармонiю та боттомонiю:

1S-стани

l′ + 1 = 0.864,

E0
10 = −

(
2m +

4
3

αs

(l′ + 1)
b

)
+
[
4(m2 + b2)

+
16
9

α2
s b

2

(l′ + 1)2
+

4ma

b

(
l′ + 1 +

1
2

)
+

a2

4b2

(
4
(

1 + l′ +
1
2

)2

+ (3 + 2l′)

)]1/2

,

E1
10 =


−8

3
αsb

3

m2
S = 0,

8
9

αsb
3

m2
S = 1

,

M(11S0) = 2m + E0
10 + E1

10 = 2m + E0
10 −

8
3

αsb
3

m2
,

M(13S1) = 2m + E0
10 + E1

10 = 2m + E0
10 +

8
9

αsb
3

m2
.

2S-стани

E0
20 = −

(
2m +

4
3

αs

(l′ + 1)
b

)
+
[
4m2 + 16b2

(
−3

4
+

α2
s

9(l′ + 1)2
+

(2 + l′)
(l′ + 1)(2l′ + 3)

)
+

4ma

b

(
2 + l′ +

1
2

)
+

a2

4b2

(
4
(

2 + l′ +
1
2

)2

+ 4(2 + l′) + (3 + 2l′)

)]1/2

,

E1
20 =


−8

9
αsb

3

m2
S = 0,

8
27

αsb
3

m2
S = 1

,

M(21S0) = 2m + E0
20 + E1

20 = 2m + E0
20 −

8
9

αsb
3

m2
,

M(23S1) = 2m + E0
20 + E1

20 = 2m + E0
20 +

8
27

αsb
3

m2
.
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3S-стани

E0
30 = −

(
2m +

4
3

αs

(l′ + 1)
b

)
+
[
4m2 + 4

(
1 +

4
9

α2
s

(l′ + 1)2
− 8(3 + l′)

(l′ + 1)(2l′ + 3)

)
b2

+
4ma

b

(
3 + l′ +

1
2

)
+

a2

4b2

(
4
(

3 + l′ +
1
2

)2

+ 3(5 + 2l′) + 4(2 + l′)

)]1/2

,

E1
30 =


−4

9
αsb

3

m2
S = 0,

4
27

αsb
3

m2
S = 1

,

M(31S0) = 2m + E0
30 + E1

30 = 2m + E0
30 −

4
9

αsb
3

m2
,

M(33S1) = 2m + E0
30 + E1

30 = 2m + E0
30 +

4
27

αsb
3

m2
.

1P -стани

l′ + 1 = 1.96,

E0
11 = −

(
2m +

4
3

αs

(l′ + 1)
b

)
+
[
4(m2 + b2) +

16
9

α2
s

(l′ + 1)2
b2 +

4ma

b

(
1 + l′ +

1
2

)
+

a2

b2

(
1 + l′ +

1
2

)2

+
a2

4b2
(3 + 2l′)

]1/2

,

E1
11 =



ab

2m2
− 16

9
αsb

3

m2
S = 1, J = 0,

ab

4m2
− 4

9
αsb

3

m2
S = 1, J = 1,

− ab

4m2
− 28

45
αsb

3

m2
S = 1, J = 2,

M(13P0) = 2m + E0
11 + E1

11 = 2m + E0
11 +

ab

2m2
− 16

9
αsb

3

m2
,

M(13P1) = 2m + E0
11 + E1

11 = 2m + E0
11 +

ab

2m2
− 4

9
αsb

3

m2
,

M(13P2) = 2m + E0
11 + E1

11 = 2m + E0
11 −

ab

4m2
− 28

45
αsb

3

m2
.

2P -стани

E0
21 = −

(
2m +

4
3

αs

(l′ + 1)
b

)
+
[
4m2 + 4

(
4
9

α2
s

(l′ + 1)2
+

4(2 + l′)
(l′ + 1)(2l′ + 3)

− 3
)

b2

+
4ma

b

(
2 + l′ +

1
2

)
+

a2

b2

(
2 + l′ +

1
2

)2

+
a2

4b2
(4(2 + l′) + (2l′ + 3))

]1/2

,

E1
21 =



−16
9

αs

m2
A(b) +

a

2m2
B(b) S = 1, J = 0,

−4
9

αs

m2
A(b) +

a

4m2
B(b) S = 1, J = 1,

28
45

αs

m2
A(b)− a

4m2
B(b) S = 1, J = 2,

,
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M(23P0) = 2m + E0
21 + E1

21 = 2m + E0
21 −

16
9

αs

m2
A(b) +

a

2m2
B(b),

M(23P1) = 2m + E0
21 + E1

21 = 2m + E0
21 −

4
9

αs

m2
A(b) +

a

4m2
B(b),

M(23P2) = 2m + E0
21 + E1

21 = 2m + E0
21 +

28
45

αs

m2
A(b)− a

4m2
B(b),

A(b) = 5b3 − 2b2 +
3
10

b, B(b) = 5b− 4 +
1
b
.

1D-стани

l′ + 1 = 2.52,

E0
12 = −

(
2m +

4
3

αs

(l′ + 1)
b

)
+
[
4(m2 + b2) +

16
9

α2
sb

2

(l′ + 1)
+

4ma

b

(
1 + l′ +

1
2

)
+

a2

b2

(
1 + l′ +

1
2

)2

+
a2

4b2
(3 + 2l′)

]1/2

,

E1
12 =


−4

9
αsb

3

m2
+

ab

2m2
S = 1, J = 1,

− 4
45

αsb
3

m2
+

ab

6m2
S = 1, J = 2,

,

M(13D1) = 2m + E0
12 + E1

12 = 2m + E0
12 −

4
9
αs

b3

m2
+

ab

2m2
,

M(13D2) = 2m + E0
12 + E1

12 = 2m + E0
12 −

4
45

αs
b3

m2
+

ab

6m2
.

αs a (ГеВ2) mc (ГеВ) mb (ГеВ)

0.5154 0.1487 1.463 4.894

Таблиця 1. Параметри моделi.

стан2n+1LJ частинка теорiя експеримент [24–26]

11S0 ηc(1S) 2.988 2.980

13S1 J/Ψ(1S) 3.026 3.0969

13P0 χc0(1P ) 3.445 3.4152

13P1 χc1(1P ) 3.510 3.5106

13P2 χc2(1P ) 3.550 3.5563

11P1 hc(1P ) 3.525 3.5259

13D1 Ψ(3770) 3.769 3.771

13D2 Ψ(3836) 3.837 3.836

21S0 ηc(2S) 3.632 3.638

23S1 Ψ(2S) 3.665 3.6861

23P2 Z(3930) 3.930 3.929

31S0 X(3940) 3.966 3.940

33S1 Y (4260) 4.2619 4.260

Таблиця 2. Масовий спектр чармонiю (в ГеВ).
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стан2S+1LJ частинка теорiя експеримент [24–26]

11S0 ηb(1S) 9.359 —
13S1 Υ(1S) 9.467 9.4603
13P0 χb0(1P ) 9.867 9.8599
13P1 χb1(1P ) 9.922 9.8927
13P2 χb2(1P ) 9.974 9.9122
13D2 Υ(1D) 10.162 10.161
21S0 ηb(2S) 9.955 —
23S1 Υ(2S) 10.030 10.0233
23P0 ηb0(2P ) 10.236 10.232
23P1 ηb1(2P ) 10.253 10.255
23P2 ηb2(2P ) 10.266 10.268
33S1 Υ(3S) 10.339 10.355
53S1 Υ(5S) 10.878 10.865

Таблиця 3. Масовий спектр боттомонiю (в ГеВ).

стан cc̄ bb̄

11S0 0.54 1.1
13S1 0.57 0.92
13P0 0.62 1.3
13P1 0.62 1.4
13P2 0.62 1.3
11P1 0.62 —
13D1 0.55 —
13D2 0.5 0.98
21S0 0.37 0.58
23S1 0.36 0.54
23P0 — 0.63
23P1 — 0.63
23P2 0.42 0.63
31S0 0.32 —
33S1 0.29 0.43
53S1 — 0.38

Таблиця 4. Варiацiйний параметр (в ГеВ).

частинка Γ(кеВ)
Γтеор(кеВ) Γексп(кеВ)

[29] [30] [31] [32] [33] [30] [24] [25] [28]

ηc(11S0) 2.969 7.5 4.4 7.2 2.46

ηb(11S0) 2.213 0.35 0.46 0.46 — — — — — —

χc(13P0) 3.165 3.1 2.9 2.87

χb(13P0) 0.0723 0.038 0.080 0.043 — — — — — —

χc(13P2) 0.532 0.45 0.31 0.61 — 0.559

χb(13P2) 0.0031 0.008 0.008 0.007 — — — — — —

Таблиця 5. Ширини двофотонних розпадiв.
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HEAVY QUARKONIA IN THE RELATIVIZED POTENTIAL MODEL

S. S. Pikh
Department for Theoretical Physics, Ivan Franko National University of Lviv,

12, Drahomanov St., Lviv, UA–79005, Ukraine

Spectroscopy and two-photon decays of the charmonium and bottomonium in a relativized potential model
consisting of the Cornell potential with a nonstatic spin-dependent corrections are studied within the framework
of the Salpeter formalizm. The newly discovered states are also discussed.

4101-8


