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Розвинуто нелiнiйну дифузiйно-деформацiйну теорiю самоорганiзацiї нанокластерiв iмп-
лантованих домiшок, яка враховує пружну взаємодiю iмплантованих домiшок мiж собою та
з атомами матрицi. У межах цiєї теорiї встановлено критерiї формування нанокластерiв iмп-
лантованих домiшок. Визначено характеристичну довжину взаємодiї iмплантованих домiшок
з атомами матрицi та розмiр нанокластера залежно вiд середньої концентрацiї домiшок.
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I. ВСТУП

Одним iз нових напрямкiв використання йонної iм-
плантацiї є синтез нанокластерiв у дiелектричних [1,
2] та напiвпровiдникових матрицях [3]. Формування
нанокластерiв домiшкових атомiв у напiвпровiднико-
вiй кристалiчнiй матрицi зi заданою концентрацiєю
та структурою є принципово новим пiдходом в отри-
маннi нанорозмiрних структур. Наприклад, альтерна-
тивним для наявного методу молекулярно-променевої
епiтаксiї створення гетероструктур Si/Ge з квантови-
ми точками Ge є дешевшим методом йонної iмпланта-
цiї, який дає змогу отримувати нанокластери у всьому
об’ємi кристалу, керувати їх розмiрами та структурою
[4].

На сьогоднi опублiковано низку теоретичних праць,
присвячених самоорганiзацiї в процесi росту криста-
лiв [5–7], за ядерного й лазерного опромiнення [8–10],
якi можуть бути певним чином використанi i для роз-
витку теорiї самоорганiзацiї при формуваннi нанороз-
мiрних упорядкованих структур в iмплантованих на-
пiвпровiдниках.

У цiй роботi побудовано дифузiйно-деформацiйну
теорiю формування самоорганiзованих нанокластерiв
iмплантованих домiшок.

Нелiнiйна взаємодiя iмплантованих домiшок iз са-
моузгодженим полем механiчної деформацiї, зумов-
леної наявнiстю цих домiшок, приводить до утво-
рення впорядкованих структур — кластерiв. До-
мiшка, яка потрапляє в матрицю, спричиняє змi-
ну її об’єму та енергiї, а початкова флукту-
ацiя деформацiї за певних умов зумовлює ви-
никнення деформацiйно-iндукованих потокiв iмп-
лантованих домiшок. У результатi в неоднорiдно-
му деформацiйно-концентрацiйному полi з’являють-
ся сили, пропорцiйнi ґрадiєнтам концентрацiї та де-
формацiї, якi додатково деформують матрицю. Цi си-
ли спричиняють наростання початкової флуктуацiї та
приводять до самоорганiзацiї кластерiв домiшок.

II. МОДЕЛЬ

Розгляньмо сферично-симетричну дефектно-
кристалiчну систему, у центрi якої (r = 0) внаслiдок
нелiнiйної взаємодiї домiшок через пружне поле фор-
мується кластер цих домiшок. Радiус iмплантованої
матрицi R0 � ld, де ld — середня довжина вiльного
пробiгу домiшки.

Потенцiальну енерґiю пружної взаємодiї iмпланто-
ваної домiшки можна записати у виглядi:

Ui = U int
dd + U int

da , (1)

де перший доданок визначає енерґiю взаємодiї домi-
шок, а другий — домiшок з атомами кристалiчної мат-
рицi.

Пружнi сили, що виникають у результатi наявнос-
тi домiшки ненульового об’єму, виконують роботу зi
змiни об’єму кристалiчної матрицi:

A = −σrr∆Ωd, (2)

де ∆Ωd — змiна об’єму кристала однiєю домiшкою; σrr

— радiальний складник тензора механiчної напруги в
кристалi, яка виникає за рахунок взаємодiї домiшки
з пружним полем матрицi εrr = ε = ∂ur

∂r
; εrr та ur —

радiальнi компоненти тензора деформацiї та вектора
змiщень вiдповiдно.

Пружнi поля iмплантованих домiшок, змiщуючи
атоми в околi iнших домiшок, створюють сили, що
дiють на них i є причиною їхньої пружної взаємо-
дiї. Енерґiя цiєї взаємодiї зменшується за степеневим
законом i є досить великою, якщо домiшки сильно
спотворюють кристалiчну ґратку [11]. У роботi [11]
показано, що така енерґiя пружної взаємодiї дефек-
тiв в iзотропних тiлах дорiвнює нулевi. Але поряд
iз пружною взаємодiєю дефектiв, яка зменшується з
вiдстанню за степеневим законом, наявна взаємодiя,
яка плавно змiнюється на вiдстанях порядку розмiру
кристала й пов’язана iз силами дзеркального зобра-
ження, прикладеними до поверхнi кристала [11]. Та-
ка енерґiя U int

dd взаємодiї iмплантованої домiшки, що
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знаходиться в положеннi r′, з iншими домiшками з
концентрацiєю N(r) практично не залежить вiд по-
ложення домiшки r′ i може бути визначена так [11]:

U int
dd (r) = −2

3
K

1 − 2ν

1 − ν
N(r)∆Ω2

d, (3)

K — модуль усебiчного стиску; ν — коефiцiєнт Пуас-
сона.

З урахуванням (2) та нелокального закону Гука [12]
енерґiю взаємодiї iмплантованої домiшки з атомами
матрицi через пружне поле можна визначити так:

U int
da (r) = −

∫

λ (|r′ − r|) ε(r′)∆Ωd dr′, (4)

де λ — оператор пружних модулiв [12]. Увiвши змiнну

τ = r′ − r та розклавши в ряд Тейлора за τ , отримає-
мо:

U int
da (r) = −

∫

λ (|τ |) ε(r + τ)∆Ωd dτ

= −
∫

λ (|τ |)
(

ε(r) +
∂2ε(r)

∂r2

τ2

2

)

∆Ωd dτ (5)

= −Kdε(r)∆Ωd − Kd

∂2ε(r)

∂r2
r2
da∆Ωd,

де Kd =
∫

λ (|τ |) dτ ≡ K — модуль усебiчного стиску

[13]; 2r2
da

=
R

λ(|τ |)τ2dτ
R

λ(|τ |)dτ
— середнє значення квадра-

та вiдстанi мiж iмплантованою домiшкою та атомами
матрицi.

Пружне поле, що виникає в iмплантованiй матрицi,
дiє на домiшку iз силою

F = −gradUi = Kgrad

(

2

3

1 − 2ν

1 − ν
N(r)∆Ω2

d + ε(r)∆Ωd +
∂2ε(r)

∂r2
r2
da∆Ωd

)

. (6)

Пiд дiєю цiєї сили домiшки у пружному полi отримують швидкiсть

υ = µF =
DK

kBT
grad

(

2

3

1 − 2ν

1 − ν
N(r)∆Ω2

d + ε(r)∆Ωd +
∂2ε(r)

∂r2
r2
da∆Ωd

)

, (7)

де D — коефiцiєнт дифузiї; T — температура; kB — стала Больцмана. Тут для визначення рухливостi домiшок
використано спiввiдношення Айнштайна.

Як бачимо з формули (7), швидкiсть домiшок у
пружному полi визначається ґрадiєнтами деформацiї
й концентрацiї дефектiв та змiною об’єму кристала
цими домiшками. Аналiз цiєї формули показує, що
ґрадiєнт концентрацiї створює деформацiйний потiк,
який напрямлений, на вiдмiну вiд звичайного дифу-
зiйного потоку, в бiк збiльшення концентрацiї домi-
шок (перший доданок). Окрiм цього, домiшки, якi є
центрами розтягу (∆Ωd > 0), рухатимуться в область,
що зазнає вiдносного розтягу, а домiшки, якi є цент-
рами стиску (∆Ωd < 0), рухатимуться в область, що
зазнає вiдносного стиску (другий доданок).

З урахуванням (7) стацiонарний потiк iмплантова-
них домiшок можна записати у виглядi:

j = −D
∂N

∂r
+ N

DK

kBT

(

2

3

1− 2ν

1 − ν

∂N

∂r
∆Ω2

d

+
∂ε

∂r
∆Ωd +

∂3ε

∂r3
r2
da∆Ωd

)

− υ0N, (8)

де v0 — швидкiсть зсуву поверхнi кристала внаслiдок
розпилення йонами [14], що налiтають.

Густину потенцiальної енерґiї пружного континуу-
му без домiшок з урахуванням ангармонiчних додан-
кiв можна представити так:

Ua =
1

2
Kε2 (r) +

1

3
Kαε3 (r) +

1

4
Kβε4 (r)

+ Ka2
0

∂2ε (r)

∂r2
ε (r) , (9)

де α, β — константи пружного ангармонiзму; a0 — ха-
рактеристична вiдстань взаємодiї атомiв кристалiчної
матрицi, яка приблизно дорiвнює параметру криста-
лiчної ґратки матрицi.

Тодi з урахуванням (1), (3), (5) та (9) вираз для гус-
тини вiльної енерґiї кристала з iмплантованими до-
мiшками матиме вигляд:

Φ = Ua + NUi − TS =
1

2
Kε2 (r) +

1

3
Kαε3 (r) +

1

4
Kβε4 (r) + Ka2

0

∂2ε (r)

∂r2
ε (r)

2601-2



ДИФУЗIЙНО-ДЕФОРМАЦIЙНА ТЕОРIЯ ФОРМУВАННЯ САМООРГАНIЗОВАНИХ НАНОКЛАСТЕРIВ. . .

−1

3
K

1 − 2ν

1 − ν
N 2(r)∆Ω2

d − KN(r)ε(r)∆Ωd − KN(r)
∂2ε(r)

∂r2
r2
da∆Ωd − TS, (10)

де S — густина ентропiї.
Використавши спiввiдношення σrr ≡ σ = ∂Φ

∂εrr
≡ ∂Φ

∂ε
[13], отримаємо вираз для механiчної напруги в iмплан-

тованiй кристалiчнiй матрицi:

σ = Kε + Kαε2 + Kβε3 + Ka2
0

∂2ε

∂r2
− 2

3
K

1 − 2ν

1 − ν
N

∂N

∂ε
∆Ω2

d − KN∆Ωd

− K
∂N

∂ε
ε(r)∆Ωd − K

∂N

∂ε

∂2ε(r)

∂r2
r2
da∆Ωd. (11)

З умови рiвноваги деформованого тiла ∂σ
∂r

= 0 одержимо рiвняння для деформацiї:

K
∂ε

∂r

(

1 − ∂N

∂ε
∆Ωd

)

+ Kα
∂
(

ε2
)

∂r
+ Kβ

∂
(

ε3
)

∂r
+ K

∂3ε

∂r3

(

a2
0 −

∂N

∂ε
r2
da∆Ωd

)

− K
∂N

∂r

(

2

3

1 − 2ν

1 − ν

∂N

∂ε
∆Ω2

d + ∆Ωd

)

= 0. (12)

Запишiмо концентрацiю домiшок та деформацiю
матрицi так:

N(r) = N1(r) + N0, (13)

ε(r) = ε1(r) + N0∆Ωd, (14)

де N0 = − j
υ0

. Знак “−” указує на те, що потiк домi-
шок та швидкiсть зсуву поверхнi кристала внаслiдок
розпилення налiтаючими йонами напрямленi у про-
тилежнi боки.

Пiдставивши (13) i (14) у (8) та (12) з врахуванням
того, що N1(r) � N0 та при r → R0 повиннi викону-
ватись умови ∂N1

∂r
= 0 та ∂ε1

∂r
= 0, отримаємо рiвняння

для N1(r) та ε1(r):

D
∂N1

∂r
− N0

DK

kBT

(

2

3

1 − 2ν

1 − ν

∂N1

∂r
∆Ω2

d +
∂ε1

∂r
∆Ωd +

∂3ε1

∂r3
r2
da∆Ωd

)

= 0; (15)

K
∂ε1

∂r

(

1− ∂N1

∂ε1
∆Ωd

)

+ Kα

(

2N0∆Ωd

∂ε1

∂r
+

∂
(

ε2
1

)

∂r

)

+ Kβ

(

3 (N0∆Ωd)
2 ∂ε1

∂r
+ 3N0∆Ωd

∂
(

ε2
1

)

∂r
+

∂
(

ε3
1

)

∂r

)

+K
∂3ε1

∂r3

(

a2
0 −

∂N1

∂ε1
r2
da∆Ωd

)

− K
∂N1

∂r

(

2

3

1 − 2ν

1 − ν

∂N1

∂ε1
∆Ω2

d + ∆Ωd

)

= 0. (16)

Проiнтегрувавши рiвняння (15), одержимо:

N1 =
1

∆Ωd

N0/Nc

1 − 2
3

1−2ν
1−ν

N0

/

Nc

(

ε1 +
∂2ε1

∂r2
r2
da

)

, (17)

де Nc = kBT
K∆Ω2

d

.

Значення константи N0 можна знайти з умови:

∫

V

N(r)dV = Q, (18)

де V – об’єм iмплантованої матрицi; Q – кiлькiсть до-
мiшок у матрицi.

Пiдставивши (17) у (16) та врахувавши, що

∂N1

∂ε1
=

1

∆Ωd

N0/Nc

1 − 2
3

1−2ν
1−ν

N0

/

Nc

,

отримаємо рiвняння для деформацiї, яке пiсля iнтеґ-
рування можна записати так:

∂2ε1

∂r2
− aε1 + fε2

1 − cε3
1 = 0, (19)

де
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a =
1 − 2γ − 2δγ2 − 2 |α| kBTγ

K∆Ωd(1+δγ) + 3β
(

kBTγ
K∆Ωd(1+δγ)

)2

2r2
da

(

δγ2 + γ − a2

0

2r2

da

) ; f =
|α| − 3β kBTγ

K∆Ωd(1+δγ)

2r2
da

(

δγ2 + γ − a2

0

2r2

da

) ;

c =
β

2r2
da

(

δγ2 + γ − a2

0

2r2

da

) ; δ =
1

3

1 − 2ν

1 − ν
; γ =

N0/Nc

1 − 2
3

1−2ν
1−ν

N0

/

Nc

.

Тут ураховано, що α < 0, β > 0 [13].

III. ОТРИМАНI РЕЗУЛЬТАТИ
ТА ЇХ ОБГОВОРЕННЯ

Розв’язок рiвняння (19) має вигляд:

r =

∫

dε1
√

aε2
1 −

2fε3

1

3 +
cε4

1

2

.

Зробивши замiну ε1 = 1
z
, цей iнтеґрал можна запи-

сати так:

r = −
∫

dz
√

a
(

z − f
3a

)2

+ ∆

, (20)

де ∆ = − f2

9a
+ c

2 .
Iнтеґрал (20) виражається через аналiтичнi фун-

кцiї, тип яких визначається знаками коефiцiєнтiв
a i ∆. Якщо a < 0 i ∆ < 0, тобто па-
раметр γ приймає значення з дiапазону 0<γ<γc
(

γc = − 1
2δ

+
√

1
4δ2 +

a2

0

2δr2

da

)

, то iнтеґрал (20) не ви-

ражається в дiйсних функцiях, а отже ε1 = 0, а
N(r) = N0, тобто процеси самоорганiзацiї не вiдбу-
ваються.

За перевищення параметром γ критичного значен-
ня γ > γc просторово однорiдний розв’язок стає не-
стiйким i виникає новий просторово неоднорiдний ста-
цiонарний стан. Залежно вiд величини параметра γ
(знакiв коефiцiєнтiв a i ∆) розв’язок рiвняння (19)
матиме вигляд:

ε1 (r) = sign∆Ωd

A

B + sh (−√
ar)

, γc < γ < γc1
,

(a > 0, ∆ > 0); (21)

ε1 (r) = sign ∆Ωd

A

B + ch (
√

ar)
, γc1 < γ < γc2

,

(a > 0, ∆ < 0); (22)

ε1 (r) = sign∆Ωd

A

B + sin
(

√

|a|r
) , γ > γc2

,

(a < 0, ∆ > 0), (23)

де γc1 ≈ 1
2 − α2

9β
, γc2 ≈ 1

2 , A = 3
√

2 |a|
(∣

∣9ca − 2f2
∣

∣

)− 1

2 ,

B =
√

2f
(
∣

∣9ca − 2f2
∣

∣

)− 1

2 .
Таким чином, при γc < γ < γc2

формуються клас-
тери iмплантованих домiшок, радiус яких можна ви-
значити так:

d =
1√
a

= rda

√

√

√

√

√

√

√

√

2

(

δγ2 + γ − a2
0

2r2
da

)

1 − 2γ − 2δγ2 − 2 |α| kBTγ

K∆Ωd (1 + δγ)
+ 3β

(

kBTγ

K∆Ωd (1 + δγ)

)2 . (24)

При γ > γc2 утворюються перiодичнi домiшковi
структури з перiодом 2π√

|a|
. Розмiр кластера в основ-

ному визначається характеристичною вiдстанню вза-
ємодiї iмплантованих домiшок з атомами матрицi rda,
а також параметром γ (середньою концентрацiєю до-

мiшок), пружними сталими матерiалу iмплантованої
матрицi, температурою та змiною об’єму кристала од-
нiєю домiшкою ∆Ωd. Очевидно, що характеристична
вiдстань взаємодiї iмплантованих домiшок з атомами
матрицi rda залежить вiд концентрацiї домiшок, тобто
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вiд параметра γ, i може бути оцiнена з графiка залеж-
ностi вiльної енерґiї пружно-деформованого кристала
вiд величини rda. Оскiльки всi необоротнi процеси, якi
вiдбуваються при сталiй температурi, супроводжую-
ться зменшенням вiльної енерґiї, то розташування до-
мiшок у дослiджуванiй системi вiдповiдатиме такому
значенню rda, при якому вiльна енерґiя є мiнiмаль-
ною [15]. На рис. 1 показано залежнiсть середнього

значення густини вiльної енерґiї Φ̃ (rda) вiд характе-
ристичної вiдстанi взаємодiї iмплантованих домiшок
з атомами матрицi rda при рiзних значеннях пара-
метра γ та коефiцiєнта пружного ангармонiзму α, де
Φ̃ (rda) = 1

V

∫

V
Φ (r, rda)dV . Причому до уваги брали

тiльки тi доданки (10), якi залежать вiд rda. Розра-
хунки проводили при таких значеннях параметрiв:
T = 300◦C; ∆Ωd = 0.125 нм3; a0 = 0.5 нм; K =

450 еВ/нм3; ν = 0.35; R0 = 0.5 мкм; α2

β
= 2 [13].

Рис. 1. Залежнiсть середнього значення густини вiльної
енерґiї вiд характеристичної вiдстанi взаємодiї iмпланто-
ваних домiшок.

Аналiз залежностi Φ̃ (rda) дає змогу встановити, чи
є в цiй системi термодинамiчна тенденцiя до коалес-
ценцiї. За малих значень параметра γ ( γ<0.02) мiнi-
мум вiльної енерґiї вiдповiдає домiшковiй структурi,
для якої характеристична вiдстань взаємодiї iмплан-
тованих домiшок з атомами матрицi rda прямує до
безмежностi. А отже, й розмiр кластера (рис. 2) та-
кож буде нескiнченно великим. Це означає, що енер-
ґетично вигiдним є об’єднання всiх кластерiв в один,

тобто в системi є тенденцiя до коалесценцiї. Зi збiль-
шенням параметра γ в дiапазонi 0.05 ≤ γ ≤ 0.25 мiнi-
мум енерґiї досягається за певних оптимальних зна-
чень характеристичної вiдстанi взаємодiї iмплантова-
них домiшок з атомами матрицi. У цьому випадку об’-
єднання кластерiв домiшок не є енерґетично вигiдним
i тенденцiя до коалесценцiї вiдсутня. При γ > 0.3 мi-
нiмум вiльної енерґiї незначний (рис. 1, а) або взагалi
вiдсутнiй (рис. 1, б). У цьому випадку система знову
стає нестiйкою до коалесценцiї.

На рис. 2 показано залежнiсть розмiру кластера iм-
плантованих домiшок вiд величини їх вiдносної серед-
ньої концентрацiї. У дiапазонi 0.05 ≤ N0/Nc ≤ 0.2 роз-
мiр нанокластера практично не змiнюється зi збiль-
шенням концентрацiї домiшок. Це пов’язано з тим,
що зi збiльшенням концентрацiї домiшок розмiр клас-
тера зростає, але одночасно зменшується характерис-
тична вiдстань взаємодiї домiшок з атомами матрицi,
що компенсує дiю першого фактора. Тому можна очi-
кувати, що за наявностi домiшок iз концентрацiєю з
дiапазону 0.05 ≤ N0

Nc

≤ 0.2 формуватимуться одно-
рiднi за розмiрами нанокластери. За межами цього
дiапазону незначна змiна концентрацiї домiшок при-
водить до суттєвої змiни розмiру нанокластера (рис.
2). Тому при iмплантацiї домiшок iз середньою кон-
центрацiєю N0 < 0.05Nc та N0 > 0.25Nc очiкуваною є
велика дисперсiя розмiру нанокластера.

Рис. 2. Залежнiсть розмiру кластера iмплантованих до-
мiшок вiд величини їх вiдносної концентрацiї.

Величина Nc залежить вiд температури, пружних
сталих iмплантованої матрицi та змiни об’єму криста-
ла однiєю домiшкою ∆Ωd. У випадку, якщо домiшка
замiщує атом матрицi, то ∆Ωd = 4

3π(r3
i − r3

0), де ri, r0

— йонний радiус домiшки та атома матрицi вiдповiд-
но. Якщо ж домiшка є в мiжвузлi, то збiльшення об’-
єму кристала ∆Ωd = a3

i [16], де ai – параметр ґратки
кристалiчної матрицi. У цьому випадку Nc приймає
значення з дiапазону 1018 см−3 < Nc < 1019см−3. Як-
що домiшка замiщує атом матрицi, то Nc > 1019 см−3

i суттєво залежить вiд рiзницi йонних радiусiв домiш-
ки та атома матрицi. Якщо йоннi радiуси вiдрiзняю-
ться мало, то значення Nc є практично недосяжним i
в цьому випадку процеси самоорганiзацiї вiдсутнi.
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Розрахунки вiльної енерґiї (рис. 1) та розмiру клас-
тера (рис. 2) проводили при двох значеннях константи
пружного ангармонiзму: α = −1 та α = −10. Констан-
ту пружного ангармонiзму α можна визначити через
температурний коефiцiєнт лiнiйного розширення αp:
α = −αp · E · a3

0/kB [17], де E — модуль Юнґа. Для ма-
терiалiв GaAs, InAs, GaSb, InSb, ZnS α ∼ −10; для Si,
SiO2 α ∼ −1. За бiльших значень константи пружно-
го ангармонiзму процеси самоорганiзацiї розпочина-
ються при менших значеннях вiдносної концентрацiї
домiшок. Зокрема, при α = −10 i γ = 0.03 мiнiмум вi-
льної енерґiї досягається при значеннi rda = 11.2 нм,
а при α = −1 i γ = 0.03 характеристична вiдстань

взаємодiї iмплантованих домiшок з атомами матрицi
rda прямує до безмежностi.

Отже, у статтi розвинуто нелiнiйну дифузiйно-
деформацiйну теорiю самоорганiзацiї нанокластерiв
в iмплантованiй матрицi, яка враховує пружну вза-
ємодiю iмплантованих домiшок мiж собою та з ато-
мами матрицi. Звичайно, запропонована модель дає
уявлення про просторове розташування нанокласте-
рiв домiшок тiльки в межах центрально-сферичної
симетрiї. Однак ця теорiя дає змогу встановити кри-
терiї формування нанокластерiв та розмiр наноклас-
тера залежно вiд середньої концентрацiї домiшок.
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DIFFUSION-DEFORMATION THEORY OF THE FORMATION OF SELF-ASSEMBLED
NANOCLUSTERS OF THE IMPLANTED IMPURITIES
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Ivan Franko Drohobych State Pedagogical University,

24, Ivan Franko St., Drohobych, Lviv Region, UA–82100, Ukraine
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The non-linear diffusion-deformation theory of the self-organization of nanoclusters of the implanted impurities
which considers elastic interaction of the implanted impurities among themselves and with the atoms of a matrix is
developed. Within this theory criteria of the formation of nanoclusters of the implanted impurities are established.
The characteristic length of interaction of the implanted impurities with the atoms of a matrix and the size of a
nanocluster depending on an average impurity concentration are defined.

2601-6


