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У межах модифiкованої моделi протонного впорядкування сеґнетоелектрикiв з водневими
зв’язками типу KH2PO4 iз урахуванням п’єзоелектричного зв’язку та лiнiйних за деформа-
цiями εi внескiв в енерґiю протонної (дейтронної) системи, але без урахування тунелювання
в наближеннi чотиричастинкового кластера розраховано й дослiджено вплив гiдростатично-
го та одновiсного тискiв на фазовий перехiд та фiзичнi характеристики сеґнетоелектрикiв
K(H1−xDx)2PO4. За належного вибору мiкропараметрiв отримано добрий кiлькiсний опис вiд-
повiдних експериментальних даних.
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I. ВСТУП

Однiєю з актуальних проблем у фiзицi сеґнетоак-
тивних матерiалiв є вивчення ефектiв, якi виникають
пiд дiєю зовнiшнiх тискiв. Використання високих тис-
кiв в експериментальних дослiдженнях дає змогу от-
римати додаткову цiнну iнформацiю про особливос-
тi поведiнки фiзичних характеристик сеґнетоактив-
них сполук, а також проводити пошук нових фiзич-
них ефектiв, якi не спостерiгаються при атмосферно-
му тиску. Слiд також вiдзначити, що вивчення пове-
дiнки сеґнетоактивних матерiалiв пiд дiєю зовнiшнiх
тискiв i напруг дає змогу глибше зрозумiти конкретнi
механiзми фазових переходiв у сеґнетоактивних мате-
рiалах.

Iсторiя дослiдження впливу гiдростатичного тиску
на фазовий перехiд i фiзичнi характеристики сеґнето-
активних матерiалiв, у тому числi й сеґнетоактивних
сполук iз водневими зв’язками сiм’ї KH2PO4, нара-
ховує понад тридцять рокiв. За цей час накопичено
обширний експериментальний матерiал (див., напр.
[1–5]). Установлено, що тиск суттєво впливає на фазо-
вi переходи в цих кристалах i помiтно змiнюються при
цьому їхнi фiзичнi характеристики. Основною причи-
ною змiни фiзичних характеристик сеґнетоактивних
матерiалiв пiд впливом зовнiшнього тиску є зумовле-
нi стиском вiдноснi перемiщення йонiв у кристалах
(див. [2, 3]).

Мiкроскопiчна модель деформованого кристала сi-
м’ї KH2PO4, що перебуває пiд дiєю тиску, запропо-
нована в роботах [6, 7]. Згiдно з цiєю моделлю, при-
кладання зовнiшнього тиску приводить до появи до-
даткового внутрiшнього поля, лiнiйного за деформа-
цiями та середнiми значеннями псевдоспiнiв, що опи-
сують стан дейтронiв на водневих зв’язках. Енерґiї
протонних конфiґурацiй також вважаються лiнiйни-

ми функцiями деформацiй. Дослiджено вплив тискiв
рiзних симетрiй на цi енерґiї.

У працях [8–12] здiйснено узгоджений опис впли-
ву зовнiшнiх гiдростатичного та одновiсного p = −σ3

тискiв на фазовий перехiд i фiзичнi властивостi ба-
гатьох сеґнетоактивних кристалiв сiм’ї KH2PO4 в ме-
жах моделi протонного впорядкування в наближеннi
чотиричастинкового кластера.

В основу модельних розрахункiв впливу гiдроста-
тичного тиску в кристалах типу KH2PO4 покладе-
но припущення, що слетерiвськi енерґiї змiнюються
з тиском, в основному, внаслiдок вiдповiдних змiн у
вiддалi мiж рiвноважними положеннями протонiв на
водневих зв’язках.

Щоб описати швидке зниження температури фа-
зового переходу з одновiсним тиском p = −σ3, слiд
припустити, що вiддаль мiж положеннями протонiв iз
цим тиском зменшується, причому набагато швидше,
нiж iз гiдростатичним [11]. У результатi, отримано в
[8–12] задовiльний опис експериментальних даних для
залежностей температур фазового переходу вiд вели-
чини гiдростатичного та одновiсного тискiв, темпера-
турних залежностей спонтанної поляризацiї, поздов-
жнiх i поперечних дiелектричних проникностей при
рiзних значеннях гiдростатичного тиску для криста-
ла KD2PO4 i лише якiсний для K(H0.13D0.87)2PO4.

Однак у роботах [8–12] не брали до уваги п’єзо-
електричного зв’язку, який важливий при описi тер-
модинамiчних i динамiчних властивостей сеґнетоак-
тивних сполук. Крiм того, у [8–12] значення дефор-
мацiйних параметрiв знаходили з умови, щоб дiаго-
нальнi деформацiї εi дорiвнювали нулевi при темпе-
ратурi фазового переходу, тобто початок вiдлiку де-
формацiй вибирали при T = Tc. У цiй роботi вивче-
но вплив гiдростатичного та одновiсного тискiв на
фiзичнi характеристики дослiджуваних кристалiв з
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урахуванням п’єзоелектричного зв’язку. Як вихiдний
узято стан кристалiв при T = 0 K. При цьому роз-
рахунки проведено для кристалiв K(H1−xDx)2PO4 за
x = 0.98, 0.84, 0.32.

II. МОДЕЛЬНИЙ ГАМIЛЬТОНIАН
КРИСТАЛA

Розглядатимемо систему дейтронiв (протонiв), якi
рухаються на O–D. . . O зв’язках у дейтерованих се-
ґнетоелектриках типу K(H1−xDx)2PO4 в системi ко-
ординат (x, y, z), яку також позначатимемо iндексно
(1,2,3). Ця система координат збiгається з тетраго-
нальною (I 4̄2d) кристалографiчною системою коор-
динат (a, b, c). У примiтивну комiрку ґратки Браве
цих кристалiв, крiм двох йонiв +, входять два тет-
раедри PO4 разом iз чотирма водневими зв’язками,
що належать до одного з них (тетраедра типу “A”);
водневi зв’язки, якi пiдходять до другого тетраедра
(типу “В”), належать чотирьом найближчим струк-
турним елементам, якi його оточують (рис. 1).
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Рис. 1. Фраґмент примiтивної комiрки Браве кристала
типу KD2PO4. Показано одну з можливих сеґнетоелект-
ричних протонних конфiґурацiй. Квадратами зображено
йонну групу PO4 (див. [12]).

.

Запишiмо повний модельний гамiльтонiан дейтрон-
ної(протонної) системи з урахуванням короткосяж-
них i далекосяжних взаємодiй мiж протонами з при-
кладанням до кристала механiчної напруги σ6 = σxy
та зовнiшнього електричного поля E3, яке напрямле-
не вздовж кристалографiчної осi c. Напруга σ6 i по-
ле E3 незалежно iндукують внески в деформацiю ε6
та поляризацiю P3 кристала. Урахуємо також мож-
ливi одновiснi деформацiї, що описуються компонен-
тами тензора деформацiй ε1, ε2, ε3. У результатi гамi-
льтонiан моделi складається з енерґiї його дейтронної
(протонної) пiдсистеми та енерґiї пiдсистеми важких
йонiв, що формує двомiнiмумнi потенцiали, у яких ру-
хаються дейтрони (протони):

Ĥ = H
(0)
3s + Ĥs. (2.1)

Тут

H
(0)
3s = NU3s +

1

2

∑

qq′

ff ′

Jff ′(qq′)
〈σqf 〉

2

〈σq′f ′〉

2
, (2.2)

U3s = v

(

1

2

∑

ij

cE0
ij εiεj +

1

2
cE0
66 ε

2
6 −

3
∑

i=1

e03iE3εi

−e036E3ε6 −
1

2
χε033E

2
3

)

, (2.3)

де N — загальна кiлькiсть примiтивних комiрок,
v — об’єм примiтивної комiрки кристала, доданки
∑

qq′

ff ′

Jff ′(qq′)
〈σqf 〉

2

〈σq′f′ 〉

2 виникають унаслiдок засто-

сування наближення молекулярного поля до далеко-
дiї. Перший i другий доданки в (2.3) вiдповiдають
тiй частинi пружної енерґiї, яка не залежить вiд роз-
мiщення протонiв на зв’язках (cE0

66 , cE0
ij — затравнi

пружнi сталi), третiй i четвертий доданок — енерґiя
взаємодiї мiж поляризацiєю, що виникає за рахунок
п’єзоелектричного зв’язку при деформацiях ε1, ε2, ε3
i ε6 без урахування водневих зв’язкiв, i полем E3

(e03i, e
0
36 — затравнi коефiцiєнти п’єзоелектричної на-

пруги), п’ятий — це енерґiя, зумовлена поляризацi-
єю, що iндукована зовнiшнiм електричним полем не-
залежно вiд конфiґурацiї водневих зв’язкiв (χε033 — за-
травна дiелектрична сприйнятливiсть). Затравнi ве-
личини визначають температурну поведiнку вiдповiд-
них характеристик кристалiв, якi дослiджуються, да-
леко вiд температури фазового переходу Tc.

Псевдоспiнова частина гамiльтонiана має такий ви-
гляд:

Ĥs = Ĥsh.s(6) −
∑

qf

[2µF (6) + µf3E3]
σqf
2
. (2.4)

У гамiльтонiанi (2.4) доданок Ĥsh.s(6) описує коротко-
сяжнi конфiґурацiйнi взаємодiї дейтронiв (протонiв)
поблизу тетраедрiв типу “A” i типу “В”; σqf — опе-
ратор z-компоненти псевдоспiну , який описує стан
дейтрона (протона), що перебуває в q-iй комiрцi на f -
ому зв’язку (σqf = ±1); F (6) — внутрiшнє поле, що
включає ефективну далекосяжну взаємодiю мiж дей-
тронами (протонами), враховану в наближеннi моле-
кулярного поля, разом з непрямою взаємодiєю дейт-
ронiв (протонiв) через коливання ґратки, i додаткове
внутрiшне поле, яке зв’язане з деформацiєю ε6, що не
враховано у [8–12]:

2µF (6) = 2νη(1)z
s − 2ψ6ε6,

де ψ6 — параметр деформацiйного молекулярного по-
ля;

η(1)z
s = 〈σq1〉 = 〈σq2〉 = 〈σq3〉 = 〈σq4〉

— параметр дейтронного впорядкування;

νc =
1

4
[J11(0) + 2J12(0) + J13(0)] = ν0

c +

3
∑

i=1

ψciεi

— власне значення матрицi Jff ′ =
∑

Rq−Rq′

Jff ′(qq′),
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яка єфур’є-образом матрицi далекосяжної взаємодiї
мiж дейтронами (протонами), що розкладена в ряд
за деформацiями εi з точнiстю до лiнiйних доданкiв:

Jff ′(qq′) = J0
ff ′(qq′) +

∑

i

ψiff ′(qq′)εi.

Енерґiя далекосяжних взаємодiй змiнюється при
гiдростатичному тиску внаслiдок змiн iз тиском у ди-
польних моментах водневих зв’язкiв, якi пропорцiйнi
до вiддалi мiж рiвноважними положеннями дейтрона
(протона)на зв’язку δ = δ0 + δ1p [8, 12]:

Jff ′(qq′) = J0
ff ′(qq′)

[

1 +
2δ1
δ0
p

]

+
∑

i

ψiff ′(qq′)εi.

Останнiй доданок у (2.4) ефективно описує взаємо-
дiю дейтронiв (протонiв) iз зовнiшнiм електричним
полем E3. Тут µf3 — ефективний дипольний момент
f -го водневого зв’язку, причому

µ13 = µ23 = µ33 = µ43 = µ3 =
1

2
µ3s + µ

(d)
3 ,

де µ3s — дипольний момент верхнiх/нижнiх конфiґу-
рацiй дейтронiв (протонiв), а µ

(d)
3 — проекцiя дипо-

льного моменту дейтронного (протонного)зв’язку на
вiсь z.

σ1σ2σ3σ4 ε̃i σ1σ2σ3σ4 ε̃i

±±±± εs ∓ δs6ε6 +
3

∑

i=1

δ̄siεi ±∓±∓ ε0 +
3
∑

i=1

δ̄0iεi

±±∓∓ εa + δa6ε6 +
3
∑

i=1

δ̄aiεi ∓±±∓ εa − δa6ε6 +
3
∑

i=1

δ̄aiεi

−−∓± ε1 − δ16ε6 +
3
∑

i=1

δ̄1iεi ∓±−− ε1 − δ16ε6 +
3
∑

i=1

δ̄1iεi

+ + ∓± ε1 + δ16ε6 +
3
∑

i=1

δ̄1iεi ∓± ++ ε1 + δ16ε6 +
3
∑

i=1

δ̄1iεi

Таблиця 1. Енерґiї ε̃i конфiґурацiй дейтронiв (протонiв) поблизу тетраедра PO4.

За вiдсутностi деформацiй εi, ε6 i поля E3 гамi-
льтонiан короткосяжних взаємодiй дейтронiв (прото-
нiв) у кристалi KD2PO4 вiдповiдає моделi Слетера–
Такагi [16,17], у якiй енерґiї верхнiх/нижнiх дейтрон-
них (протонних)конфiґурацiй εs двiчi виродженi, бiч-
нi εa виродженi чотирикратно, однократно iонiзованi
ε1 8-кратно виродженi та двiчi виродженi двократно
йонiзованi ε0. Можливi 16 рiзних дейтронних (про-
тонних) конфiґурацiй бiля тетраедрiв PO4. Кожнiй
конфiґурацiї вiдповiдає певне розмiщення дейтронiв
(протонiв) у першiй чи другiй ямi на зв’язку. Якщо
дейтрон (протон) перебуває в першiй ямi, то вiдповiд-
на проекцiя псевдоспiну дорiвнює +1, а якщо у другiй
— −1.

За наявностi деформацiй εi, ε6 та в електричному
полi E3 внаслiдок утрати системою симетрiї дзеркаль-
ного повороту на кут π/4 навколо осi c вiдбуваєть-
ся розщеплення енерґiй верхнiх i нижнiх, бiчних та
однократно йонiзованих конфiґурацiй. Оскiльки де-
формацiя ε6 i поляризацiя P3 перетворюються за тим
самим незвiдним представленням (B2 в парафазi та
A1 у сеґнетофазi), електричне поле E3 не розщеплює
тих рiвнiв, якi залишаються виродженими за наявнос-
тi деформацiї ε6 . Значення енерґiй дейтронних (про-
тонних) конфiґурацiй наведенi в табл. 1.

Гамiльтонiан короткосяжних взаємодiй мiж дейт-
ронами (протонами) отримано в такому виглядi:

Ĥsh.s(6) =
∑

q

{(

δs6
8
ε6 +

δ16
4
ε6

)

(σq1 + σq2 + σq3 + σq4)

+

(

δs6
8
ε6 −

δ16
4
ε6

)

(σq1σq2σq3+σq1σq2σq4+σq1σq3σq4+σq2σq3σq4) (2.5)

+
1

4
(Vs + δa6ε6)(σq1σq2 + σq3σq4) +

1

4
(Vs − δa6ε6)(σq2σq3 + σq4σq1) +

1

4
Us(σq1σq3+σq2σq4) +

1

16
Φsσq1σq2σq3σq4.

Тут

Vs = −
1

2
w1, Us =

1

2
w1 − ε, Φs = 4ε− 8w + 2w1,

а

ε = ε0
[

1 +
2δ1
δ0
p

]

+
∑

i

δ1iεi,

w = w0

[

1 +
2δ1
δ0
p

]

+
∑

i

δ2iεi,
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w1 = w0
1

[

1 +
2δ1
δ0
p

]

+
∑

i

δ3iεi,

де ε, w, w1 — конфiґурацiйнi енерґiї розширеної мо-
делi Слетера–Такаґi [16, 17]. Тут ураховано,що слей-
терiвськi енерґiї з гiдростатичним тиском змiнюють-
ся, в основному внаслiдок вiдповiдних змiн у вiддалi
δ = δ0 + δ1p (ε ∼ δ2, w ∼ δ2, w1 ∼ δ2) [8, 12].

Беручи до уваги специфiку кристалiчної структу-
ри сеґнетоелектрикiв типу KD2PO4, для розрахун-
ку термодинамiчного потенцiалу використаємо набли-
ження чотиричастинкового кластера за короткосяж-
ними взаємодiями. При цьому далекосяжнi взаємо-
дiї враховуємо в наближеннi молекулярного поля. У
кластерному наближеннi термодинамiчний потенцiал
сеґнетоелектрикiв типу KD2PO4 має такий вигляд:

Gzs = NH
(0)
3s + 2Nνc[η

(1)z
s ]2 +

1

2β

4
∑

f=1

lnZ
(1)
fs

−
1

β
lnZ

(4)
6s −Nv(σ6ε6 +

3
∑

i=1

σiεi), (2.6)

де Z(1)
fs = Spe−βĤ

(1)
qfs , Z(4)

6s = Spe−βĤ
(4)
qs (6) (β = 1

kBT
) –

одночастинкова й чотиричастинкова статистичнi су-
ми. Одночастинковий Ĥ(1)

qfs i чотиричастинковий Ĥ(4)
q6

гамiльтонiани дейтронiв даються виразами:

Ĥ
(1)(6)
qfs = −

z̄sf
β

σqf
2
, (2.7)

Ĥ(4)
qs (6) = −

4
∑

f=1

zs3
β

σqf
2

+
ε6
4

(−δs6 + 2δ16)
4

∑

f=1

σqf
2

−ε6(δs6+2δ16)
(σq1

2

σq2
2

σq3
2

+
σq1
2

σq2
2

σq4
2

+
σq1
2

σq3
2

σq4
2

+
σq2
2

σq3
2

σq4
2

)

+(Vs + δa6ε6)
(σq1

2

σq2
2

+
σq3
2

σq4
2

)

+ (Vs−δa6ε6)
(σq2

2

σq3
2

+
σq4
2

σq1
2

)

+Us

(σq1
2

σq3
2

+
σq2
2

σq4
2

)

+ Φ
σq1
2

σq2
2

σq3
2

σq4
2
, (2.8)

де

zs3 = β[−∆c
s + 2νcη

(1)z
s − 2ψ6ε6 + µ3E3],

z̄sf = β[−2∆c
s + 2νcη

(1)z
s − 2ψ6ε6 + µ3E3].

Ефективне поле ∆c
s, створене сусiднiми зв’язками,

що розташованi поза межами кластера, можна визна-
чити з умови самоузгодження: середнє значення псев-
доспiну 〈σqf 〉 не повинно залежати вiд того, за яким
розподiлом Ґiббса воно розраховане.

у результатi унарну функцiю розподiлу системи
дейтронiв можна отримати в такому виглядi:

η(1)z
s =

ms3

Ds3
, (2.9)

де

m6 = sh(2z6 + βδs6ε6) + 2b sh(z6 − βδ16ε6),

D6 = ch(2z6 + βδs6ε6) + 4b ch(z6 − βδ16ε6)

+2a chβδa6ε6 + d,

zs3 =
1

2
ln

1 + η
(1)z
s

1 − η
(1)z
s

+ βνcη
(1)z
s − βψ6ε6 +

βµ3

2
E3,

a = e−βε, b = e−βw, d = e−βw1 .

III. ПОЗДОВЖНI СТАТИЧНI ДIЕЛЕКТРИЧНI
ТА П’ЄЗОЕЛЕКТРИЧНI ХАРАКТЕРИСТИКИ

Розрахувавши власнi значення кластерного та од-
ночастинкового гамiльтонiанiв, отримуємо одно- та

чотиричастинкову статистичнi суми i представимо
термодинамiчний потенцiал (2.6) в розрахунку на од-
ну примiтивну комiрку так:

gzs =
υ

2

∑

ij

cE0
ij εiεj+

v

2
cE0
66 ε

2
6 − υ

3
∑

i=1

e03iE3εi

−ve036ε6E3 −
v

2
χε033E

2
3 +

2

β
ln 2 + 2νc[η

(1z)
s ]2 (3.1)

−
2

β
ln[1 − (η(1z)

s )2]−
2

β
lnDs3−vσ6ε6−

3
∑

i=1

σiεi.

Тепер перейдiмо до розрахунку дiелектричних i п’є-
зоелектричних характеристик сеґнетоелектрикiв ти-
пу KD2PO4.

Використовуючи пружнi та дiелектричне рiвняння
стану

1

v

(

∂gzs
∂εi

)

T,E3,σi

= 0,
1

v

(

∂gzs
∂ε6

)

T,E3,σ6

= 0,

P3 =−
1

v

(

∂gzs
∂E3

)

T,σ6

, (3.2)

з термодинамiчного потенцiалу (3.1) одержуємо сис-
теми рiвнянь для деформацiй εi, ε6, вираз для поля-
ризацiї P3:
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σi = cE0
i1 ε1 + cE0

i2 ε2 + cE0
i3 ε3 −e

0
3iE3− 2

δ2i
υ

−2
ψci
υ

(η(1)z
s )2 +

2

v

Mi

Ds3
, (3.3)

σ6 =cE0
66 ε6−e

0
36E3+

4ψ6

v

ms3

Ds3
+

2δa6
v

Ma6

Ds3
−

2δs6
v

Ms6

Ds3
+

2δ16
v

M16

Ds3
, (3.4)

P3 = e036ε6 + χε033E3 + 2
µ

v

ms3

Ds3
. (3.5)

Слiд вiдзначити, що навiть при нульових напругах
розв’язками системи (3.3)–(3.5) є вiдмiннi вiд нуля
температурозалежнi деформацiї i цi рiвняння, при-
наймi частково, описують теплове розширення крис-
талiв. I, природно, при σ6 = 0 i E3 = 0 будуть вiд-
мiнними вiд нуля в сеґнетоелектричнiй фазi спонтан-
нi деформацiя ε6 та поляризацiя P3. За прикладання
гiдростатичного тиску σ1 = σ2 = σ3 = −p, σ6 = 0, а
одновiсного тиску — σ3 = −p, σ1 = σ2 = σ6 = 0;

У (3.3)–(3.5) використано такi позначення:

Mi = 4bδ2i ch(zs3 − βδ16ε6) + 2aδ1i + dδ3i,

Ma6 = −2a shβδa6ε6,Ms6 = sh(2zs3 + βδs6ε6),

M16 = 4b sh(zs3 − βδ16ε6).

Iз рiвнянь (3.3)–(3.5) стандартно знаходимо:
iзотермiчну дiелектричну сприйнятливiсть за-

тиснутого кристала (ε6 = const):

χTε33 =

(

∂P3

∂E3

)

T,ε6

= χ0
33 +

µ2

v
β

2κ6

Ds − 2κ6ϕ
η
6

. (3.6)

де

κ6 = ch(2zs + βδs6ε6) + b ch(zs − βδ16ε6) − η(1)(6)ms,

ϕη6 =
1

1 − (η
(1z)
s )2

+ βνc;

iзотермiчнi коефiцiєнти п’єзоелектричної напруги eT3i,
eT36:

eT3i =

(

∂P3

∂εi

)

T,E3

= e03i +
2µ3

v

β[2ψciη
(1)
s κ6 + fi]

Ds − 2ϕη6κ6
. (3.7)

eT36 =

(

∂P3

∂ε6

)

T,E3

= e036 +
2µ3

v

βθ6
Ds − 2ϕη6κ6

. (3.8)

де

fi = −2bδ2i sh(zs3 − βδ16ε6) + η(1)
s Mi,

θ6 = −2κ
c
6ψ6 + f6,

f6 = δs6 ch(2zs + βδs6ε6) − 2bδ16 ch(zs − βδ16ε6)

+η(1z)
s (−δs6Ms6 + δa6Ma6 + δ16M16);

iзотермiчнi пружнi сталi за сталого поля:

cTEij = cE0
ij −

4η
(1)
s

v

β(2ϕciϕcjκ6 + ϕcifj + ϕcjfi)

Ds − 2ϕη6κ6
−

4βϕη6fifj
vDs(Ds − 2ϕη6κ6)

−
2β

vDs

[4bδ2iδ2j ch(zs−βδ16ε6)+2aδ1iδ1j chβδa6ε6+ dδ3iδ3j ] +
2β

v

MiMj

D2
s

,

cTE66 = cE0
66 +

8ψ6

v
·
β(−ψ6κ

c
6 + f6)

Ds − 2ϕη6κ6
−

4βϕη6f
2
6

vDs(Ds − 2ϕη6κ6)
−

2β

vDs

[δ2s6 ch(2zs + βδs6ε6)

+ δ2a62a chβδa6ε6 + +δ2164b ch(zs − βδ16ε6)] +
2β

vD2
s

(−δs6Ms6 + δa6Ma6 + δ16M16)
2. (3.9)

Iншi iзотермiчнi дiелектричнi, п’єзоелектричнi та пружнi характеристики можна виразити через уже знай-
денi величини за допомогою загальновiдомих спiввiдношень:

iзотермiчна дiелектрична сприйнятливiсть вiльного кристала (σ6=const)

χTσ33 =

(

∂P3

∂E3

)

T,σ6

= χTε33 +

3
∑

i=1

eT3id
T
3i + eT36d

T
36, (3.10)

iзотермiчнi коефiцiєнти п’єзоелектричної деформацiї

dT3i =

(

∂εi
∂E3

)

T,σi

=

3
∑

j=1

eT3is
TE
ij , dT36 =

(

∂ε6
∂E3

)

T,σ6

=
eT36
cTE66

, (3.11)
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iзотермiчнi сталi п’єзоелектричної напруги

hT3i = −

(

∂E3

∂εi

)

T,P3

=
eT3i
χTε33

, hT36 = −

(

∂E3

∂ε6

)

T,P3

=
eT36
χTε33

, (3.12)

iзотермiчнi сталi п’єзоелектричної деформацiї

gT3i =

(

∂εi
∂P3

)

T,σi

=

3
∑

j=1

hT3is
P
ij , gT36 =

(

∂ε6
∂P3

)

T,σ6

=
hT36
cTP66

. (3.13)

IV. РЕЗУЛЬТАТИ ЧИСЛОВИХ РОЗРАХУНКIВ
ТА ПОРIВНЯННЯ

З ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНИМИ ДАНИМИ.

Перейдiмо тепер до аналiзу результатiв числового
розрахунку отриманих у межах запропонованої мо-
делi поздовжнiх дiелектричних та п’єзоелектричних
характеристик кристалiв K(H1−xDx)2PO4 за прикла-
дання гiдростатичного та одновiсного тискiв i дослi-
димо їхню температурну залежнiсть при рiзних зна-
ченнях тиску, а також баричну залежнiсть, порiвню-
ючи з вiдповiдними експериментальними даними для
цих кристалiв. При цьому вважатимемо, що для крис-
талiв K(H1−xDx)2PO4 справедливою є запропонована
теорiя з усередненими ефективними мiкропараметра-
ми. Наприклад:

ε(x) = εH(1 − x) + εDx, w(x) = wH (1 − x) + wDx.

Вiдзначимо, що при числовому розрахунку тут змi-
нено значення концентрацiї дейтронiв, наведених у
роботi [1], з 0.87 на 0.84 i з 0.35 на 0.32, враховую-
чи залежнiсть Tc(x) (див. [12]).

Для обчислення температурних i баричних харак-
теристик кристалiв K(H1−xDx)2PO4, отриманих у по-
переднiх роздiлах, необхiдно знайти значення ефек-
тивних параметрiв моделi. Величини енерґiй дей-
тронних конфiґурацiй ε(x), w(x), енерґiї далеко-
сяжної взаємодiї νc(x) i деформацiйних потенцiалiв
ψ6(x), δs6(x), δa6(x) i δ16(x) вибираємо такими, як
i при розглядi поздовжнiх характеристик кристалiв
K(H1−xDx)2PO4 [18] за вiдсутностi тиску.

Розраховуючи характеристики при прикладаннi
гiдростатичного тиску, потрiбно визначити ще такi
ефективнi параметри:

– деформацiйних потенцiалiв ψci, δ1i, δ2i;

– “затравочних” пружних сталих cE0
ij ;

– “затравочних” коефiцiєнтiв п’єзоелектричної на-
пруги e03i,

– величин k−p =
∂µ

−

3

∂p
i k+

p =
∂µ

+
3

∂p
.

На вiдмiну вiд робiт [8–12], у яких значення парамет-
рiв δ2i виражаються через δ1i, використовуючи умо-
ву, щоб дiагональнi деформацiї εi дорiвнювали нуле-
вi при температурi фазового переходу, у цiй роботi
деформацiйнi потенцiали ψci, δ1i, δ2i кристала вибра-
но так, щоб у ролi вихiдного був стан кристалiв при
T = 0 K i отримувалось найкраще узгодження з на-
явними експериментальними даними для залежностi
температури фазового переходу вiд тиску. Для одно-
значного вибору деформацiйних потенцiалiв ψci не-
обхiдно провести вимiрювання температурної залеж-
ностi коефiцiєнтiв п’єзоелектричної напруги e3i.

Значення ефективного дипольного моменту вва-
жаємо залежним вiд величини гiдростатичного тис-
ку p, тобто µ3 = µ0

3(1 − kpp). Зокрема значення
µ−

3 = µ0−
3 (1 − k−p p) у сеґнетоелектричнiй фазi визна-

чаємо узгодженням теорiї з експериментом для спон-
танної поляризацiї насичення Ps(T, p), а в парафа-
зi µ+

3 = µ0+
3 (1 − k+

p p) — узгодженням теорiї з екс-
периментами для εε33(0, T ) [1, 15]. У цiй роботi для
кристала K(H0.02D0.98)2PO4 µ

0−
3 =1.84 ·10−18esu · cm;

k−p = 0.13 · 10−10 cm2

dyn , µ0+
3 = 2.01 · 10−18 esu · cm; k+

p =

0.20 · 10−10 cm2

dyn , а для кристала K(H0.16D0.84)2PO4

µ0−
3 = 1.35 · 10−18esu · cm; k−p = 0.01 · 10−10 cm2

dyn ,

µ0
3 = 1.35 · 10−18·cm; k+

p = 0.01 · 10−10 cm2

dyn .

x cE0
11s cE0

12s cE0
13s cE0

22s cE0
23s cE0

33s cE0
11p cE0

12p cE0
13p c

E0
33p

(1010dyn/cm
2)

0.32 7.075 −0.65 1.40 7.075 1.40 5.57 7.075 −0.65 1.40 5.57
0.84 6.930 −0.78 1.22 6.93 1.22 5.45 6.93 −0.78 1.22 5.43
0.98 6.900 −0.79 1.20 6.80 1.20 5.42 7.00 −0.79 1.20 5.42

x δ11
kB

δ12
kB

δ13
kB

δ21
kB

δ22
kB

δ23
kB

ψc1

kB

ψc2

kB

ψc3

kB

δ1
δ0 p

δ1
δ0 σ3

(K) (K) (K) (K) (K) (K) (K) (K) (K) 10−12 cm2

dyn 10−12 cm2

dyn

0.32 −15 −15 −50 15 15 100 −110 −160 50 −12.0
0.84 −35 −35 −50 35 35 100 −140 −180 50 −9.3 −30.0
0.98 −45 −45 −50 45 45 100 −150 −185 50 −7.4

Таблиця 2. Набори модельних параметрiв для кристалiв K(H1−xDx)2PO4.
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У ролi затравних пружних сталих cE0
ij можна ви-

брати вiдповiднi екпериментальнi значення сталих cEij
за певної температури й за атмосферного тиску. Але
для K(H1−xDx)2PO4 значення cEij вiдомi для концен-
трацiй x = 0 i x = 0, 84 в параелектричнiй фазi
[13, 14]. Необхiднi значення cE0+

ij для кристалiв з iн-
шими концентрацiями дейтерiю отримуємо лiнiйною
екстраполяцiєю даних для недейтерованого кристала
KH2PO4 i для кристала з x = 0, 84. Оскiльки експе-
риментальнi данi для пружних сталих cEij кристалiв
K(H1−xDx)2PO4 в сеґнетоелектричнiй фазi нам не вi-
домi, то ми провели розрахунки з cE0−

ij , якi близькi

до cE0+
ij i забезпечують найкраще узгодження даних

розрахункiв з екпериментом. Водночас тут уточнено
значення cE0

ij для кристала KD2PO4.
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Рис. 2. Залежнiсть вiд гiдростатичного тиску темпера-
тури переходу Tc з парафази в сеґнетофазу для кристалiв
K(H1−xDx)2PO4 при рiзних x: 0.32 — 1, M [1]; 0.84 — 2,� [1];
0.98 — 3, ◦ [15].
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Рис. 3. Залежнiсть температури переходу Tc з пара-
фази в сеґнетофазу вiд одновiсного тиску для кристала
K(H0.16D0.84)2PO4 (суцiльна лiнiя), ◦ [11] (x = 0.87).

Значення затравних пружних сталих cE0±
ij , пара-

метрiв ψci, δ1i, δ2i, δ3i наведено в табл. 2.
Змiна процедури вибору модельних параметрiв

привела до їхнiх помiтних змiн порiвняно з [8] i
в результатi отримано кращий опис температурних
залежностей дiелектричних проникностей кристалiв
K(H1−xDx)2PO4 при рiзних ступенях дейтерування x
i тисках.

На рис. 2 наведено залежнiсть температури фазово-
го переходу вiд гiдростатичного тиску для кристалiв
K(H1−xDx)2PO4 при рiзних ступенях дейтерування x.

Розрахованi на основi запропонованих параметрiв
теорiї Tc(p) добре кiлькiсно описують експеримен-
тальнi данi робiт [1, 15]. При тисках до 0,8 ГПа при
x = 0.98 залежнiсть Tc(p) є лiнiйною, яка харак-
теризується величиною нахилу ∂Tc/∂p = −20 K

GPa
[15]. Що нижча концентрацiя дейтерiю в кристалах
K(H1−xDx)2PO4, то нижча в них температура пере-
ходу i то швидше вона зменшується з тиском: для
x = 0.84 ∂Tc/∂p = −30 K

GPa
, а для x = 0.32 –∂Tc/∂p =

−34.5 K
GPa

[1]. Однак при x = 0.36 ∂Tc/∂p = −40 K
GPa

[15].
На рис. 3 зображено залежнiсть температури пе-

реходу Tc з парафази в сеґнетофазу вiд одновiсно-
го (σ3) тиску для кристала K(H0.16D0.84)2PO4. Експе-
риментальнi ж данi роботи [11] стосуються кристала
K(H0.13D0.87)2PO4. Видно, що Tc спадає з p = −σ3 на-
багато швидше, нiж iз гiдростатичним тиском. Щоб
описати таку залежнiсть Tc(σ3), треба було взяти зна-
чення параметра δ1

δ0 σ3
значно бiльшим за δ1

δ0 p
. Розра-

хунку Tc(σ3) при x = 0.87 не проведено тому, що не-
достатньо експериментальних даних для обчислення
деформацiйних параметрiв.
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Рис. 4. Температурна залежнiсть деформацiй εi: ε1 —
1, ε2 — 2, ε3 — 3 кристала K(H0.02D0.98)2PO4 за рiзних
значень гiдростатичного тиску p (ГПа): 0 — i, 0.15 — i′,
0.30 — i′′.

Температурна залежнiсть деформацiй εi криста-
ла K(H0.02D0.98)2PO4 при рiзних значеннях гiд-
ростатичного тиску наведена на рис. 4, а кристала
K(H0.16D0.84)2PO4 за рiзних значень одновiсного тис-
ку — на рис. 5. Вiдзначимо, що величини одновiсно-
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го тиску, при яких проводяться розрахунки, беруться
набагато меншими за гiдростатичний тиск. Iз пiдви-
щенням температури деформацiї εi незначно змiнюю-
ться i в параелектричнiй фазi внаслiдок тетрагональ-
ної симетрiї кристала ε1 = ε2.
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Рис. 5. Температурна залежнiсть деформацiй εi: ε1 —
1, ε2 — 2, ε3 — 3 кристала K(H0.16D0.84)2PO4 при рiзних
значеннях одновiсного тиску p = −σ3 (ГПа): 0 — i , 0.01
— i′, 0.02 — i′′.

На рис. 6 зображенi залежностi вiд гiдростатичного
тиску деформацiй εi, ε6 кристала K(H0.02D0.98)2PO4

при T = 190 K, а на 7 — залежностi вiд одновiсного
тиску деформацiй εi кристала K(H0.16D0.84)2PO4 при
T = 207 K. Цi тиски приводять до лiнiйного зростан-
ня абсолютних значень деформацiй εi, за винятком
стрибкiв при температурi фазового переходу, оскiль-
ки в кристалах K(H1−xDx)2PO4 вiдбувається фазовий
перехiд першого роду. Деформацiя ε6 зi зростанням
гiдростатичного тиску не змiнюється, за винятком ха-
рактерного для неї стрибка при температурi фазового
переходу. Зi збiльшенням одновiсного тиску дефор-
мацiї ε1 i ε2 зростають в обох фазах, стрибкоподiбно
збiльшуючись при переходi в параелектричну фазу, а
деформацiя ε3 зменшується в обох фазах.

На рис. 8 разом з експериментальними даними [1]
зображенi температурнi залежностi спонтанної поля-
ризацiї Ps кристала K(H0.02D0.98)2PO4 за рiзних зна-
чень гiдростатичного тиску. Отримано добре узго-
дження теоретичних результатiв в експерименталь-
них даних [1], хоча розрахунок проведено для кон-
центрацiї дейтерiю x = 0.98, а експеримент стосує-
ться x = 1.00. Збiльшення цього тиску приводить до
зменшення величини поляризацiї насичення. Величи-
на стрибка поляризацiї в точцi фазового переходу вiд
тиску майже не залежить.

Температурнi залежностi поздовжньої статичної дi-
електричної проникностi кристалiв K(H1−xDx)2PO4

для x = 0.98; 0.84 0.32 при рiзних значеннях гiд-
ростатичного тиску наведенi на рис.9. Результати те-
оретичних розрахункiв добре кiлькiсно узгоджують-
ся з експериментальними даними праць [15] i [1], вiд-
повiдно. Збiльшення тиску приводить до зменшен-
ня ε33(0, T, p). Пiковi значення iзобар дiелектричної
проникностi, якi є великими, але не нескiнченними,

оскiльки для кристалiв K(H1−xDx)2PO4 є властивий
фазовий перехiд першого роду, монотонно зменшую-
ться з пiдвищенням тиску.
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Рис. 6. Залежнiсть деформацiй εi i ε6 вiд гiдростатич-
ного тиску p при T = 190 K кристала K(H0.02D0.98)2PO4.
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Рис. 7. Залежнiсть деформацiй εi кристала K(H0.16

D0.84)2PO4 вiд одновiсного тиску p = −σ3 при T = 207 K.
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Рис. 8. Температурна залежнiсть спонтанної поляри-
зацiї KD2PO4 за рiзних значень гiдростатичного тиску
p,ГПа: 0.0 — 1, ◦; 0.207 — 2, �; 0.414 — 3, ♦ — [1].
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Рис. 9. Температурнi залежностi поздовжньої статичної дiелектричної проникностi кристала K(H0.02D0.98)2PO4 при
рiзних значеннях гiдростатичного тиску p, ГПа: 0.0 — 1,♦, �; 0.15 — 2, ◦; 0.47 — 3, .; 0.76 — 4,5, [15](вгорi), кристала
K(H0.16D0.84)2PO4 при рiзних значеннях гiдростатичного тиску p, ГПа: 0.0 — 1; 0.18 — 2; 0.50 — 3 ; 1.0 — 4; 1.5 – 5; 2.0
— 6; 2.5 — 7; � — [1] (злiва) i кристала K(H0.68D0.32)2PO4 при рiзних значеннях гiдростатичного тиску p, ГПа: 0.0 — 1;
0.13 — 2, ◦; 1.00 — 3, � ; 2.00 — 4, ♦; — [1] (справа). Суцiльнi лiнiї — проникнiсть затиснутого, а штриховi — вiльного
кристала.
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Рис. 10. Температурнi залежностi поздовжньої ста-
тичної дiелектричної проникностi кристала K(H0.16

D0.84)2PO4 за рiзних значень одновiсного тиску p = −σ3,
ГПа: 0.0 — 1; 0.01 — 2; 0.02 — 3. Суцiльна лiнiя — проник-
нiсть затиснутого, а штрихова — вiльного кристала.
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Рис. 11. Барична залежнiсть дiелектричної проникнос-
тi KD2PO4 за рiзних температур T . Суцiльна лiнiя — про-
никнiсть затиснутого, а штрихова — вiльного кристала.
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Температурнi залежностi поздовжньої статичної дi-
електричної проникностi кристала K(H0.16D0.84)2PO4

за рiзних значень одновiсного тиску p = −σ3 зобра-
женi на рис. 10.

На рис. 11 зображено залежностi поздовжної
статичної дiелектричної проникностi ε33 кристала
K(H0.02D0.98)2PO4 вiд величини гiдростатичного тис-
ку при рiзних температурах. Залежно вiд температур-
ного дiапазону характер залежностi ε33 вiд тиску p є

рiзним. У дiапазонi температур T > Tc(p = 0) проник-
ностi ε33 зi збiльшенням тиску p зменшується майже
лiнiйно. У дiапазонi температур T < Tc(pk) при збiль-
шеннi тиску проникнiсть ε33 зростає, при тиску, який
вiдподає переходу iз сеґнетофази в парафазу, який
є переходом першого роду, крива ε33 набуває макси-
мальне значення, а наступне зростання тиску приво-
дить до зменшення ε33.
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Рис. 12. Температурнi залежностi коефiцiєнта п’єзоелектричної напруги e36 i коефiцiєнта п’єзоелектричної деформа-
цiї d36 кристала KD2PO4 при рiзних значеннях гiдростатичного тиску p (ГПа): 0 — 1 , 0.15 — 2 i 0.30 — 3.
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Рис. 13. Температурнi залежностi коефiцiєнтiв п’єзоелектричної напруги e31 — 1, e32 — 2, e33 — 3 i коефiцiєнтiв
п’єзоелектричної деформацiї d31 — 1, d32 — 2, d33 — 3 кристала KD2PO4 при рiзних значеннях гiдростатичного тиску
p (ГПа): 0 — i, 0.15 — i′, 0.30 — i′′.

На рис. 12 наведенi температурнi залежностi кое-
фiцiєнта п’єзоелектричної напруги e36 i коефiцiєнта
п’єзоелектричної деформацiї d36 кристала KD2PO4 за
рiзних значень гiдростатичного тиску p. Зi збiльшен-
ням тиску p пiковi значення незначно e36 зменшують-
ся, а d36 — збiльшуються.

Температурна залежнiсть коефiцiєнтiв п’єзоелект-

ричної напруги e3i i коефiцiєнтiв п’єзоелектричної де-
формацiї d3i кристала KD2PO4 за рiзних значень гiд-
ростатичного тиску p наведенi на рис. 13.

На рис. 14 зображено температурну залежнiсть ста-
лих п’єзоелектричної напруги h3i кристала KD2PO4

при рiзних значеннях гiдростатичного тиску p.
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Рис. 14. Температурна залежнiсть сталих п’єзоелект-
ричної напруги h31 — 1, h32 — 2, h33 — 3 кристала
K(H0.02D0.98)2PO4 при рiзних значеннях гiдростатичного
тиску p (ГПа): 0 — i, 0.15 — i′, 0.30 — i′′.

V. ЗАКЛЮЧНI ЗАУВАЖЕННЯ

У цiй статтi в межах модифiкованої моделi протон-
ного впорядкування сеґнетоелектрикiв iз водневими
зв’язками типу KH2PO4 з урахуванням п’єзоелект-
ричного зв’язку та лiнiйних за деформацiями εi вне-
скiв в енерґiю протонної системи в наближеннi чо-
тиричастинкового кластера вивчено вплив гiдроста-

тичного та одновiсного тискiв на поздовжнi фiзичнi
характеристики сеґнетоелектрикiв K(H1−xDx)2PO4.

Установлено, що з прикладанням цих тискiв змiню-
ються деформацiї εi, ε6, що приводить до залежнос-
тi вiд тиску температури фазового переходу та всiх
iнших фiзичних характеристик цих кристалiв. Ура-
хування п’єзоелектричного зв’язку дало змогу впер-
ше розрахувати температурнi залежностi дiелектрич-
них проникностей механiчно затиснутого та механiч-
но вiльного кристалiв, коефiцiєнта п’єзоелектричної
напруги e36 та коефiцiєнта п’єзоелектричної дефор-
мацiї d36 кристалiв K(H1−xDx)2PO4 за рiзних тис-
кiв. Вiдзначимо, що при нульовому гiдростатичному
тиску данi експерименту для проникностi описуються
кривою дiелектричної проникностi механiчно вiльно-
го кристала, а при наявностi тиску — кривими дiелек-
тричної проникностi механiчно затиснутого кристала.
Показано, що за вибору в ролi вихiдного стан крис-
тала при T = 0 K отримано добрий кiлькiсний опис
вiдповiдних експериментальних даних для кристалiв
K(H1−xDx)2PO4 (x = 0.98; 0.84 та 0.32) за рiзних зна-
чень гiдростатичного тиску.

Урахування деформацiй εi практично не змiнює
числових значень спонтанної поляризацiї, теплоєм-
ностi та дiелектричної проникностi кристала, але дає
змогу розрахувати коефiцiєнти п’єзоелектричної на-
пруги e3i, пружнi сталi cij , а також вивчити вплив
гiдростатичного та одновiсного тискiв на фазовий пе-
рехiд та фiзичнi характеристики сеґнетоелектрикiв
K(H1−xDx)2PO4.
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THE EFFECT OF PIEZOELECTRIC COUPLING ON THE DEFORMATION EFFECTS
IN K(H1−xDx)2PO4 FERROELECTRICS
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Within the modified proton ordering model for the KH2PO4 type ferroelectrics with hydrogen bonds with
taking into account the piezoelectric coupling linear on strains εi and ε6 contributions into the energy of proton
(deuteron) system but without taking into account the tunneling within the four-particle cluster approximation, the
effect of hydrostatic and uniaxial pressure on phase transition and physical characteristics of the K(H1−xDx)2PO4

ferroelectrics are studied. At the proper set of the parameters a good quantitative description of the corresponding
experimental data is obtained.
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