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Метод багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв (БВВ) узагальнено до опису захоплення α-
частинок ядрами та на його основi виконано аналiз α-захоплення ядрами 40Ca та 44Ca. Iз порiв-
няння з експериментальними даними перерiзiв захоплення, отриманих методом БВВ iз засто-
суванням методу мiнiмiзацiї, одержано нову iнформацiю про ймовiрностi злиття α-частинки
з цими ядрами. Показано, що наближення ВКБ дає значно заниженi значення ймовiрностей
злиття порiвняно з пiдходом БВВ. Одержанi значення ймовiрностей злиття вказують на те,
що пiдхiд рiзкого обрiзання кутових моментiв, який увели Ґлас i Мосел, є досить грубим на-
ближенням. Зокрема, значення ймовiрностей злиття при перших значеннях кутового моменту
наближаються до нуля, що суперечить iдеї рiзкого обрiзання кутових моментiв. Це вказує на
необхiднiсть пошукiв бiльш реалiстичних пiдходiв до опису ймовiрностей злиття в задачах
захоплення.
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I. ВСТУП

Процеси злиття, що виникають у ядерних зiткнен-
нях, давно викликають посилене зацiкавлення. Од-
ним iз виявiв такої реакцiї є захоплення α-частинки
ядром. Iнформацiя про характер цього процесу фор-
мує базис наших уявлень про взаємодiю мiж α-
частинкою та ядром. Це можна бачити в багатьох
публiкацiях, присвячених побудовам α-ядерних по-
тенцiалiв (для α-розпаду ядер [1–9], розсiяння α-
частинок на ядрах [10–14]). Оцiнки швидкостей α-
захоплення застосовують, описуючи ядернi реакцiї в
зiрках [3, 13, 15].

Сучасний пiдхiд до визначення перерiзiв захоплен-
ня α-частинки ядром ґрунтується на розрахунках
проникностей бар’єра i включає коефiцiєнти, що ха-
рактеризують iмовiрностi злиття при рiзних значен-
нях орбiтального моменту. Тодi як розроблено досить
багато пiдходiв до розрахунку проникностей, нема
узагальнено прийнятих методiв визначення ймовiр-
ностей злиття. Iз лiтератури можна довiдатися, що
цi коефiцiєнти являють собою серйозну та давню за-
гадку, незважаючи на довгу iсторiю дослiджень реак-
цiй захоплення. Експериментально цi реакцiї вивченi
недостатньо глибоко: ми маємо данi для перерiзiв за-
хоплення α-частинок ядрами 40Ca, 44Ca [16], 59Co [17],
208Pb [18].

Поширеним є пiдхiд, при якому накладається де-
який закон на поведiнку ймовiрностей злиття. Пiсля
розрахункiв перерiзiв i їх порiвняння з експеримен-
тальними даними при вибраних енерґiях зроблено ви-
сновок про успiшнiсть обраного шляху. Однак було б
цiкавим з’ясувати, якою дiйсно є реальна сила погли-
нання α-частинки в ядрi, спираючись на наявнi екс-

периментальнi данi. Тому в цiй працi ми ставимо таке
питання: яку саме iнформацiю про цi коефiцiєнти дає
нам експеримент? Такий пiдхiд близький до iдеї обер-
неної задачi в теорiї розсiювання i ядерних зiткнень
(коли з експериментальних даних поступово одержу-
ють вiдомостi про потенцiал взаємодiї та хвильової
функцiї, наприклад, див. [19]).

Для з’ясування цього питання ми узагальнює-
мо метод багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв (метод
БВВ, див. [20–26]) для опису реакцiй захоплення α-
частинок ядрами. Застосувавши такий формалiзм до
α-захоплення ядром 44Ca, ми з’ясовуємо, наскiльки
адекватним є пiдхiд рiзкого обрiзання кутових мо-
ментiв (sharp angular momentum cutoff), який увели
Ґлас (Glas) i Мосел (Mosel) у [27,28] i який тепер є до-
сить поширеним. Деякої уваги придiлено також ана-
лiзу ВКБ-пiдходу до отримання перерiзiв. Ми бачимо,
що метод БВВ спроможний найбiльш акуратно опи-
сати реалiстичний потенцiальний бар’єр та дає змогу
значно полiпшити узгодженiсть мiж теорiєю та екс-
периментом.

II. МЕТОД

A. Перерiз захоплення та пiдхiд рiзкого обрiзання

кутового моменту

Перерiз захоплення з урахуванням процесiв злиття
у внутрiшнiй областi α-ядерної системи можна визна-
чити так (наприклад, див. [16]):

σcapture(E) =
π ~

2

2mẼ

+∞
∑

l=0

(2l + 1)Tl Pl, (1)
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де E — кiнетична енерґiя α-частинки, що налiтає на
ядро в лабораторнiй системi координат, Ẽ — кiнетич-
на енерґiя вiдносного руху α-частинки з ядром у сис-
темi центра iнерцiї (у цiй роботi ми обмежимося на-
ближенням E ' Ẽ), m — зведена маса α-частинки та
ядра, Pl — iмовiрнiсть злиття α-частинки з ядром, що
починається, як тiльки α-частинка проникає зi зов-
нiшньої областi через бар’єр у внутрiшню яму, Tl —
проникнiсть бар’єра, яку ми будемо визначати в пiд-
ходi БВВ або в пiдходi ВКБ. У ВКБ-пiдходi цей кое-
фiцiєнт обчислюємо так:

TWKB(Ẽ) = exp

{

−2

R3
∫

R2

√

2m

~2

(

Ẽ − V (r)
)

dr

}

, (2)

де R2 i R3 — друга i третя точки повороту, що встанов-
люють межi областi тунелювання (перша точка по-
вороту визначається перетином потенцiалу з енерґi-
єю поблизу нуля, де основний внесок дає вiдцентрова
компонента потенцiалу).

Ми будемо вважати, що захоплення вiдбувається,
коли фраґмент пiсля тунелювання через бар’єр по-
трапляє у внутрiшню яму, де його перебування енер-
ґетично дозволено (у ямi енерґiя вища вiд самого
потенцiалу). Пiсля розв’язку системи класичних рiв-
нянь руху можна отримати критичне значення куто-
вого моменту lcr, при якому всi траєкторiї при l < lcr
приводять до захоплення. Ґлас i Мосел у [27, 28] уве-
ли пiдхiд рiзкого обрiзання кутового моменту, згiдно
з яким Pl визначаємо як

Pl =

{

1 при l ≤ lcr,
0 при l > lcr,

(3)

де lcr — критичне значення орбiтального моменту, при
якому можливе злиття α-частинки з ядром у внутрiш-
нiй областi. Також у низцi робiт (наприклад, див. [16])
припускають Tl = 1 при l < lgr (де lgr > lcr), що пере-
творює формулу (2) у таку:

σcapture(E) =
π ~

2

2mẼ
(2lcr + 1)2. (4)

У такому пiдходi з порiвняння перерiзiв, отриманих
за цiєю формулою, з експериментальними даними ви-
значають значення для lcr для вибраної реакцiї. Так,

автори роботи [16] отримали lcr = 9.9 для α + 40Ca
i lcr = 10.9 для α + 44Ca. Ми переглянемо цей про-
цес у квантовому розглядi, вважаючи, що для кожно-
го дозволеного значення l такий процес повинен бу-
ти описаний через тунельний перехiд iз вiдповiдною
проникнiстю Tl. На такiй основi ми з’ясуємо, якi зна-
чення ймовiрностей злиття дає нам експеримент: якi
саме ймовiрностi злиття дають змогу досягти най-
кращого збiгу мiж теорiєю та експериментом.

B. Метод багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв

в описi тунелювання пакета через бар’єр,

що складається з довiльної кiлькостi

прямокутних сходинок

Будемо дослiджувати захоплення α-частинки яд-
ром у сферично-симетричному розглядi. Це приво-
дить задачу до радiальної з рухом частинки зi зведе-
ною масою m у полi радiального потенцiалу з бар’є-
ром. Щоб застосувати формалiзм методу БВВ до опи-
су складних реалiстичних бар’єрiв, вiзьмiмо до роз-
гляду бар’єр довiльної форми, який можна вдало ап-
роксимувати досить великим числом N прямокутних
сходинок:

V (r) =

8

>

>

<

>

>

:

V1 при rmin < r ≤ r1 (область 1),
V2 при r1 ≤ r ≤ r2 (область 2),
. . . . . . . . .

VN при rN−1 ≤ r ≤ rmax (область N),

(5)

де Vj — сталi (j = 1 . . .N)1. Визначимо першу об-
ласть, починаючи вiд точки rmin (позначимо її та-
кож як rcapture), та будемо вважати, що саме в цiй
областi виникає злиття α-частинки з ядром пiсля її
тунелювання через бар’єр. Спершу ми будемо шука-
ти розв’язки задачi для енерґiй, бiльших, нiж висота
бар’єра. Загальний розв’язок для хвильової функцiї
(з точнiстю до її нормування) можна записати так:

ψ(r, θ, ϕ) =
χ(r)

r
Ylm(θ, ϕ), (6)

χ(r) =























AT e
−ik1r, при rmin < r ≤ r1 (область 1),

α2 e
ik2r + β2 e

−ik2r, при r1 ≤ r ≤ r2 (область 2),
. . . . . . . . .
αN−1 e

ikN−1r + βN−1 e
−ikN−1r, при rN−2 ≤ r ≤ rN−1 (область N − 1),

e−ikNr + AR e
ikN r, при rN−1 ≤ r ≤ rmax (область N),

(7)

1Практично ми використовували таку апроксимацiю для бар’єрiв протонного розпаду та α-розпаду для ряду ядер, де
ширина кожної областi дорiвнювала 0.01 фм i демонстрували стабiльнiсть розрахункiв усiх амплiтуд хвильової функ-
цiї та проникностi бар’єра [25, 26]. Таким чином, ми маємо ефективний метод для детального дослiдження квантових
процесiв тунелювання та проникностi.
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де αj i βj — невiдомi амплiтуди, AT i AR — невiдо-
мi амплiтуди проходження та вiдбиття, Ylm(θ, ϕ) —

сферична функцiя, kj = 1
~

√

2m(Ẽ − Vj) — комплекс-
нi хвильовi числа. Ми фiксували нормування так, щоб
модуль амплiтуди стартової хвилi e−ikN r дорiвнював
одиницi. Розв’язок задачi шукатимемо в пiдходi бага-
торазових внутрiшнiх вiдбиттiв.

Вiдповiдно до методу багаторазових внутрiшнiх
вiдбиттiв, розсiяння частинки на бар’єрi розглядаємо
на основi хвильового пакета послiдовно за етапами йо-
го поступового проникнення щодо кожної границi ба-
р’єра (найбiльш ясно iдею такого пiдходу можна зро-
зумiти в задачi тунелювання через найпростiший пря-
мокутний бар’єр, див. [21, 23, 24] та Додаток А у [25],
де представлено доказ такого повнiстю квантового,
точно розв’язуваного методу, а також проаналiзова-
но його властивостi). Як виявляється, кожен етап у
такому розглядi поширення пакета є подiбним до од-
ного з перших 2N − 1 етапiв, незалежних мiж собою.
З аналiзу цих етапiв ми знаходимо рекурентнi спiв-
вiдношення для обчислення невiдомих амплiтуд A(n)

T ,

A
(n)
R , α(n)

j i β(n)
j для довiльного етапу з номером n (тут

нижнiй iндекс j означає номер довiльної областi Vj ,
логiку введення амплiтуд за етапами можна знайти в
Додатку А у [25]). При складаннi цих спiввiдношень
на кожному етапi ми виконуємо умову неперервностi
повної хвильової функцiї (складеною зi всiх пакетiв)
та її похiдної щодо вiдповiдної границi.

Вiдповiдно до аналiзу хвиль, що поширюються в об-
ластi з довiльним номером j на довiльному етапi, кож-
ну хвилю можна представити як добуток експоненти
e±i kj r на деякий сталий коефiцiєнт (амплiтуду). При
практичних розрахунках всi труднощi полягають у
визначеннi таких невiдомих амплiтуд. Але, щоб зро-
бити такi розрахунки найбiльш легкими (доступни-
ми) для довiльного етапу, можна виразити амплiтуду
хвилi, що пройшла через границю з номером j, як до-
буток амплiтуди вiдповiдної хвилi, що падає на цю
границю, на новий коефiцiєнт T±

j (амплiтуду прохо-
дження через границю з номером j). Тут нижнiй iн-
декс означає номер границi, а верхнiй знак “+” або
“−” — напрямок падаючої хвилi вправо або влiво вiд-
повiдно. Аналогiчно ми пов’язуємо амплiтуду вiдбитої
хвилi вiд границi з номером j з амплiтудою хвилi, що
падає на цю границю, через новий коефiцiєнт R±

j . Са-
мi коефiцiєнти T±

1 , T±

2 , T±

3 . . . та R±

1 , R±

2 , R±

3 . . . можна
знайти з рекурентних спiввiдношень, указаних вище
(див. Додаток А в роботi [25]). Таким чином, ми об-
числюємо T±

1 , T±

2 . . .T±

N−1 i R±

1 , R±

2 . . .R±

N−1:

T+
j =

2kj

kj + kj+1
ei(kj−kj+1)rj ,

T−

j =
2kj+1

kj + kj+1
ei(kj−kj+1)rj ,

R+
j =

kj − kj+1

kj + kj+1
e2ikjrj ,

R−

j =
kj+1 − kj

kj + kj+1
e−2ikj+1rj .

(8)

Тепер припустiмо, що хвиля, яка поширюється в об-
ластi з номером j, падає справа на частину потенцi-
ального бар’єра з правою границею в точцi rj−1 (та лi-
вою границею в точцi r1). Знайдiмо хвилю, що вiдби-
вається вiд такого бар’єра. Така хвиля повинна об’єд-
нати всi хвилi, що формуються внаслiдок багаторазо-
вих внутрiшнiх проходжень i вiдбиттiв щодо границь
r1 . . . rj−1 та покидають такий бар’єр. Ми визначимо
амплiтуду вiдбиття R̃+

j−1 такої сумарної хвилi так:

R̃+
j−1 = R+

j−1 + T+
j−1R̃

+
j T

−

j−1

(

1 +

+∞
∑

m=1

(R̃+
j R

−

j−1)
m

)

= R+
j−1 +

T+
j−1R̃

+
j T

−

j−1

1 − R̃+
j R

−

j−1

. (9)

Аналогiчно обчислюємо також:

R̃−

j+1 = R−

j+1 + T−

j+1R̃
−

j T
+
j+1

(

1 +

+∞
∑

m=1

(R+
j+1R̃

−

j )m
)

= R−

j+1 +
T−

j+1R̃
−

j T
+
j+1

1 −R+
j+1R̃

−

j

,

T̃+
j+1 = T̃+

j T
+
j+1

(

1 +

+∞
∑

m=1

(R+
j+1R̃

−

j )m
)

=
T̃+

j T
+
j+1

1 −R+
j+1R̃

−

j

, (10)

T̃−

j−1 = T̃−

j T
−

j−1

(

1 +

+∞
∑

m=1

(R−

j−1R̃
+
j )m

)

=
T̃−

j T
−

j−1

1 −R−

j−1R̃
+
j

.

При такому формулюваннi ми маємо рекурентнi спiв-
вiдношення, що пов’язують мiж собою всi сумарнi ам-
плiтуди. Тепер ми виберемо такi значення

R̃+
N−1 = R+

N−1,

R̃−

1 = R−

1 ,

T̃+
1 = T+

1 ,

T̃−

N−1 = T−

N−1, (11)

як стартовi та послiдовно знаходимо всi амплiтуди
R̃+

N−2 . . . R̃+
1 , R̃−

2 . . . R̃−

N−1 та T̃+
2 . . . T̃+

N−1. На завер-
шення ми знаходимо коефiцiєнти αj та βj :

αj =

+∞
∑

n=1

α
(n)
j = T̃+

j−1

(

1 +

+∞
∑

m=1

(R+
j R̃

−

j−1)
m

)

=
T̃+

j−1

1 −R+
j R̃

−

j−1

=
T̃+

j

T+
j

,

(12)

βj =

+∞
∑

n=1

β
(n)
j = T̃+

j−1

(

1 +

+∞
∑

m=1

(R+
j R̃

−

j−1)
m

)

R+
j

=
T̃+

j−1R
+
j

1 −R+
j R̃

−

j−1

=
T̃+

j R
+
j

T+
j

= αj · R
+
j ,

1001-3



С. П. МАЙДАНЮК, С. В. БЕЛЬЧИКОВ

амплiтуди проходження й вiдбиття щодо всього бар’є-
ра:

AT =
+∞
∑

n=1
A

(n)
T = T̃+

1 , AR =
+∞
∑

n=1
A

(n)
R = R̃+

N−1 (13)

i вiдповiднi коефiцiєнти проникностi TMIR i вiдбиття
RMIR:2

TMIR ≡
kN

k1

∣

∣AT

∣

∣

2
, RMIR ≡

∣

∣AR

∣

∣

2
. (14)

Ми перевiряємо умову:

kN

k1
|AT |

2 + |AR|
2 = 1 або TMIR +RMIR = 1 (15)

у ролi тесту: чи дає метод БВВ достовiрнi розв’язки
для амплiтуд хвильової функцiї. Тепер, якщо енерґiя
частинки нижча, нiж висота однiєї сходинки з номе-
ром m, то для опису проникнення цiєї частинки через
бар’єр з її тунелюванням необхiдно виконати таку за-
мiну:

km → i ξm, (16)

де ξm = 1
~

√

2m(Vm −E). Для потенцiалу, що склада-
ється з двох прямокутних сходинок (або ям) рiзних
розмiрiв, при порiвняннi амплiтуд хвильової функцiї,
визначеної методом БВВ, з вiдповiдними амплiтуда-
ми, отриманими у стандартному пiдходi квантової ме-
ханiки ми досягаємо 15 перших значущих цифр їх
повного збiгу. Збiльшення кiлькостi сходинок до де-
кiлькох тисяч зберiгає таку точнiсть збiгу амплiтуд
у пiдходi БВВ з вiдповiдними амплiтудами у стан-
дартному пiдходi квантової механiки, а також вико-
нання умови (15) (див. Додаток Б у роботi [25], де
ми коротко представляємо стандартний пiдхiд кван-
тової механiки, який ми застосовуємо до потенцiалу
(5), та розв’язки амплiтуд). Це важливий тест, який
пiдтверджує реальну спроможнiсть методу БВВ. От-
же, ми отримали повну вiдповiднiсть мiж розв’язками
для амплiтуд, одержаних методом БВВ та стандар-
тним пiдходом квантової механiки, i, таким чином,
узагальнюємо метод БВВ на опис тунелювання час-
тинки через потенцiал, що складається з довiльного
кiнцевого числа прямокутних сходинок i ям довiльної
форми для задач захоплення.

C. α-Ядерний потенцiал та метод мiнiмiзацiї

Для опису взаємодiї мiж α-частинкою i ядром ми
будемо використовувати α-ядерний потенцiал

V (r, l, Q) = vC(r) + vN (r,Q) + vl(r), (17)

де vC(r), vN (r,Q) i vl(r) — кулонiвська, ядерна i вiд-
центрова компоненти. У цiй працi ми обмежимося
сферично-симетричним наближенням α-захоплення,
при якому маємо:

vC(r) =











2Ze2

r
при r ≥ rm,

Ze2

rm

{

3 −
r2

r2m

}

при r < rm,
(18)

vN (r,Q) =
V (A,Z,Q)

1 + exp
r − rm
d

, (19)

де

rm = 1.5268 +R. (20)

Для визначення параметрiв ми використаємо пiд-
хiд [6]:

V (A,Z,Q) = −(30.275− 0.45838Z/A1/3

+58.270 I − 0.24244Q), (21)

R = Rp (1 + 3.0909/R2
p) + 0.1243 t, (22)

Rp = 1.24A1/3 (1 + 1.646/A− 0.191 I), (23)

t = I − 0.4A/(A+ 200), (24)

d = 0.49290, (25)

I = (A− 2Z)/A. (26)

Тут A i Z — числа нуклонiв i протонiв ядра, Q —
Q-значення процесу α-захоплення, R — радiус ядра,
V (A,Z,Q) — сила ядерної компоненти, rm — ефек-
тивний радiус ядерної компоненти, d — дифузнiсть.
Визначимо величину:

δ =
∑

k

∣

∣

∣
σ(theor)(Ek) − σ(exp)(Ek)

∣

∣

∣
, (27)

де σ(theor)(Ek) i σ(exp)(Ek) — теоретичне й експери-
ментальне значения перерiзiв захоплення для вибра-
ного ядра при енерґiї Ek , а сумування виконується за
всiма значеннями енерґiї експериментальних даних.
Ми будемо шукати значення ймовiрностей злиття p0

. . . pmax, при яких похибка (27) приймає мiнiмальне
значення (такий пiдхiд до визначення ймовiрностей
злиття будемо називати методом мiнiмiзацiї).

2Далi ми будемо аналiзувати й порiвнювати проникностi та перерiзи захоплення, отриманi iз застосуванням методу
багаторазових внутрiшнiх вiдбиттiв або ВКБ-методу. Тому, щоб вiдрiзнити такi коефiцiєнти, ми будемо додавати абре-
вiатуру “MIR” вiд назви методу “multiple internal reflections”, якщо було використано метод багаторазових внутрiшнiх
вiдбиттiв, або позначення WKB при використаннi ВКБ-пiдходу.
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Рис. 1. Проникнiсть бар’єра залежно вiд положення точки захоплення α-частинки rcapture для реакцiї α +44 Ca для
кутового моменту l = 0 при енерґiях α-частинки Eα = 2 МеВ (а, д), Eα = 3 МеВ (б, е), Eα = 4 МеВ (в, ж) та Eα = 5 МеВ
(г, з) (параметри розрахункiв: 10000 iнтервалiв при rmax = 70 фм).

1001-5



С. П. МАЙДАНЮК, С. В. БЕЛЬЧИКОВ

III. РЕЗУЛЬТАТИ

A. Залежнiсть проникностi вiд областi захоплення

Для наступних дослiджень ми виберемо захоплен-
ня α-частинки ядром 44Ca. Спочатку розглянемо, як
впливає на проникнiсть вибiр межi rcapture, при якiй
вiдбувається повне проходження пакета через бар’єр
(i як ми вважаємо, в областi M вiдбувається за-
хоплення α-частинки). Результати таких розрахун-
кiв у залежностi вiд положення точки захоплення α-
частинки при рiзних енерґiях α-частинки показано на
рис. 1.

Звiдси видно, що незначна змiна положення rcapture

здатна сильно змiнити результат розрахунку проник-
ностi (так, вплив rcapture виявляється суттєво сильнi-
шим, нiж вплив деформацiї ядра, тому немає особ-

ливого сенсу з’ясовувати роль деформацiї без попе-
реднього врахування цього параметра). Звiдси випли-
ває важливiсть правильного вибору положення цiєї
межi при розрахунках перерiзiв захоплення. Ця за-
лежнiсть має осциляторну поведiнку, що є характер-
ним проявом хвильової природи процесу тунелюван-
ня та спостерiгалося ранiше в задачах протонного i
α-розпаду [25, 26].

Як можливе положення rcapture ми пропонуємо ви-
брати координату мiнiмальної змiни амплiтуди осци-
ляцiй проникностi, що вiдповiдає найбiльшiй стiйкос-
тi проникностi бар’єра до збурень (ми не будемо роз-
глядати схожої тенденцiї при r → 0). Така точка як-
раз вiдповiдає координатi мiнiмуму ями потенцiалу
(так, при l = 0 ми отримаємо 0.44 фм для рiзних
енерґiй Eα). Таку умову ми i виберемо для подаль-
ших розрахункiв. Збiжнiсть розрахункiв при виборi
зовнiшньої межi rmax показано в Додатку.

Рис. 2. Проникностi бар’єра залежно вiд енерґiї α-частинки Eα (а) та вiдповiднi потенцiальнi бар’єри (б) при рiзних
значеннях кутового моменту l для реакцiї α +44 Ca (параметри розрахункiв: 10000 iнтервалiв при rmax = 70 фм).

Рис. 3. Перерiз захоплення α-частинки ядром 44Ca, отриманий у пiдходi БВВ (параметри розрахункiв: 10000 iнтер-
валiв при rmax = 70 фм, rcapture фiксовано в координатi мiнiмуму ями до бар’єра, яка змiнюється залежно вiд вибраного
значення кутового моменту l). (а) Спектри в логарифмiчному масштабi: сильнiше проявляється роль внескiв при малих
l. (б) Спектри в лiнiйному масштабi: яснiше видно поведiнку перерiзiв при врахуваннi внескiв вiд великих l. Кожний
парцiальний перерiз має максимум, пiсля якого вiн спадає. Урахування наступних внескiв (при бiльших l) згладжує
таке спадання, поступово перетворюючи повний спектр у монотонно зростаючу криву в усьому дiапазонi енерґiй.
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B. Проникнiсть при рiзних значеннях кутового

моменту

Розгляньмо, як виявляє себе проникнiсть бар’єра
залежно вiд кутового моменту. Результати таких роз-
рахункiв показанi на рис. 2 (а). Звiдси видно, що кри-
ва проникностi усувається вправо зi зростанням ку-
тового моменту l. Це пояснюється зростанням внут-
рiшньої ями потенцiалу до бар’єра зi зростанням l

за рахунок вищої вiдцентрової компоненти потенцi-
алу (див. рис. 2 (б)). Тому кожна наступна парцiаль-
на компонента перерiзу захоплення дає свiй внесок
у повний спектр, починаючи з деякої вищої енерґiї
Eα. Зокрема, звiдси випливає, що повний перерiз за-
хоплення при достатньо малiй енерґiї Eα описується
лише парцiальними компонентами при самих малих
значеннях l.

Рис. 4. Перерiзи захоплення α-частинки ядром 44Ca, отриманi у пiдходi ВКБ (параметри розрахункiв: 10000 iнтер-
валiв при rmax = 70 фм).

C. Перерiз захоплення при розрахунках

проникностi рiзними пiдходами

Тепер ми розглянемо, як визначають перерiз захоп-
лення повнiстю квантовий та квазiкласичний пiдхо-
ди. На рис. 3 показано результати, отриманi методом
БВВ вiдповiдно до рiзних значень Lmax (де Lmax —
верхня межа сумування у формулi (1), яку ми вибира-
ємо замiсть безмежностi). Iз рисункiв видно, що пред-
ставлення перерiзiв за лiнiйною шкалою яснiше пока-
зує їх плавне зниження пiсля максимумiв. Водночас,
представлення за логарифмiчною шкалою чiткiше по-
казує монотонне зростання перерiзiв до їх максимумiв
(особливо, при малих l), що дозволяє чiткiше побачи-
ти поведiнку парцiальних перерiзiв при малих l на
фонi перерiзiв при великих l. ВКБ-пiдхiд дає суттєво
iнший результат, що показано на рис. 4. Тут можна
вiдзначити два фактори (якi помiтно проявляються
при лiнiйному розглядi та прихованi при логарифмiч-
ному): (1) при врахуваннi внескiв вiд великих l у су-
марнi перерiзи з’являються рiзкi пiки; (2) сумарнi пе-
рерiзи значно завищенi (порiвняно з результатами на
рис. 3).

D. Визначення ймовiрностей злиття методом

мiнiмiзацiї

На наступному рис. 5 винесенi розрахунки перерi-
зiв для α+ 44Ca, отриманi за допомогою методу БВВ
та метода ВКБ, порiвняно з експериментальними да-

ними [16]. Сюди ж включена крива, одержана з вклю-
ченням iмовiрностей злиття, отриманих шляхом мiнi-
мiзацiї. З цього рисунка видно, що ВКБ-пiдхiд дає
значно завищенi значення перерiзу захоплення по-
рiвняно з кривими, отриманими у БВВ-пiдходi при
Lmax = 10− 15. Звiдси зробимо такi висновки: набли-
ження ВКБ дає значно заниженi значення ймовiрнос-
тей злиття з метою опису експериментальних даних
у порiвняннi з пiдходом БВВ, а перерiз захоплення,
отриманий у пiдходi ВКБ, має розриви при великих
енерґiях.

У [16] обговорено ефект аномального розсiювання
при великих кутах (ALAS, anomalous large angle scat-
tering) з метою опису якого використано пiдхiд рiз-
кого обрiзання кутового моменту при деякому кри-
тичному значеннi Lmax (див. (1)–(2) у цiй роботi). Та-
кому випадку вiдповiдають нашi розрахунки у БВВ-
пiдходi при рiзних фiксованих значеннях Lmax (де всi
ймовiрностi злиття при l ≤ Lmax дорiвнюють оди-
ницi). Iз рисунка видно, що крива 5 при Lmax = 10
(i крива 6 при Lmax = 12) дiйсно ближче розташова-
на до експериментальних даних порiвняно з кривою
7 при Lmax = 15 (з якою практично збiгаються iншi
кривi, отриманi при вищих значеннях Lmax). Однак
усi цi кривi значно далi розташованi вiд експеримен-
тальних даних порiвняно з кривою 10 з включеними
ймовiрностями злиття, отриманими методом мiнiмiза-
цiї. Отже, пiдхiд рiзкого обрiзання кутового моменту
не зовсiм вдало описує експеримент, тодi як успiшнi-
шим виявляється опис кривою 10. Це вказує на те,
що залежнiсть iмовiрностей злиття вiд значення ку-
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тового моменту є складнiшою i вимагає глибшого до-
слiдження. Значення ймовiрностей злиття, на основi
яких отримана крива 10 на рис. 5, винесенi в табл. 1.
Ми бачимо, що ймовiрностi злиття p0 . . . p4 вкрай ма-
лi (на вiдмiну вiд пiдходу рiзкого обрiзання кутового
моменту [16]). Також iмовiрностi злиття p15 i p16 на-
ближаються до одиницi (при малих значеннях p13),

що дає змогу описати малi осциляцiї спектра при ве-
ликих енерґiях (E = 23 − 28 МеВ). Iнакше кажучи,
виявлення в експериментальних спектрах осцилятор-
ної поведiнки вказує на великi значення ймовiрностей
злиття при максимально допустимих значеннях куто-
вого моменту (на вiдмiну вiд пiдходу рiзкого обрiзан-
ня кутового моменту [16]).

Рис. 5. (Кольоровий онлайн) Перерiзи захоплення α-частинки ядром 44Ca, розрахованi за методом БВВ та методу
ВКБ з урахуванням iмовiрностей злиття, якi отриманi методом мiнiмiзацiї (параметри розрахункiв: 10000 iнтервалiв
при rmax = 70 фм, rcapture обирається в координатi мiнiмуму ями потенцiалу, яка змiнюється при рiзних значеннях l).
Тут експериментальнi данi 1 взято з роботи [16], штрихова синя крива 2 позначає перерiз при lmax = 0, коротка крапкова
червона крива 3 — перерiз при lmax = 1, коротка штрих-крапкова пурпурова крива 4 — перерiз при lmax = 5, штрихова
двiчi крапкова оранжева крива 5 — перерiз при lmax = 10, штрихова темно-синя крива 6 — перерiз при lmax = 12,
штрих-крапкова зелена крива 7 — перерiз при lmax = 15, неперервна коричнева крива 8 — нормований перерiз при
lmax = 20 (нормування зроблено вiдносно першого значення експериментальних даних), штрихова темно-жовта крива
9 — перерiз при lmax = 17, неперервна синя крива 10 — перерiз при lmax = 17 (перерiзи визначаються за формулою
(1), де як верхня межа в сумуваннi використано значення lmax). Коефiцiєнти проникностей при розрахунках спектрiв
2–7 та 9–10 обчислюємо за допомогою методу БВВ, а спектра 8 — за допомогою методу ВКБ. Крива 10 отримана з
урахуванням iмовiрностей злиття, кривi 2-9 — без iмовiрностей злиття.

Рис. 6. Iмовiрнiсть злиття для реакцiй захоплення
α-частинки ядрами 40Ca та 44Ca, отримана в пiдхо-
дi БВВ (параметри розрахункiв: 10000 iнтервалiв при
rmax = 70 фм).

Автори роботи [16] для опису суттєво рiзного злит-
тя (поглинання) α-частинки ядрами 40Ca та 44Ca за-
пропонували порiвняння залежностей перерiзiв за-
хоплення цими ядрами вiд значення кутового момен-
ту l. Але ми зазначимо, що цi залежностi отриманi
лише при однiй вибранiй енерґiї (на рис. 2 в цiй робо-
тi данi представленi для E = 25 МеВ). Для виконання
такого аналiзу ми пропонуємо порiвняння ймовiрнос-
тей злиття для цих двох ядер залежно вiд кутового
моменту. На рис. 6 наведено данi наших розрахункiв.
Цi данi отриманi на основi врахування наявних експе-
риментальних даних на всьому дiапазонi енерґiй, що
вказує на повнiший аналiз у нашому подходi. Iз рис. 6
видно, що обидвi кривi мають приблизно схожу по-
ведiнку при малих l, але суттєво вiдрiзняються при
максимально великих можливих l. Також iмовiрнiсть
злиття для 40Ca менша, нiж для 44Ca при великих l
— це вiдповiдає меншим значенням перерiзiв захоп-
лення для 40Ca, нiж для 44Ca в експериментальних
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даних [16]. Iз цього порiвняння ми доходимо виснов-
ку, що зменшення перерiзу захоплення для 40Ca при
великих енерґiях може бути пояснено меншими зна-
ченнями ймовiрностей злиття при великих l (а також
тому, що цi два ядра мають рiзнi бар’єри, якi дають
lmax = 15 для 40Ca та lmax = 16 для 44Ca, що робить
свiй додатковий внесок для 44Ca в повний спектр).

Таким чином, можна припустити iснування вiд-
повiдностi (аналогiї) мiж формою спектра (залежно

вiд енерґiї) i формою функцiї ймовiрностей злиття
pl залежно вiд значення кутового моменту l. Ви-
користання нормування розрахункової кривої за екс-
периментальними даними (без включення ймовiрнос-
тей злиття) гiрше описує експеримент (див. криву 9
на рис. 5), нiж крива 10 з урахуванням iмовiрностей
злиття, отриманих шляхом мiнiмiзацiї. Тому викорис-
тання нормування на експеримент не має сенсу в
цiй задачi.

Lmax

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
p0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 0.01 0.01 0 0 0.01 0.01 0.005 0.17
p1 — 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 0.16 0 0 0 0.01 0 0.001 0.1
p2 — — 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 0 0 0 0.02 0 0.001 0.2
p3 — — — 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 0 0 0 0.02 0.02 0.222 0
p4 — — — — 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 0.58 0 0 0.26 0.19 0.415 0
p5 — — — — — 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 0.73 0.45 0.86 0.81 0.492 0.6
p6 — — — — — — 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 0.22 0.36 0.332 1.0
p7 — — — — — — — 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
p8 — — — — — — — — 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
p9 — — — — — — — — — 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
p10 — — — — — — — — — — 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
p11 — — — — — — — — — — — 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
p12 — — — — — — — — — — — — 1.0 0.75 1.0 1.0 0.75
p13 — — — — — — — — — — — — — 1.0 0.06 0.32 0
p14 — — — — — — — — — — — — — — 0.86 0 0.3
p15 — — — — — — — — — — — — — — — 1.0 1.0
p16 — — — — — — — — — — — — — — — — 1.0
δ 967 935 881 807 715 619 541 473 400 326 244.6 151.1 67.6 41.620 35.934 34.488 23.1236

Emin −23.7 −23.1 −22.1 −20.6 −18.8 −16.6 −14.1 −11.3 −8.26 −4.90 −1.29 2.56 6.50 10.9 15.5 20.24 25.15
Emax 6.16 6.31 6.61 7.06 7.67 8.45 9.41 10.5 11.8 13.4 15.5 17.1 19.3 21.7 24.3 27.32 30.52

Таблиця 1. Результати знаходження ймовiрностей злиття для реакцiї α +44 Ca методом мiнiмiзацiї при розрахунку
проникностей методом БВВ. p0 . . . p16 — ймовiрностi злиття, δ — похибка, визначена згiдно з формулою (27), Emin —
глибина потенцiальної ями у внутрiшньої областi до бар’єра (МеВ), Emax — висота потенцiального бар’єра (МеВ), Lmax

— максимальне значення кутового моменту, що використовується при сумуваннi у формулi (1).

IV. ВИСНОВКИ

У цiй роботi метод БВВ узагальнено до визначення про-
никностей у реакцiях захоплення α-частинок ядрами i на
його основi проаналiзовано α-захоплення ядрами 40Ca та
44Ca. Подамо основнi висновки:

1. Порiвнянням перерiзiв захоплення, отриманих ме-
тодом БВВ зi застосуванням методу мiнiмiзацiї, з
експериментальними даними [16] одержано нову iн-
формацiю про ймовiрностi злиття α-частинки з яд-
рами 40Ca та 44Ca. Такий пiдхiд може бути вико-
ристаний як унiверсальний засiб для визначення не-
вiдомих iмовiрностей злиття в реакцiях захоплен-
ня, та також бути рекомендований для застосування
при вивченнi процесiв злиття в реакцiях синтезу.

2. Отриманi значення ймовiрностей злиття вказують
на те, що пiдхiд рiзкого обрiзання кутових моментiв,
який увели Ґлас i Мосел у роботах [27, 28], є досить
грубим наближенням (його вiдображає крива 6 на
рис. 5), тодi як реальнiша картина показана в табл.
(що вiдповiдає кривiй 10 на рис. 5). Зокрема, зна-
чення ймовiрностей злиття при перших значеннях
кутового моменту близькi до нуля, що суперечить

iдеї рiзкого обрiзання кутових моментiв. Це вказує
на необхiднiсть пошуку реалiстичнiщих пiдходiв до
опису ймовiрностей злиття в задачах захоплення.

3. Показано, що наближення ВКБ дає значно заниже-
нi значення ймовiрностей злиття для ядра з метою
опису експериментальних даних порiвняно з пiдхо-
дом БВВ. Перерiз захоплення, отриманий у пiдходi
ВКБ, має розриви при великих енерґiях.

4. Показано, що розвиток теорiй iз використанням
нормування розрахункових перерiзiв на експери-
ментальнi данi не має сенсу в цiй задачi, оскiльки
це не дає змоги пiдвищити точнiсть опису експери-
менту.

5. Ми висловлюємо припущення (гiпотезу) про iсну-
вання вiдповiдностi (аналогiї) мiж формою спектра
перерiзу захоплення залежно вiд кiнетичної енерґiї
α-частинки i формою функцiї ймовiрностей злиття
pl залежно вiд значення кутового моменту l.

У цiй роботi ми обмежилися аналiзом без включення пiд-
ходу, за якого проникнiсть потенцiального бар’єра оцiню-
ється при його замiнi на перевернуту параболу. Однак та-
кий пiдхiд є значно грубшим (перевернута парабола вико-
ристовує для апроксимацiї лише три точки на всiй прос-
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торовiй областi), нiж апроксимацiя, що застосовується в
методi БВВ (у наших розрахунках потенцiальний бар’єр
апроксимується функцiєю на основi 1000 точок з шириною
iнтервалу 0.07 фм).

ДОДАТОК. ЗАЛЕЖНIСТЬ ПРОНИКНОСТI

БАР’ЄРА ВIД ПАРАМЕТРIВ ЗАХОПЛЕННЯ

Перше iстотне питання, що може з’явитися при аналiзi
результатiв методу БВВ, — це наскiльки вони є достовiр-
ними. А саме, чи змiняться отриманi значення проник-
ностi, якщо ми перемiщуємо положення зовнiшньої межi
rmax? Так, у пiдходi ВКБ при визначеннi проникностi ба-
р’єра використовують форму потенцiалу на областi туне-

лювання, тодi як зовнiшня та внутрiшня частини його нi-
як не впливають на результат. Тому з’ясуймо, чи iснує
збiжнiсть у розрахунках проникностi за методом БВВ при
варiацiях положення зовнiшньої межi? Зберiгаючи ши-
рину кожного iнтервалу незмiнною, ми будемо поступо-
во збiльшувати значення rmax (через зростання кiлькос-
тi iнтервалiв у зовнiшнiй областi), починаючи вiд зовнiш-
ньої точки повороту, та розраховувати вiдповiдне значен-
ня проникностi. Результати таких розрахункiв проникнос-
тi для реакцiй α+ 40Ca та α+ 44Ca показанi на рис. 7 (для
кожної реакцiї ми зафiксували положення точки старту
в мiнiмумi ями у внутрiшнiй областi). Iз наведених ре-
зультатiв видно, що всi розрахунки збiгаються до деяких
значень зi зростанням rmax, що доводить збiжнiсть алго-
ритмiв у методi БВВ та отриманих результатiв.

Рис. 7. Проникнiсть бар’єра, отримана методом БВВ, залежно вiд положення зовнiшньої межi rmax для реакцiй
захоплення α + 40Ca (а) та α + 44Ca (б) для кутового моменту l = 0 при енерґiї α-частинки Eα = 5.5 МеВ (параметри
розрахункiв: 5000 iнтервалiв при максимальному значеннi rmax = 70 фм). Маємо висоту бар’єра Vmax = 6.28 МеВ та
зовнiшню точку повороту r3 = 10, 66 фм для α + 40Ca, висоту бар’єра Vmax = 6.16 МеВ та зовнiшню точку повороту
r3 = 10.65 фм для α +44 Ca. Зовнiшня межа змiнюється вiд зовнiшньої точки повороту r3 до максимального значення
rmax. Для кожного значення зовнiшньої межi виконується умова |TMIR + RMIR − 1| ≤ 10−15.

З отриманих результатiв можна знайти вплив части-
ни потенцiалу на зовнiшнiй областi на отриману проник-
нiсть: iз порiвняння максимальної проникностi та її зна-
чення при максимальному rmax ми одержуємо змiну в
1.4 рази. Звiдси похибка пiдходу ВКБ (зумовлена вра-
хуванням впливу зовнiшньої областi бар’єра) — 140 вiд-
соткiв. Зазначимо, що на вiдмiну вiд пiдходу ВКБ та iн-

ших вiдомих пiдходiв, у нашому методi ми використову-
ємо тест квантової механiки при оцiнцi отриманих ам-
плiтуд i коефiцiєнтiв проникностi та вiдбиття, який дає
|TMIR + RMIR − 1| ≤ 10−15. На цiй пiдставi достатньо для
подальших розрахункiв у задачах α-захоплення вибрати
значення rmax = 70 фм.
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METHOD OF MULTIPLE INTERNAL REFLECTIONS AS A TOOL FOR THE STUDY

OF PROBABILITIES OF FUSION IN THE TASKS OF THE CAPTURE OF

ALPHA-PARTICLES BY NUCLEI

S. P. Maydanyuk, S. V. Belchikov
Institute for Nuclear Research, Kyiv, UA–03680, Ukraine

The method of multiple internal reflections (MIR) is developed to describe the capture of the α-particles by
nuclei. On its basis the analysis of the α-capture by nuclei 40Ca and 44Ca is performed. Some new information
about the probabilities of fusion of the α-particle with such nuclei is obtained from a comparison of the capture
cross-sections calculated by the MIR-approach with using of the method of minimization, with the experimental
data. It is shown that the WKB approach gives overestimated values for the fusion probabilities in comparison with
the MIR-approach. The found probabilities of fusion indicate that a sharp angular momentum cutoff proposed
by Glas and Mosel is a rather rough approximation. In particular, the probabilities of fusion at the first angular
momentum values are close to zero, which contradicts the idea of sharp angular momentum cut-off. This testifies
to a need to find more realistic approaches for the description of fusion probabilities in capture tasks.
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