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В оглядi наведено методи розв’язання кiнетичного рiвняння, яке описує прискорення час-
тинок в околi сильних ударних хвиль. Продано стацiонарнi розв’язки одновимiрного рiвняння
для iзотропної функцiї розподiлу та паралельної ударної хвилi. Суттєвою особливiстю наве-
дених результатiв є їх нелiнiйнiсть: вони описують взаємний вплив прискорених частинок та
течiї.
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ВСТУП

Прискорення заряджених частинок нерелятивiстсь-
кими ударними хвилями до значних енерґiй — важли-
ва задача астрофiзики високих енерґiй. Уперше мож-
ливiсть трансформацiї енерґiї рухомих магнiтних не-
однорiдностей в енерґiю заряджених частинок про-
демонстрував Е. Фермi в серединi XX столiття [1, 2].
Модель, яку вiн розвинув, нинi називається приско-
ренням Фермi другого роду, оскiльки вiдносний при-
рiст енерґiї ∆E/E пропорцiйний до другого степе-
ня швидкостi групового руху розсiювальних центрiв.
Згодом виявилося, що перспективнiшою моделлю є
прискорення частинок в околi фронтiв ударних хвиль
(УХ) [3–6], оскiльки можливостi реалiзацiї цього ме-
ханiзму у Всесвiтi значно ширшi. Прирiст енерґiї в
цьому випадку пропорцiйний лише першому степеню
середньої швидкостi магнiтних неоднорiдностей, тому
його називають механiзмом прискорення Фермi пер-
шого роду.

Пiд час руху в околi УХ частинки почергово роз-
сiюються за фронтом та перед фронтом УХ. Середнi
швидкостi руху неоднорiдностей є рiзними по обидва
боки УХ, бiльша — перед фронтом. Вiдтак у серед-
ньому збiльшення енерґiї частинок унаслiдок лобових
зiткнень перед фронтом переважають над утратами
енерґiї в навздогiнних зiткненнях за фронтом УХ. На-
бiр енерґiї за одиницю часу є вiдносно малим, проте
впродовж тривалого часу частинки можуть здобути
значних енерґiй. До прикладу, на УХ у залишках над-
нових зiр протони можуть прискорюватися вiд енер-
ґiй близько 103 еВ до 1015 еВ за ∼ 1000 рокiв.

Першим етапом дослiдження прискорення части-
нок на УХ було знаходження розв’язкiв кiнетично-
го рiвняння на “фоновiй” гiдродинамiчнiй картинi те-
чiї, коли частинки вважалися “тестовими”, тобто та-
кими, що не впливають на властивостi потоку. Такий
пiдхiд дозволив пояснити основну властивiсть спект-
ра прискорених частинок, отриману експерименталь-
но. А саме, розподiл космiчних променiв за момен-
том p упродовж багатьох порядкiв за p є степене-

вим. Ґрунтовними оглядами вiдповiдних результатiв
є [7–11]. Проте розв’язки, одержанi в “границi тесто-
вої частинки”, мають обмежене застосування.

У моделях походження космiчних променiв важли-
вою є вимога того, щоб енерґiя прискорених на УХ
частинок становила кiлькадесят вiдсоткiв кiнетичної
енерґiї потоку, який перетинає УХ. Такi втрати енер-
ґiї повиннi модифiкувати течiї з ударними хвилями,
що суперечить самiй iдеї “тестової частинки”. Згодом,
з’явилися роботи з дослiдженнями такого “ефектив-
ного” прискорення частинок на УХ. В оглядi [12] пiд-
сумовано результати, отриманi в цьому напрямку до
2001 року. Цi результати виявляли певнi ефекти та
властивостi, проте аналiтичного розв’язку цiєї проб-
леми отримати не вдавалося тривалий час. Уперше
описав iдею та одержав самоузгоджений аналiтичний
розв’язок нелiнiйного кiнетичнго рiвняння П. Блазi
2002 року [13]. Вiдтодi вiн та його група завдяки но-
вому пiдходу розв’язали ряд задач теорiї прискорен-
ня частинок на паралельних УХ, якi також чекали
на своє розв’язання. Цi новi результати i є предметом
нашого огляду.

I. УДАРНI ХВИЛI

Ударнi хвилi — розриви в просторових розподiлах
гiдродинамiчних параметрiв — досить поширене яви-
ще в земнiй фiзицi та у Всесвiтi. Нещодавно вийшов
ґрунтовний огляд дослiджень, пов’язаних iз вивчен-
ням рiзних аспектiв УХ [14].

Випишiмо основнi спiввiдношення, що є корисними
для цього огляду. Без обмеження загальностi зорiєн-
туймо систему вiдлiку так, щоб вiсь x була паралель-
на до нормалi до поверхнi ударної хвилi. Фронт УХ є
в початку вiдлiку. Плазма рухається в напрямку вiд
−∞ до +∞. Iндекс “1” стосується точки безпосеред-
ньо перед фронтом УХ (x = −0). Iндекс “2” позначає
точку вiдразу за фронтом УХ (x = +0). Iндексом “o”
позначатимемо значення на фронтi УХ (x = 0), а “0”
на x = −∞.
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На розривах у полiтропному газi виконуються умо-
ви [15]

ρ2

ρ1
=

u1

u2
=

(γ + 1)M2
1

(γ − 1)M2
1 + 2

(1)

P2

P1
=

2γM2
1

γ + 1
− γ − 1

γ + 1
(2)

T2

T1
=

[

2γM2
1 − (γ − 1)

] [

2 + (γ − 1)M2
1

]

(γ + 1)2M2
1

, (3)

де M = u/ca — число Маха, u — швидкiсть течiї вiд-
носно фронту УХ, ca = (γP/ρ)1/2 — швидкiсть звуку,
ρ, P i T — густина, тиск i температура газу, γ — адi-
абатичний iндекс. Мiж M1 = u1/ca1 i M2 = u2/ca2

iснує симетричне спiввiдношення:

M2 =
2 + (γ − 1)M2

1

2γM2
1 − (γ − 1)

. (4)

Тиски та густини пов’язанi так [15]:

P2

P1
=

(γ − 1)ρ1 − (γ + 1)ρ2

(γ − 1)ρ2 − (γ + 1)ρ1
. (5)

A оскiльки

T2

T1
=

ρ1P2

ρ2P1
, (6)

то

T2

T1
=

(γ + 1) − (γ − 1)ρ1/ρ2

(γ + 1) − (γ − 1)ρ2/ρ1
. (7)

Важливою характеристикою УХ є стрибок густини,
або фактор компресiї,

σ ≡ ρ2

ρ1
, (8)

який дорiвює

σ =
γ + 1

γ − 1 + 2M−2
. (9)

Для сильної УХ (M � 1) це — унiверсальне число,
яке визначається лише адаiбатичним iндексом γ:

σ =
γ + 1

γ − 1
. (10)

Для сильної УХ спрощуються також iншi спiввiд-
ношення:

ρ2

ρ1
=

u1

u2
=

(γ + 1)

(γ − 1)
(11)

P2

P1
=

2γM2
1

γ + 1
(12)

T2

T1
=

γ − 1

γ + 1

P2

P1
(13)

Iз двох останнiх рiвностей, означення числа Маха i
рiвняння стану газу P = nkT , випливає, що

T2 =
2(γ − 1)

(γ + 1)2
µmp

k
u2

1, (14)

де µ — вiдносна маса однiєї частинки, виражена в ма-
сах протона (ρ = µmpn, n — концентрацiя); у чисто
протонному газi, який тут розглядається, µ = 1.

УХ за присутностi магнiтного поля з напруженiс-
тю B характеризує також альфвенiвське число Маха
MA = u/vA, швидкiсть vA = B/

√
4πρ називають аль-

фвенiвською. Високе альфвенiвське число Маха озна-
чає, що густина теплової енерґiї газу є значно бiль-
шою за густину енерґiї магнiтного поля.

Будемо розглядати взаємодiю УХ iз зарядженими
елементарними частинками, а саме, прискорення про-
тонiв. Термiн “наближення тестової частинки” позна-
чає умови, коли прискоренi частинки не впливають
на систему, в якiй еволюцiонують. Якщо ж тиск при-
скорених частинок Pcr збiльшується до такої мiри, що
починає впливати на течiю перед фронтом (тиск P1

перед фронтом УХ є не високим), тодi модифiкує-
ться просторовий розподiл u(x) перед фронтом УХ,
що своєю чергою впливає на властивостi прискоре-
них частинок. Прискорення за таких умов називаєть-
ся нелiнiйним. Зазначимо, що за фронтом УХ тиск
течiї завжди суттєво вищий за тиск релятивiстських
частинок, тому вони не можуть модифiкувати розпо-
дiлу u(x) за фронтом УХ доти, доки УХ є достатньо
сильною, щоб забезпечити P2 � P1.

II. КIНЕТИЧНЕ РIВНЯННЯ

Розподiл частинок описується функцiєю f(x, p), де
x — просторова координата, p — iмпульс частинки.
У випадку iзотропiї f частино вживається величина
N(x, p) = 4πp2f(x, p), яка задає концентрацiю части-
нок з iмпульсом p в точцi з координатою x. Iнтеґрал

ncr(x) =

∫

4πp2f(x, p) dp (15)

визначає концентрацiю частинок з iмпульсами в дiа-
пазонi iнтеґрування. Тиск та енерґiю частинок розра-
ховуємо вiдповiдно виразами:

Pcr =

∫

4π

3
p3v(p)f(p) dp, (16)

Ecr =

∫

4πp2T (p)f(p) dp, (17)

де v — швидкiсть частинки, T — її кiнетична енер-
ґiя. Адiабатичний iндекс релятивiстських частинок
обчислюємо як

γcr = 1 + Pcr/Ecr. (18)
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Детальне виведення кiнетичного рiвняння, яке опи-
сує поведiнку функцiї розподiлу f , подано в робо-
тi [16] i в оглядi [9]. Суттєво, що це рiвняння отри-
мано також кiлькома вiдмiнними методами. Так, до-
сить ориґiнально й наочно — у роботах [17,18]. Суттє-
во вiдмiнний, “динамiчний”, метод подано у [19]. До-
кладний розгляд взаємодiї частинок i неоднорiднос-
тей поля використано для виведення рiвняння в [20],
а кiнетична теорiя дифузiї — у [21].

Для одновимiрного випадку, тобто коли розв’язок
залежить лише вiд однiєї просторової координати x,
рiвняння для iзотропної функцiї розподiлу має ви-
гляд:

∂f

∂t
+ u

∂f

∂x
=

∂

∂x

[

D
∂f

∂x

]

+
1

3

du

dx
p
∂f

∂p
+ Q. (19)

Перший член рiвняння описує еволюцiю в часi, дру-
гий — перенос, третiй — дифузiю з коефiцiєнтом ди-
фузiї D, четвертий член власне вiдповiдає за приско-
рення Фермi першого роду, зумовлене змiнами харак-
теристик течiї, п’ятий член описує джерела частинок,
якi прискрюються. Рiвняння записане в системi вiд-
лiку фронту УХ. Власними швидкостями розсiюваль-
них центрiв вiдносно елемента потоку нехтується, бо
вони є порядку альфвенiвської швидкостi, яка для си-
льних УХ iз великим альфвенiвським числом Маха
суттєво менша за швидкiсть потоку u.

Надалi нас цiкавитимуть лише стацiонарнi розв’яз-
ки цього рiвняння, тобто такi, на якi виходить система
при t → ∞. Тому умовою 1 на рiвняння (19) є

∂f

∂t
= 0. (20)

Iншi умови, якi будуть використанi для отримання
розв’язкiв, такi.

Умова 2. Iнжекцiя частинок вiдбувається лише на
фронтi ударної хвилi (у точцi x = 0):

Q = Qo(p)δ(x); (21)

на додачу приймається, що iнжекцiя моноенерґетич-
на (усi частинки, якi починають прискорення, мають
однаковий початковий iмпульс pi) та iзотропна:

Qo(p) =
ηn1u1

4πp2
i

δ(p − pi), (22)

параметр η називається ефективнiстю iнжекцiї, вiн
задає вiдношення концентрацiї частининок, якi бу-
дуть прискоренi, до концентрацiї всiх, що перетина-
ють фронт УХ у потоцi n1u1; типово це число вiд 10−5

до 10−3.
Умова 3. Оскiльки частинки пiд час прискорення

розсiюються почергово перед та за фронтом УХ, а
сама УХ нiяк не змiнює iмпульсу частинок (перети-
наючи УХ, вони продовжують обертатися довкола лi-
нiй магнiтного поля, яке є паралельним до нормалi до
УХ), то функцiя розподiлу повинна бути неперервною
при переходi через фронт:

f1 = f2. (23)

Умова 4. Функцiя розподiлу є однорiдною за фрон-
том УХ (на масштабах, якi задiянi в процесi приско-
рення; а вони суттєво меншi за масштаби неоднорiд-
ностi потоку плазми за фронтом):

f(x) = const, x > 0. (24)

Умова 5. Граничнi умови на великих вiддалях пе-
ред УХ (куди не досягають частинки, прискоренi на
УХ) фiксують вiдсутнiсть там деiнде прискорених
частинок:

f(−∞) = 0, (25)

∂f

∂x

∣

∣

∣

∣

−∞

= 0. (26)

Змiни в розв’язку, зумовленi наявнiстю таких час-
тинок, будуть розглянутi в роздiлi VII.

Умова 6. Умова однорiдностi течiї за фронтом є
природною (знову ж на масштабах, де вiдбувається
дифузiйне прискорення):

u(x) = const, x > 0. (27)

А от однорiднiсть перед фронтом,

u(x) = const, x < 0, (28)

є основою для отримання розв’язку рiвняння (19) в
наближеннi “тестової частинки”. Якщо ж прискорен-
ня є настiльки ефективним, що тиск прискорених час-
тинок Pcr1 ∼ P1, тодi просторовий розподiл u(x) перед
фронтом УХ уже не буде однорiдним, а це впливатиме
на f(x, p) — процес прискорення стає нелiнiйним. Далi
розглядатимуться розв’язки як у наближеннi тестової
частинки, так i нелiнiйнi розв’язки.

Запишемо тут також умову, яка разом з (27) i (28)
визначає наближення “тестової частинки” (рис. 1):

du

dx
= (u2 − u1)δ(x). (29)

Рис. 1. Структура УХ.

III. РОЗВ’ЯЗОК У НАБЛИЖЕННI ТЕСТОВОЇ
ЧАСТИНКИ

Рiвняння (19) спрощується в областях перед фрон-
том та за фронтом УХ. Там воно набуває вигляду

u
∂f

∂x
− ∂

∂x
D

∂f

∂x
= 0. (30)
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Цей вираз фiксує вiдому рiвнiсть потоку переносу по-
токовi дифузiйному. Розв’язати це рiвняння в областi
перед фронтом УХ можна, проiнтеґрувавши рiвняння
вiд −∞ до якоїсь точки x. Розв’язок, який враховує,
зокрема, умови (25) i (26), є таким (напр., [8, 9]):

f(x, p) = fo(p) exp

[
∫ x

0

u(x′) dx′

D(x′, p)

]

, x < 0, (31)

а розв’язок за фронтом з умови постiйностi f(x) за
фронтом УХ:

f(x, p) = fo(p), x > 0, (32)

де fo(p) — функцiя розподiлу на фронтi УХ. Якщо
D не залежить вiд x, то, оскiльки u є також сталою
перед фронтом, то

f(x, p) = fo(p) exp
(u1x

D

)

, x < 0,

f(x, p) = fo(p), x > 0.
(33)

Щоб знайти fo(p), iнтеґруємо рiвняння (19) вiд
x = −0 до x = +0. Отримаємо:

[

D
∂f

∂x

]

1

=
1

3
p
∂fo

∂p
(u2 − u1) + Qo(p). (34)

Тут явно використано умову наближення “тестової
частинки” (29), а також те, що

∫ +0

−0

u
∂f

∂x
dx =

∫ f2

f1

u df = 0, (35)

бо f1 = f2 = fo, i
[

D
∂f

∂x

]

2

= 0 (36)

завдяки умовi однорiдностi f(x) за фронтом УХ.
Вираз для першого члена в рiвняннi (34) отриму-

ємо вiдповiдним диференцiюванням розв’язку (31) у
точцi x = −0:

[

D
∂f

∂x

]

1

= u1fo. (37)

Вiдтак iз (34) одержуємо лiнiйне неоднорiдне дифе-
ренцiальне рiвняння для функцiї fo(p):

dfo

dp
+

s

p
fo =

Qo

p

3

u1 − u2
, (38)

де введено позначення

s ≡ 3u1

u1 − u2
. (39)

Перш нiж перейти до розв’язку цього рiвняння, за-
уважимо, що вiдповiдне однорiдне рiвняння можна
переписати у виглядi

−d ln fo

d ln p
= s, (40)

тобто fo ∝ p−s. Завдяки властивостi УХ (8), показник
степеня

s =
3σ

σ − 1
(41)

є — у наближеннi тестової частинки — унiверсальним
числом.

Розв’язок неоднорiдного рiвняння (38) знаходимо
вiдомим способом:

fo(p) =
ηn1

4πp3
i

3σ

σ − 1

(

p

pi

)

−s

; (42)

тут використано, зокрема, (22). Функцiя розподiлу є
степеневою з показником степеня, який залежить ли-
ше вiд значення σ, що визначається адiабатичним iн-
дексом γ. А вiн може бути однаковим для сильних
ударних хвиль багатьох масштабiв: вiд УХ у Соняч-
нiй системi до УХ, що утворюються при зiткненнi га-
лактик. Вiдповiдно спектр космiчних променiв є дуже
близьким до степеневого впродовж багатьох порядкiв
за iмпульсами.

IV. ВЗАЄМНИЙ ВПЛИВ ЧАСТИНОК
ТА ТЕЧIЇ. НЕЛIНIЙНИЙ РОЗВ’ЯЗОК

Рис. 2. Структура УХ, модифiкованої прискореними
частинками.

Коли прискорення достатньо ефективне, тиск при-
скорених частинок модифiкує властивостi течiї перед
фронтом УХ. Область, у якiй це вiдбувається, нази-
вають прекурсором. Вiдстань xp є оцiнкою на мак-
симальну вiддаль, якої можуть досягнути частинки
з iмпульсом p. Вiдстанi, на якi переважно здатнi ди-
фундувати частинки з рiзними iмпульсами, є рiзнi:
xp = xp(p). Просторова протяжнiсть прекурсора ви-
значається максимальною вiдстанню, на яку здатнi
потрапити релятивiстськi частинки. Якщо коефiцi-
єнт дифузiї є зростаючою функцiєю моменту частин-
ки, то максимальне значення |xp| ∼ D/u досягається
для частинок iз моментом pmax. До якоїсь вiдстанi
x = xp(p) вiд УХ можуть потрапити лише частинки
з iмпульсами, бiльшими за p. Тому тиск прискорених
частинок

Pcr(xp) =

pmax
∫

p(xp)

4π

3
p′3v(p′)f(xp, p′) dp′ (43)
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зменшується з вiддаленням вiд фронту УХ, а вплив
частинок на течiю зменшується. Так формується
структура модифiкованої УХ (рис. 2). У такiй УХ ви-
дiляється тепловий фронт (англiйською “subshock”) зi
стрибком параметрiв та фактором стиску σs = u1/u2

та прекурсор iз плавною змiною в розподiлi харак-
теристик течiї. Повний фактор компресiї такої УХ
σt = u0/u2. Доцiльно ввести ефективний фактор
σp = up/u2, де up — величина, близька до швидкостi
потоку в околi точки xp. Отже, на вiдмiну вiд набли-
ження тестової частинки, частинки з рiзними iмпуль-
сами “вiдчувають” рiзнi фактори компресiї УХ. Наго-
лосимо ще раз на нелiнiйностi такої картини: профiль
швидкостi впливає на спектр прискорених частинок,
а вони, власне, i модифiкують цей профiль.

З описаної картини можна якiсно уявити, як саме
може поводитися нелiнiйний спектр частинок за iмпу-
льсами. Якщо в наближеннi “тестової частинки” вiн
був степеневим зi сталим показником s, який зале-
жить вiд величини σ, то в нелiнiйному випадку мож-
на очiкувати, що спектр можна наближено описува-
ти степеневою функцiєю зi змiнним показником s(p).
Оскiльки частинки з бiльшим iмпульсом здатнi вiдда-
лятися вiд УХ на бiльшi вiддалi, то вони “вiдчувати-
муть” ефективно вищi значення σ, тому й s зменшува-
тиметься зi зростом p, — спектр ставатиме пологiшим.

A. Функцiя f(x, p)

Cтацiонарний розв’язок f(x, p) рiвняння (19) склад-
нiший, нiж (31) у попередньому роздiлi, бо u(x) вже
не є сталою перед фронтом УХ. Скористаймося iдеєю,
запропонованою у [22]: проiнтеґруймо основне рiвнян-
ня вiд −∞ до якоїсь точки x < 0.

D
∂f

∂x
−
[

D
∂f

∂x

]

0

+
1

3

∫ x

−∞

du

dx
p
∂f

∂p
dx

+

∫ x

−∞

Qo(p)δ(x) dx −
∫ x

−∞

u
∂f

∂x
dx = 0. (44)

Другий, унаслiдок (26), i четвертий члени дорiвню-
ють нулевi. Останнiй член лiворуч пiсля iнтеґрування
за частининами перетворюється на

−
∫ x

−∞

u
∂f

∂x
dx = −u(x)f(x)+u0f0+

∫ x

−∞

f
du

dx
dx. (45)

Тут доданок u0f0 = 0, а останнiй об’єднаємо з тре-
тiм доданком у (44). Таким чином, отримаємо, замiсть
(30), рiвняння для f(x, p):

uf − D
∂f

∂x
= Z, (46)

де

Z(x, p) =

∫ x

−∞

du(x′)

dx′

[

f(x′, p) +
p

3

∂f(x′, p)

∂p

]

dx′.

(47)
Розв’язок цього лiнiйного неоднорiдного рiвняння для
x < 0, замiсть (31), є (напр., [23, 25])

f(x, p) = fo(p) exp

[
∫ x

0

u(x′) dx′

D(x′, p)

]

(48)

×
(

1 +

∫ 0

x

dx′

D(x′, p)
exp

[
∫ 0

x′

u(x′′) dx′′

D(x′′, p)

]

Z(x′, p)

fo(p)

)

.

Для тестової частинки du(x)/dx = 0, тому Z = 0, i
вираз (48) переходить у розв’язок (31).

У працi [22] запропоновано простiшу формулу, яка
апроксимує цей розв’язок для сталого в просторi кое-
фiцiєнта дифузiї. Узагальнення цiєї формули [23–25]

f(x, p) = fo(p) exp

[

s(p)

3

(σs − 1)

σs

∫ x

0

u(x′) dx′

D(x′, p)

]

(49)

де s(p) = −d ln fo/d ln p — локальний показник сте-
пеня функцiї fo(p), досить точно наближує розв’язок
для довiльної залежностi D вiд x. Звертає на себе ува-
гу простота виразу та значна подiбнiсть до випадку
тестової частинки (31). Цю границю одразу отримує-
мо з апроксимацiї (49) пiдстановкою σs = σ.

B. Функцiя fo(p)

Функцiю fo(p) обчислюємо таким способом [13,26].
Перший крок у пошуку функцiї fo(p) подiбний до по-
шуку розв’язку в роздiлi III: iнтеґруємо основне рiв-
няння вiд −0 до +0. Отримаємо знову рiвняння (34),
проте рiзниця u2 − u1 береться лише на стрибку. На-
ступним кроком iнтеґруємо рiвняння (19) вiд −∞ до
−0:

[

D
∂f

∂x

]

1

−
[

D
∂f

∂x

]

0

+
1

3

∫

−0

−∞

du

dx
p
∂f

∂p
dx

+

−0
∫

−∞

Qo(p)δ(x) dx −
−0
∫

−∞

u
∂f

∂x
dx = 0. (50)

Другий i четвертий члени дорiвнюють нулевi. Остан-
нiй член лiворуч, пiсля iнтеґрування за частинами:

−
∫

−0

−∞

u
∂f

∂x
dx = −u1fo +u0f0 +

∫

−0

−∞

f
du

dx
dx = −upfo,

(51)
де використано f0 = 0 та введено позначення

up = u1 −
1

fo

∫

−0

−∞

f(x, p)
du

dx
dx. (52)

Помiчаємо, що якщо у третьому членi p∂/∂p винести
за знак iнтеґрала, матимемо iнтеґрал, який є в озна-
ченнi up (52). Тому цей доданок перетвориться в

p

3

∂

∂p

∫

−0

−∞

f
du

dx
dx =

p

3

∂

∂p
[fo(u1 − up)]

=
p

3
(u1 − up)

∂fo

∂p
− p

3
fo

∂up

∂p
. (53)
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Вiдтак, пiдставляючи (34), (51) i (53) в (50), одер-
жуємо рiвняння для функцiї fo(p) у випадку нелiнiй-
ного прискорення (замiсть (38) у наближеннi тестової
частинки):

dfo

dp
+

sp

p
fo =

Qo

p

3

up − u2
, (54)

де введено позначення

sp ≡ 3

up − u2

(

up +
p

3

∂up

∂p

)

. (55)

За аналогiєю з виразом (40), однорiдне рiвняння, вiд-
повiдне до (54), показує, що sp є локальним показ-
ником степеня fo(p) ∝ p−sp . Проте тепер цей iндекс
змiнюється з p та залежить вiд просторового профiлю
u(x) перед фронтом УХ. Зручно подати його також у
виглядi

sp ≡ 3σp

σp − 1

(

1 +
1

3

∂ln σp

∂ln p

)

. (56)

Розв’язок неоднорiдного рiвняння (54),

fo(p) =

∫ p

pi

dp′′

p′′
3Qo(p

′′)

up′′ − u2
exp

[

−
∫ p

p′′

sp′

dp′

p′

]

(57)

пiсля деяких перетворень матиме вигляд [13]:

fo(p) =
ηn1

4πp3
i

3σs

σp − 1
exp

[

−
∫ p

pi

3σp′

σp′ − 1

dp′

p′

]

. (58)

Суттєво, що розв’язок не залежить вiд коефiцiєнта
дифузiї. Для незмiнного σp = σs = σ з цього розв’язку
отримуємо розв’язок у наближеннi тестової частинки
(42).

V. ДОДАТКОВI РIВНЯННЯ ДЛЯ РОЗВ’ЯЗКУ
НЕЛIНIЙНОЇ ЗАДАЧI

Незважаючи на те, що розв’язок кiнетичного рiв-
няння записано у виглядi формули (58), цей вираз не
дозволяє розрахувати анi спектра прискорених части-
нок fo(p), анi профiлю швидкостi плазми u(x), анi за-
гального розв’язку f(x, p). Рiч у тому, що fo(p) i u(x)
взаємно залежать одне вiд одного. Необхiднi додат-
ковi рiвняння, аби розв’язати таку задачу. Кiнетичне
рiвняння слiд доповнити рiвняннями, якi описують
течiю.

A. Наближена поведiнка f(x, p) та Pcr(x)

Iз виразу (52) можна побачити, що величини xp i
up є не точними значеннями координати i швидкостi
потоку для частинок з iмпульсом p, а лише набли-
женими оцiнками. Рiч у тому, що просторовий роз-
подiл частинок iз певним iмпульсом не є функцiєю з
рiзким обрiзанням на якiйсь вiддалi, а задається роз-
подiлом (49). Розрахунки показують, що xp є певним

масштабом у розподiлi f(x): для бiльших вiддалей вiд
УХ, x < xp, експоненцiйний член починає домiнува-
ти i f(x) рiзко зменшується, а для менших вiддалей
експоненцiйний множник є близько одиницi. Тому на-
ближено можна вважати, що f(x, p) ∼ fo(p) аж до xp

(iншими словами: частининки з iмпульсом p здебiль-
шого знаходяться до цiєї вiддалi).

Тодi вираз (52) перепишемо так [27]:

up ∼ u1−
∫

−0

xp

du

dx
dx = u1−(u1−u(xp)) = u(xp). (59)

Ця формула показує фiзичний змiст величини up, але
слiд пам’ятати, що це — лише наближення.

Подiбно можна одержати вiдносно просту форму-
лу для тиску прискорених частинок у точцi x. Точно
тиск визначаємо формулою

Pcr(x) =
4π

3

∫ pmax

pi

p′3v(p′)f(x, p′) dp′, (60)

де f(x, p) задається виразом (49) (чи складнiшим, але
точнiшим виразом (48)). Проте, якщо врахувати, що
функцiя f(x, p) ≈ fo(p) до вiдстанi xp, а далi рiзко
спадає, то наближено можна замiнити експоненцiй-
ний член у f(x, p) функцiєю Хевiсайда (вона дорiвнює
0 для вiд’ємного арґументу i 1 — для додатного):

exp

[

s(p)

3

(σs − 1)

σs

∫ xp

0

u(x) dx

D(x, p′)

]

≈ H(p′ − p). (61)

Тодi матимемо, що

Pcr(xp) ≈ 4π

3

∫ pmax

p

p′3v(p′)fo(p
′) dp′. (62)

Тобто переважно лише частинки з iмпульсами, бiль-
шими за p, можуть досягти точки x > xp.

B. Рiвняння для u

Одне з основних рiвнянь отримуємо так [13,26]. Роз-
гляньмо рiвняння неперервностi та збереження iмпу-
льсу для точки, куди не досягають прискоренi частин-
ки, x = −∞, та якоюсь точкою в прекурсорi x < 0:

ρ0u0 = ρu, (63)

ρ0u
2
0 + P0 = ρu2 + P + Pcr. (64)

Подiлiмо останнє рiвняння почленно на ρ0u
2
0

1 +
P0

ρ0u2
0

=
ρ

ρ0

u2

u2
0

+
P

ρ0u2
0

+
Pcr

ρ0u2
0

. (65)

Другий доданок лiворуч, за означенням числа Маха,
дорiвнює (γM2

0)
−1. Перший праворуч, за використан-

ня рiвняння неперервностi, перетворюється на u/u0.
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Для перетворення другого доданка праворуч приймi-
мо, що потiк еволюцiонує адiабатично перед фронтом
УХ:

P = P0

(

ρ

ρ0

)γ

. (66)

Тодi цей член, iз застосуванням означення числа Ма-
ха i закону неперервностi, переписуємо так:

P̃g ≡ P

ρ0u2
0

=
1

γM2
0

(u0

u

)γ

. (67)

Для тиску частинок використаймо наближений вираз
(62):

P̃cr(xp) ≡ Pcr

ρ0u2
0

≈ 4π

3ρ0u2
0

∫ pmax

p

p′3v(p′)fo(p
′) dp′. (68)

Уведiмо позначення U(p) ≡ up/u0. Тодi (65) запише-
мо як

1 +
1

γM2
0

= U + P̃g + P̃cr. (69)

Пiдставивши сюди P̃g i продиференцiювавши за p, от-
римаємо

dU

dp

[

1 − U−(γ+1)

M2
0

]

+
dP̃cr

dp
= 0. (70)

I, взявши похiдну вiд P̃cr та домноживши на p, ма-
тимемо iнтеґро-диференцiальне рiвняння для функцiї
U(p) [13, 26]:

p
dU

dp

[

1 − U−(γ+1)

M2
0

]

=
4π

3ρ0u2
0

p4v(p)fo(p), (71)

де замiсть fo(p) пiдставляємо розв’язок (58) кiнетич-
ного рiвняння (19), яке перепишiмо у зручному для
цього мiсця виглядi (σp = Uσt, n1 = n0σt/σs)

fo(p) =
ηn0

4πp3
i

3σt

σtU(p) − 1
exp

[

−
∫ p

pi

3σtU(p′)

σtU(p′) − 1

dp′

p′

]

.

(72)
Знайшовши U(p) з (71)-(72), з (72) можна знайти

спектр частинок fo(p).
Це рiвняння можна розв’язати чисельно, викорис-

тавши очевиднi граничнi умови:

U(pi) = σs/σt, U(pmax) = 1. (73)

Розв’язуємо так: приймаємо якесь початкове значен-
ня σs, за ним визначаємо значення σt, вiдтак з рiв-
няння (71)–(72) шукаємо функцiю U(p) та перевiряє-
мо значення U(pmax). Якщо воно не дорiвнює 1, про-
цедуру повторюємо iз новим початковим значенням
σs доти, поки не знайдемо таку U(p), що забезпечить
U(pmax) = 1. Це i є шуканий розв’язок.

Аби здiйснити цю процедуру, слiд знати, як пов’я-
занi мiж собою σs i σt.

C. Рiвняння зв’язку мiж σs i σt

Вираз зв’язку мiж σs i σt знайдено в [13, 26]. На
розривi виконуємо спiввiдношення

σs =
γ + 1

γ − 1 + 2M−2
1

. (74)

З означення числа Маха можна записати спiввiдно-
шення мiж тиском, густиною та швидкiстю газу вiд-
носно фронту УХ:

P =
ρu2

γM2
. (75)

Якщо газ еволюцiонує адiабатично в областi перед УХ
(це те саме припущення, що використовувалося для
(67)), то

P1 = P0

(

ρ1

ρ0

)γ

. (76)

Пiдставивши сюди (75) та використавши закон непе-
рервностi потоку ρ1u1 = ρ0u0, матимемо

M2
1 = M2

0

(

σs

σt

)γ+1

. (77)

Пiдстановка (77) в (74) дає шуканий вираз зв’язку
мiж факторами стиску [13, 26]:

σγ+1
t =

M2
0σ

γ
s

2
[γ + 1 − σs(γ − 1)] . (78)

D. Додатковий зв’язок мiж параметрами

Розв’язок U(p) рiвняння (71)–(72) та функцiя fo(p),
що задається (72), залежать вiд кiлькох параметрiв:
число Маха M0, концентрацiя середовища, у якому
поширюється УХ, n0, швидкiсть УХ, яка дорiвнює
швидкостi потоку вiдносно фронту u0, максимальний
i початковий iмпульси pmax i pi та η. Зауважимо, що
U(p) не залежить вiд густини. M0, n0, u0 — це па-
раметри, якi задаються властивостями середовища, у
якому поширюється УХ, та властивостями самої УХ.
Значення iнших величин: pmax, pi та η могли б бути
вiльними параметрами задачi.

Виявляється, що рiвняння може мати не лише один
розв’язок. Детально розглянуто цю проблему в [26].
Цю властивiсть демонструє рис. 3. Розв’язками є ли-
ше точки перетину кривих з лiнiєю U = 1. Для ма-
лих чисел Маха iснує лише один розв’язок, який на-
ближається до лiнiйного розв’язку в границi тестової
частинки (σt = 4). Зi збiльшенням числа Маха для
певного дiапазону значень M0 iснує три розв’язки,
один з яких збiгається з лiнiйним випадком, а два
iншi вiдповiдають достатньо високим значенням σt,
що вказує на сильну модифiкацiю УХ прискореними
частинками. При подальшому збiльшеннi M0 зали-
шається лише лiнiйний розв’язок. Подiбну тенденцiю
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спостерiгаємо при збiльшеннi η: зростання цього па-
раметра приводить до кiлькох розв’язкiв, а при вели-
ких η розв’язок знову один, але вiн вiдповiдає суттєво
модифiкованiй УХ. У випадку кiлькох розв’язкiв слiд
було б аналiзувати їх стабiльнiсть; фiзичний розв’я-
зок повинен бути стiйким до незначних збурень. У [26]
використано iнший пiдхiд: увести в модель додатко-
вi процеси саморегуляцiї, якi обмежуватимуть появу
кiлькох розв’язкiв. А саме, запропоновано додаткове
спiввiдношення: простий зв’язок мiж параметрами η,
σs i pi.

Рис. 3. U(pmax) залежно вiд σt [26]. Розв’язки — точки
кривих, якi вiдповiдають U(pmax) = 1.

Прийнято, що

pi = ξpth, (79)

де pth — момент у максимумi Максвеллiвського роз-
подiлу fM(p) плазми, нагрiтої УХ до температури T2,
ξ — коефiцiєнт, близький до 3.6. Це значення визнача-
ється умовою, що всi частинки з хвоста Максвеллiв-
ського розподiлу з p ≥ pi будуть iнжектованi (розпоч-
нуть прискорення), а їх частка повинна дорiвнювати
η ∼ 10−5 − 10−3:

η = n−1
2

∫

∞

ξpth

4πp2fM(p) dp. (80)

Усi iнжектованi частинки, коли вони будуть приско-
ренi, утворять розподiл fo(p), тому

η = n−1
2

∫ pmax

pi

4πp2fo(p) dp. (81)

Прирiвнявши (80) i (81) та продиференцiювавши
dη/dpi, отримаємо умову неперервностi функцiї роз-
подiлу

fM(pi) = fo(pi), (82)

з якої й випливає очiкуваний зв’язок. А саме: для
функцiй розподiлу в змiнних y = p/pth, записаних
для y = ξ, це буде:

4√
π

ξ2 exp
(

−ξ2
)

=
η

ξ

3

σs − 1
. (83)

А отже, шуканий вираз [26]:

η =
4

3
√

π
(σs − 1)ξ3 exp

(

−ξ2
)

. (84)

Умова (84), попри свою простоту, якiсно правильно
здiйснює самореґуляцiю мiж вiльними параметрами
задачi. Так, при сильнiй модифiкацiї УХ прискорени-
ми частинками σs → 1. Тодi, як видно з (84), η змен-
шується, обмежуючи кiлькiсть частинок, що приско-
рюватимуться, їх тиск, а тому й подальшу модифi-
кацiю УХ. Детальне дослiдження простору парамет-
рiв на можливiсть появи кiлькох розв’язкiв [26] пока-
зує, що область простору параметрiв, якi допускають
кiлька розв’язкiв, суттєво звужується за наявностi та-
кої “самореґуляцiї” (рис. 8 у цитованiй працi).

Рис. 4. Вiдношення температур T2/T0. Товста суцiльна
лiнiя — розраховане для немодифiкованої УХ з (3). Тонка
суцiльна лiнiя — те саме, але в границi сильної УХ, за (12)
i (13). Пунктирнi кривi — для УХ зi зворотним впливом
прискорених частинок, вираз (86), для трьох значень σs.

Певне значення ξ фiксує початковий момент pi згiд-
но з (79). Момент pth = (2mkT2)

1/2. Якщо газ у пре-
курсорi еволюцiонує адiабтично P ∝ ργ , то

T1

T0
=

P1ρ0

P0ρ1
=

(

ρ1

ρ0

)γ−1

=

(

σt

σs

)γ−1

. (85)

Вiдношення T2/T1 на стрибку задається виразом (7).
Тому значення температури за фронтом УХ, яке не-
обхiдне для розрахунку pi,

T2 = T0

(

σt

σs

)γ−1
(γ + 1) − (γ − 1)σ−1

s

(γ + 1) − (γ − 1)σs
. (86)

Вiдношення T2/T0, розраховане за цiєю формулою,
зображено на рис. 4 для кiлькох значень σs. Для по-
рiвняння показано також стандартну залежнiсть для
немодифiкованої УХ. Бачимо, що позаду УХ, на яку
вплинули прискоренi частинки, температура газу є
значно нижчою, нiж у звичайнiй УХ. Цi вiдмiнностi
зростають зi збiльшенням числа Маха та ступенем мо-
дифiкацiї УХ (зменшенням фактора стиску σs). При-
чиною є те, що значна частинина кiнетичної енерґiї
потоку передається прискореним частинкам, а тому
її бракує для нагрiву газу.
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VI. ЧИСЕЛЬНI РОЗВ’ЯЗКИ

Отже, U(p) та fo(p) визначаємо лише п’ятьма па-
раметрами: M0, u0, n0, pmax, ξ. Температуру зовнiш-
нього середовища T0, яка потрiбна для встановлення
pi, однозначно визначаємо з M0, u0. Для розрахункiв
деколи зручно задати саме її як вхiдний параметр.
Тодi з означення числа Маха та P0 = n0kT0:

u2
0 =

M2
0γkT0

µm
. (87)

Рис. 5. U(p) i fo(p) для кiлькох значень M0, якi вказано
числами бiля вiдповiдних кривих. Розрахунки проведено
для ξ = 3.6, pmax = 105mc, T0 = 104 К. Тонкi суцiльнi лiнiї
вiдповiдають випадку ξ = 4 i M0 = 100.

На рис. 5 показано функцiю розподiлу fo(p), розра-
ховану за описаною методикою, для кiлькох випадкiв.
Вiдповiднi характеристики наведено в таблицi.

Розподiл U(p) вiдрiзняється вiд однорiдного, що є
наслiдком впливу прискорених частинок. Такий роз-
подiл впливає вiдповiдно на форму fo(p). Степеневий
розподiл у границi тестової частинки fo(p) ∝ p−4 був
би горизонтальною лiнiєю на нижньому графiку. Ба-
чимо, що нелiнiйний спектр fo(p) вiдрiзняється вiд та-
кої залежностi. На високих енерґiях локальний показ-
ник спектра sp є меншим за 4 (спектр пологiший), що
є наслiдком великих значень σp. Натомiсть на малих
p спектр є крутiший, sp > 4, унаслiдок малих зна-
чень фактора компресiї, який “вiдчувають” частинки
з малими iмпульсами. Цей ефект узгоджується з фор-
мулою (56).

Зi збiльшенням M0 роль нелiнiйних ефектiв зрос-
тає. Це помiтно в сильнiшому вiдхиленнi U(p) вiд од-
норiдностi, у “вигинi” спектра fo(p), у вiдповiдному
зменшеннi σs i зростаннi σt й вiдтак у зростаннi амплi-
туди fo ∝ σtηpi/(σs−1). Повний фактор стиску УХ σt

може досягати в розрахунках досить високих значень,
аж до 100, що означає надзвичайно сильну модифiка-
цiю УХ прискореними частинками. Тиск прискорених
частинок при високих числах Маха може майже до-
сягати значення динамiчного тиску набiгаючого газу

(таблиця), а тому й майже нiвелювати його, руйную-
чи УХ як таку (σs → 1).

Проте такi значних нелiнiйних ефектiв практич-
но не очiкуємо й не спостерiгаємо в реальних фi-
зичних об’єктах. Тому розв’язок виведених вище рiв-
нянь можна назвати “екстремальною нелiнiйною гра-
ницею’. Причина такої ситуацiї в тому, що в описано-
му пiдходi враховано не всi ефекти (на них ми зупи-
нимося в роздiлах X i XI). Проте вiн наочно показує
iдею взаємного впливу частинок i УХ та iдеологiю по-
шуку розв’язку, запропоновану вперше в роботi [13].

На рис. 5 для порiвняння наведено тонкi суцiльнi
кривi, якi показують розподiли для низької ефектив-
ностi iнжекцiї (ξ = 4 i тому η ∼ 10−5). Частинок,
якi прискорюються, досить мало, тому тиск, створе-
ний ними, змiнює течiю не настiльки суттєво (верхнiй
графiк i остання колонка в таблицi). Вiдповiдно й про-
фiль спектра fo(p) мало вiдрiзняється вiд степеневого
(нижнiй графiк).

M0 10 30 100 300 100

u0, км/с 117 352 1170 3520 1170
T2, 105 К 0.6 1 2 4 160

pi/(mc), 10−4 3.7 5.0 6.9 9.5 69

σs 2.86 2.93 3.01 3.11 3.99
σt 7.5 17 41 93 5.6
η, 10−4 2.9 3.0 3.1 3.3 0.16

ncr(0)/n0 0.002 0.005 0.01 0.03 0.00009

Pcr(0)/(ρ0u
2
0) 0.60 0.82 0.92 0.97 0.28

Таблиця. Характеристики УХ i прискорених протонiв

вiдповiдно до рис. 5.

VII. НАЯВНIСТЬ ЧАСТИНОК,
ПРИСКОРЕНИХ ДЕIНДЕ

Як змiниться рiвняння i розв’язок fo(p) за наявнос-
тi в середовищi частинок, прискорених в iнших дже-
релах? Така задача була предметом розгляду в робо-
тi [27].

Розгляньмо граничну умову, вiдмiнну вiд умови 5
роздiлу II. У зовнiшньому середовищi, досить далеко
вiд УХ, наявнi деiнде прискоренi частинки зi спект-
ром f0(p):

f(−∞) = f0, (88)

∂f

∂x

∣

∣

∣

∣

−∞

= 0. (89)

Схема пошуку fo(p) така ж, як i в роздiлi IV B. Iн-
теґрування рiвняння (19) вiд −0 до +0 приводить до
рiвняння (34). Iнтеґрування (19) вiд −∞ до −0 дає
(50), де один iз членiв перетворюватиметься iнакше.
Там, замiсть першого члена, пiдставмо (34). Другий i
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четвертий члени — нуль. Третiй доданок перетворю-
ється так само, як i в (53). Останнiй у лiвiй частининi
рiвняння, замiсть (51):

−
∫

−0

−∞

u
∂f

∂x
dx = −upfo + u0f0. (90)

Вiдтак, замiсть (54), отримаємо таке рiвняння для
функцiї розподiлу на УХ fo(p):

dfo

dp
+

sp

p
fo =

Qo + u0f0

p

3

up − u2
. (91)

Розв’язок цього рiвняння

fo(p) =

∫ p

pi

dp′′

p′′
3 [Qo(p

′′) + u0f0(p
′′)]

up′′ − u2

× exp

[

−
∫ p

p′′

sp′

dp′

p′

]

(92)

пiсля перетворень матиме вигляд fo(p) = f in
o (p) +

f ra
o (p), де f in

o (p) задається виразом (58) та описує при-
скорення iнжектованих на УХ теплових частинок, а
f ra
o (p) описує переприскорення релятивiстських час-

тинок зi зовнiшнього середовища [27]:

f ra
o (p) =

3σt

σp − 1

∫ p

po

dp′′

p′′
f0(p

′′)

× exp

[

−
∫ p

p′′

3σp′

σp′ − 1

dp′

p′

]

. (93)

Наявiнсть прискорених деiнде частинок вплине та-
кож на рiвняння для U . Так, рiвняння збереження
iмпульсу

ρ0u
2
0 + P0 + Pcr0 = ρu2 + P + Pcr, (94)

де

Pcr0 =

pmax
∫

pmin

4π

3
p′3v(p′)f0(p

′) dp′, (95)

pmin i pmax стосуються розподiлу f0(p
′), для спрощен-

ня можна прийняти pmin = pi, i pmax такий, як i у
прискорених на УХ частинок. Тиск релятивiстських
частинок у якiйсь точцi x є сумою тиску “зовнiшнiх”
частинок, що адiабатично проеволюцiонували вiд точ-
ки −∞, та тиску прискорених i переприскорених час-
тинок [27]

Pcr(x) = Pcr0U(x)−γcr +

pmax
∫

p

4π

3
p′3v(p′)fo(p

′) dp′, (96)

де γcr = 4/3. Звiдси, замiсть (71), матимемо рiвняння
для U(p) у виглядi [27]

p
dU

dp

[

1 − U−(γ+1)

M2
0

− γcrξ0

γ

U−(γcr+1)

M2
0

]

=
4π

3ρ0u2
0

p4v(p)
[

f in
o (p) + f ra

o (p)
]

, (97)

де ξ0 = Pcr0/P0 — параметр, що фiксує вiдношення
тиску прискорених деiнде частинок до газового тиску
в зовнiшньому середовищi.

VIII. ГРАНИЧНА УМОВА ВIЛЬНОЇ ВТЕЧI
ЧАСТИНОК

A. Наближення тестової частинки

Розв’язок кiнетичного рiвняння у границi тестової
частинки (42) нiчим не обмежений на високих p. Фор-
мально вiн простягається до p → ∞. Значення pmax є
вiльним параметром для цього розв’язку та може фiк-
суватися певним значенням енерґiї прискорених час-
тинок Ecr як верхня межа iнтеґрала (17). Причиною
цього є ґранична умова 5 роздiлу II, а саме те, що
розподiл f(x, p) та його ґрадiєнт ∂f/∂x дорiвнюють
нулевi на нескiнченностi x = −∞.

Що змiниться, якщо покласти, що розподiл пере-
творюється в нуль на певнiй вiддалi вiд УХ? Розв’яз-
ковi за граничної умови

f(xb) = 0 (98)

присвячена праця [28]. Така гранична умова “вiльної
втечi частинок” полягає в тому, що частининки, якi
перетнули межу, розташовану в точцi x = xb, вiльно
поширюються в зовнiшньому середовищi та втрачаю-
ться для подальшого прискорення. Важливо вiдзна-
чити, що ґрадiєнт f(x, p) не перетворюється в нуль у
точцi xb. Очевидно також, що обидвi частинини умо-
ви 5 роздiлу II справджуються автоматично в цьому
випадку.

Розв’язок рiвняння (30) в областi x < 0 шукаємо
iнтеґруванням вiд −∞ до x. Для D, незалежного вiд
x, це

f(x, p) = f̃o(p) exp

(

u1x

D(p)

)

+ f̃(p). (99)

Функцiю f̃(p) обчислюємо з умови f(xb, p) = 0, а f̃o(p)
— з умови f(0, p) = fo. Тому розв’язок є таким:

f(x, p) =
fo(p)

1 − exp

(

u1xb

D(p)

)

×
[

exp

(

u1x

D(p)

)

− exp

(

u1xb

D(p)

)]

. (100)

Хiд пошуку fo(p) такий самий, як i в роздiлi III, з тiєю
вiдмiннiстю, що похiдна

[

D
∂f

∂x

]

1

= u1fo

[

1 − exp

(

u1xb

D(p)

)]

−1

. (101)

Вiдтак для fo(p) матимемо таке ж рiвняння, як (38),
але з iншим показником

s =
3σ

σ − 1

[

1 − exp

(

u1xb

D(p)

)]

−1

, (102)
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який тепер залежить вiд коефiцiєнта дифузiї i через
нього вiд p. Розв’язок рiвняння матиме такий вигляд:

fo(p) =
ηn1

4πp3
i

3σ

σ − 1
(103)

× exp

(

− 3σ

σ − 1

∫ p

pi

dp′

p′

[

1 − exp

(

u1xb

D(p′)

)]

−1
)

.

При xb = −∞ отримаємо класичний вираз (42).
Вираз у квадратних дужках для бомiвського кое-

фiцiєнта дифузiї D(p) = D∗p перепишемо так:

1 − exp

(

u1xb

D(p)

)

= 1 − exp

(

−p∗
p

)

, (104)

де p∗ = |xb|u1/D∗. Звiдси видно, що для p � p∗
розв’язок (103) перетворюється в степеневий f ∝
(p/p∗)

−3σ/(σ−1). Для p � p∗ маємо f ∝ exp(−p/pmax),
тобто природно з’являється максимальний момент
прискорених частинок pmax = p∗(σ − 1)/3σ (Рис. 6).

Отже, у стацiонарному випадку гранична умова вi-
льної втечi частинок на деякiй скiннченiй вiдстанi зу-
мовлює появу максимального моменту прискорених
частинок [28].

Рис. 6. Функцiї розподiлу fo(p)/n0 (пунктирна крива) i
φ(p)/(n0u1) (суцiльнi кривi), розрахованi для σ = 4 та Бо-
мiвського коефiцiєнта дифузiї. Наближення тестової час-
тинки, гранична умова вiльної втечi. Вертикальнi осi — у
довiльних одиницях.

Для орiєнтацiї в масштабах величин: значення xb =
0.16 пк для pmax = 104mpc, u1 = 5000 км/с, B = 5 мк-
Гс та коефiцiєнта дифузiї D = rLc/3 = pc2/(3qB), де

rL — ларморовський радiус, q — заряд протона, c —
швидкiсть свiтла.

Потiк частинок на границi визначаємо ненульовим
членом D∂f/∂x:

φ(xb, p) = u1f(xb, p) − D(p)
∂f

∂x

∣

∣

∣

∣

xb

= − u1fo(p)

1 − exp

(

u1xb

D(p)

) exp

(

u1xb

D(p)

)

. (105)

Як видно, цей потiк вiд’ємний. Це означає, що частин-
ки залишають систему в напрямку −∞, тобто руха-
ються вiд УХ у зовнiшнє середовище. Також важли-
во, що потiк φ(xb, p) є значущим лише для частинок
iз моментами в околi pmax (Рис. 6). Iнакше кажучи,
систему можуть залишити лише частининки з момен-
тами p ∼ pmax.

Потiк енерґiї, пов’язаний iз частинками, що зали-
шають систему, розраховуємо за формулою

Fesc =

∫

∞

pi

4πp2T (p)φ(p) dp. (106)

B. Нелiнiйний розв’язок

Знайдемо нелiнiйний розв’язок рiвняння (19) з умо-
вою (98). Таку задачу розв’язано у [25].

Проiнтеґруймо рiвняння вiд xb до x, так само, як це
зроблено в роздiлi IV A. Отримаємо рiвняння, подiбне
до (46), а саме:

uf − D
∂f

∂x
= Z + φ, (107)

де

φ(p) = −
[

D(x, p)
∂f(x, p)

∂x

]

xb

(108)

— це потiк частинок у точцi xb, Z(x, p) задається та-
кою ж формулою, як i в (47), але з нижньою межею
iнтеґрала xb замiсть −∞. Розв’язок цього рiвняння
для x < 0:

f(x, p) = fo(p) exp

[
∫ x

0

u(x′) dx′

D(x′, p)

](

1 +

∫ 0

x

dx′

D(x′, p)
exp

[
∫ 0

x′

u(x′′) dx′′

D(x′′, p)

]

[Z(x′, p) + φ(p)]

fo(p)

)

. (109)

Границю тестової частинки отримуємо з цього виразу так. Найперше покладiмо D(x) = const, u(x) = const,
du(x)/dx = 0, й тому Z = 0. Отримаємо, що

f(x, p) = fo exp
(ux

D

)

− φ

u
exp

(ux

D

)[

1 − exp
(

−ux

D

)]

. (110)

Використавши це в означеннi (108) та перетворивши отриманий вираз, одержимо формулу (105) для φ. Пiд-
ставивши її в (110), матимемо шукану границю (100).
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Формулу потоку в точцi xb для модифiкованої УХ одержимо з означення (108), розв’язку (109) i властивостi
Z(xb, p) = 0:

φ = −
fo

(

1 +

∫ 0

xb

dx′

D(x′, p)

Z(x′, p)

fo(p)
exp

[
∫ 0

x′

u(x′′) dx′′

D(x′′, p)

])

∫ 0

xb

dx′

D(x′, p)
exp

[
∫ 0

x′

u(x′′) dx′′

D(x′′, p)

]
. (111)

У границi тестової частинки ця формула перетворюється на (105), бо Z = 0 i iнтеґрал у знаменнику

∫ 0

xb

dx′

D(x′, p)
exp

[
∫ 0

x′

u(x′′) dx′′

D(x′′, p)

]

=
1 − exp

(u1x

D

)

u1 exp
(u1x

D

) . (112)

Рiвняння для функцiї розподiлу fo знаходимо способом, описаним у роздiлi IV B: iнтеґрування основного
рiвняння вiд −0 до +0 i вiд xb до −0. Воно матиме такий же ж вигляд, як i (54), з iншим спектральним
iндексом

sp ≡ 3

up − u2

(

up +
p

3

∂up

∂p
+ u0ϕ

)

, (113)

де ϕ = φ/(u0fo). Розв’язок:

fo(p) =
ηn1

4πp3
i

3σs

σp − 1
exp

[

−
∫ p

pi

3 (σp′ + σtϕ)

σp′ − 1

dp′

p′

]

. (114)

Рiвняння для U за граничної умови вiльної втечi частинок не змiнюється.
Для практичних застосувань важливими є апроксимацiї розв’язку та формули потоку, отриманi у [25]. У

позначеннях

K(x, p) =

∫ 0

x

dx′

D(x′, p)

Z(x′, p)

fo(p)
exp

[
∫ 0

x′

u(x′′) dx′′

D(x′′, p)

]

, (115)

W(x, p) = u0

∫ 0

x

dx′

D(x′, p)
exp

[
∫ 0

x′

u(x′′) dx′′

D(x′′, p)

]

(116)

цi функцiї запишемо так:

f(x, p) = fo(p) exp

[
∫ x

0

u(x′) dx′

D(x′, p)

]

×
(

1 + K(x, p) − W(x, p)

Wb(p)
(1 + Kb(p))

)

, (117)

φ(p) = −u0fo(p)
1 + Kb(p)

Wb(p)
, (118)

де iндекс “b” вiдповiдає значенню в точцi xb. Основою для наближення є властивiсть K � 1, справедлива для
будь-яких x [25]. Тому апроксимацiї

f(x, p) = fo(p) exp

[
∫ x

0

u(x′) dx′

D(x′, p)

](

1 − W(x, p)

Wb(p)

)

, (119)

φ(p) = −u0fo(p)

Wb(p)
(120)

є достатньо точними: точнi та наближенi значення на графiках (рис. 1 i 2 в [25]) практично збiгаються.
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IX. ТОЧНА ФОРМУЛА ДЛЯ Pcr(x) ТА
УЗАГАЛЬНЕННЯ РОЗВ’ЯЗКУ ДЛЯ

БУДЬ-ЯКОЇ ЗАЛЕЖНОСТI D(p)

Пiд час виведення рiвняння для U(p) в роздiлi
V B використано наближений вираз для тиску при-
скорених частинок (68) у точцi x; його виведення
мiститься в роздiлi V A. Ця апроксимацiя дала змо-
гу одержати вiдносно просте рiвняння (71)-(72) для
профiлю швидкостi U(p). Основою наближення було
припущення про “достатньо швидку” залежнiсть D
вiд p, яка б забезпечувала те, що вiдстань |xb(p)| ∝
D(p)/up(p) зростає зi збiльшенням моменту части-
нок (тобто функцiя D(p) мала б зростати швидше
за up(p)). Як змiниться методика пошуку розв’язку
нелiнiйної задачi, якщо уникнути використання на-
ближення для Pcr(x)? Яким мав би бути пiдхiд, аби
дозволити використання коефiцiєнта дифузiї з будь-
якою залежнiстю вiд p? Таку задачу розв’язано в ро-
ботi [23].

Отож, замiсть (68), слiд уживати

P̃cr(x) =
4π

3ρ0u2
0

pmax
∫

pi

dp p3v(p)fo(p) exp





x
∫

0

U(x′) dx′

xp(x′, p)



 .

(121)
Тут уведено позначення: U(x) = u(x)/u0 i

xp(x, p) =
3D(x, p)σs

s(p)u0(σs − 1)
, (122)

а для f(x, p) використано простiший вираз (49), хоча
можна використати й повний розв’язок (48). Цi двi
можливостi буде порiвняно далi. Продиференцiював-
ши (121) за x, отримаємо:

dP̃cr(x)

dx
= P̃cr(x)λ(x)U(x), (123)

де

λ(x) =

〈

1

xp

〉

P̃cr

=

∫ pmax

pi

dp xp(x, p)−1p3v(p)fo(p) exp

[
∫ x

0

U(x′) dx′

xp(x′, p)

]

∫ pmax

pi

dp p3v(p)fo(p) exp

[
∫ x

0

U(x′) dx′

xp(x′, p)

] . (124)

Базове рiвняння (69) й тут задає U(x) як функцiю
вiд Pcr(x):

1 +
1

γM2
0

= U(x) + P̃g(x) + P̃cr(x). (125)

Зв’язок мiж U(p) i U(x) знайдемо iнтеґруванням за
частинами означення up (52):

U(p) =

0
∫

−∞

dx
U(x)2

xp(x, p)
exp



−
0
∫

x

dx′
U(x′)2

xp(x′, p)



 . (126)

Цей вираз дозволяє за вiдомим профiлем U(x) знай-
ти fo(p), використовуючи формулу (72), яка потребує
знання U(p).

Функцiю ж U(x) обчислюємо з рiвнянь (123) i (125).
Iтерацiйна схема численого пошуку розв’язку U(x) є
такою [23, 24]. Приймаємо якесь значення σs, за ним
шукаємо значення σt, вiдтак знаходиться значення
U(0) = σs/σt на УХ. Далi з (125) знаходиться P̃cr(0).
Це значення використовуємо як граничну умову для
рiвняння (123), у якому значення функцiй U(x) i λ(x)
на k-тiй iтерацiї беремо з iтерацiї (k−1). Таким чином,
розв’язок рiвняння (123) на кроцi k є

P̃cr(x)(k) = P̃cr(0) (127)

× exp

[

−
∫ 0

x

dx′λ(k−1)(x′)U (k−1)(x′)

]

.

На кожному iтерацiйному кроцi функцiї U(x), U(p),
fo(p), λ(x) перераховуємо за значенням Pcr(x) та фор-
мулами (125), (126), (72), (124) вiдповiдно доти, поки
не досягнемо збiжностi. Знайдений таким способом
розв’язок ще не обов’язково шуканий. Фiзичним роз-
в’язком вiн буде лише тодi, коли збiжаться значення
тискiв Pcr(x), розрахованих за (125) i (121) за вико-
ристання кiнцевої функцiї fo(p). Таке станеться лише
для певного початкового значення σs, яке й визначить
розв’язок нелiнiйної задачi.

Описаний у цьому роздiлi пiдхiд дозволяє викорис-
товувати будь-який коефiцiєнт дифузiї D(x, p), а ме-
тодика роздiлу V B застосовна лише для D(p), який
змiнюється досить швидко з p (швидше, нiж up), тоб-
то так, щоб частинки з бiльшим моментом могли ди-
фундувати далi вiд УХ (xp ∼ D(p)/up). Таким коефi-
цiєнтом дифузiї є, зокрема, Бомiвський, D ∝ p.

Результати розрахункiв показано на рис. 7. Iз роз-
подiлiв f(x, p) видно, що частинки з малими p й справ-
дi не досягають певних вiдстаней, але iдея про те, що
точку xp можна вважати рiзкою границею, має все ж
наближений характер. Точковi лiнiї, що вiдповiдають
використанню точного виразу (48) для f(x, p), є бли-
зькими до розрахункiв, проведених за допомоги його
наближення (49). Отже, наближення (49) досить доб-
ре.

Порiвняння розрахункiв, проведених за методом
роздiлу V B, де використано наближену формулу (68)
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для Pcr(x), з розрахунками за методою цього роздiлу,
з формулою (121) для тиску, що враховує просторо-
вий розподiл f(x, p), проведено в роботi [24]. Рис. 8
порiвнює цi два пiдходи. Бачимо, що простiший iз них
(роздiл V B) досить добре вiдтворює спектр частинок.
Вiдмiнностi помiтнi в розподiлi швидкостi у прекур-
сорi в просторовiй областi, куди досягають частин-

ки з максималними iмпульсами. Причиною вiдмiн-
ностi є те, що простiший пiдхiд базується на умовi
U(pmax) = 1 i передбачає, що просторовi розподiли
f(x, p) рiзко спадають на вiдстанях, бiльших за |xp|,
а складнiший пiдхiд (роздiл IX) враховує справжнiй
просторовий розподiл f(x, p).

Рис. 7. Розподiли f(x, p), U(x) i P̃cr(x) [23]. Розрахунки проведено для M0 = 100, ξ = 3.5, pmax = 105mc,
u0 = 5 × 108 см/с. Тонкi лiнiї вiдповiдають незмiнному у просторi бомiвському коефiцiєнту дифузiї D ∝ p, товстi-
шi — його аналогу, який може змiнюватися з x, D(x) ∝ p/ρ(x). Рiзнi типи лiнiй вiдповiдають рiзним вiдстаням вiд УХ:
x = 0 (суцiльна), x = 10−7x∗ (точка-пунктир), x = 10−4x∗ (короткий пунктир), x = 10−1x∗ (довгий пунктир). Кривi
розрахованi за використання наближення (49), а точковi лiнiї поряд вiдповiдають розрахункам iз повним розв’язком
(48). На нижньому графiку просторова координата в одиницях x∗ = −D(pmax)/u0.

Рис. 8. Спектри прискорених частинок fo(p) i профiлi швидкостi у прекурсорi U(x) [24]. Розрахунки зроблено для
M0 = 10, 100, 1000 (лiнiї з номерами 1, 2, 3 вiдповiдно), ξ = 3.5, pmax = 105mc, u0 = 5 × 108 см/с та для бомiвського
коефiцiєнта дифузiї. Суцiльнi лiнiї — розрахунки з формулою (121) i методою роздiлу IX, пунктирнi — з формулою (68)
i методою роздiлу VB. На правому графiку просторова координата в одиницях xp∗ = −D(pmax)/(u0Up(pmax)).

Формули цього роздiлу зi змiнами, вiдповiдними до
граничної умови вiльної втечi частинок, наведено в
роботi [29].

X. НЕАДIАБАТИЧНА ЕВОЛЮЦIЯ ГАЗУ
ПЕРЕД ФРОНТОМ УХ

У попереднiх роздiлах використано припущення
про адiабатичну еволюцiю газу перед фронтом УХ.
А саме, воно враховано: 1) у (76) для виведення фор-

мули зв’язку мiж σs i σt; 2) у (66) для застосування в
(69) з метою виведення рiвняння для зв’язку мiж U i
P̃cr; 3) у (85) для формули зв’язку мiж T2 i T0 (86).

Адiабатичну еволюцiю плазми перед фронтом мо-
же модифiкувати турбулентне нагрiвання [30]. Дво-
ма вiдомими прикладами неадiабатичного нагрiван-
ня газу є альфвенiвське нагрiвання [31] та акустич-
на нестабiльнiсть [32, 33]. Обидва ефекти зумовленi
ґрадiєнтом тиску прискорених частинок у прекурсо-
рi. Обидвi моделi мають свої обмеження для застосу-
вання в теорiї нелiнiйного прискорення [30,34] (вони,
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зокрема, розробленi за припущення про слабку турбу-
лентнiсть, а прискоренi частинки можуть генерувати
хвилi значної енерґiї), проте зумовлюють однаковий
ефект: зменшують σt, послаблюють роль прекурсо-
ра й ефективнiсть прискорення. Тому з метою про-
демонструвати основнi фiзичнi наслiдки цих ефектiв
у [30] запропоновано використовувати пiдхiд, подiб-
ний до описаного у [35] для нагрiвання, зумовленого
загасанням альфвенiвських хвиль.

Введемо параметр α < 1, який фiксує вiдношення
темпiв загасання та зростання альфвенiвських хвиль
[34] (див. далi рiвняння (146)). Рiвняння стану газу,
яке враховує альфвенiвське нагрiвання, [31]

∂

∂x

(

P (x)ρ(x)−γ
)

= α(γ − 1)
vA(x)

u(x)
ρ(x)−γ ∂Pcr

∂x
, (128)

дає вiдповiдну залежнiсть P̃g(x). Знайдемо її спосо-
бом, який описано у [30]. Щоб розв’язати це рiвнян-
ня, подiлiмо обидвi його частинини на ρ0u

2
0 i проiн-

теґруймо його вiд −∞ до якоїсь точки x у прекур-
сорi. Аби проiнтеґрувати праву частинину, домнож-
мо чисельник i знаменник на u0ρ

γ
0 , а також урахуй-

мо просторову залежнiсть альфвенiвської швидкостi
v(x) = B(x)/

√

4πρ(x). Напруженiсть фонового маг-
нiтного поля B є сталою, оскiльки УХ — паралельна.
Густина змiнюється вiдповiдно до закону неперерв-
ностi: ρ(x) = ρ0u0/u(x) = ρ0U(x)−1. Тому vA(x) =

vA0U(x)1/2. Слiд також замiнити P̃cr, використовую-
чи рiвняння (69). Отримаємо замiсть (67)

P̃g(x) =
U(x)−γ

γM2
0

[1 + ΛTH(x)] , (129)

де введено позначення

ΛTH = α γ(γ − 1)
M2

0

MA0

[

1 − U(x)γ+1/2

γ + 1/2

]

, (130)

тут ураховано, що [30]

∫ x

−∞

Uγ−1/2 ∂P̃g

∂x
dx � 1 − Uγ+1/2

γ + 1/2
. (131)

Вiдтак, замiсть виразiв (66) i (76), слiд використа-
ти:

P (x) = P0

(

ρ(x)

ρ0

)γ

[1 + ΛTH] . (132)

Замiсть (78) пострiбно уживати вираз [13, 30, 35]

σγ+1
t =

M2
0σ

γ
s

2

[

γ + 1 − σs(γ − 1)

1 + ΛTH1

]

, (133)

де ΛTH1 — це значення ΛTH безпосередньо перед
фронтом УХ, тобто у (130) треба пiдставити U(0) =
σs/σt. Замiсть (85) беремо формулу

T1

T0
=

(

σt

σs

)γ−1

[1 + ΛTH1] . (134)

Вiдповiдно змiниться й формула (86).

Основним наслiдком урахування турбулентного на-
грiвання плазми перед фронтом УХ є деяке зменшен-
ня σt. Причина в тому, що бiльш нагрiтий газ менше
пiддається стиску. Зауважимо, що цим ефектом мож-
на знехтувати, якщо M2

0 � MA0.

XI. РЕЗОНАНСНЕ ПОСИЛЕННЯ
МАГНIТНОГО ПОЛЯ В ПРЕКУРСОРI

У роздiлi IX описано методику пошуку нелiнiйного
розв’язку для довiльної залежностi коефiцiєнта дифу-
зiї вiд моменту частинки. Цей пiдхiд дає змогу вра-
хувати роль магнiтного поля, яке може турбулентно
посилюватися у прекурсорi внаслiдок впливу приско-
рених частинок. Зарядженi частинки, змiнюючи влас-
тивостi турбулентного магнiтного поля, на якому роз-
сiюються, змiнюють вiдповiдно i свiй коефiцiєнт ди-
фузiї.

Посилення магнiтного поля потоком релятивiстсь-
ких частинок може бути резонансним [5] або нерезо-
нансним [36, 37], залежно вiд того, як саме взаємодi-
ють частинки та хвилi. У першому випадку ґенеру-
ються альфвенiвськi хвилi, у другому — хвилi iншо-
го типу. Якщо властивостi перших добре вiдомi, то
узвичаєної теорiї нерезонансної взаємодiї немає. Ок-
рiм того, для таких хвиль не розроблено й теорiї їх
поведiнки при проходженнi фронту УХ. У працi [38]
показано, що нерезонансне посилення магнiтного по-
ля переважно трапляється на раннiх етапах еволюцiї
УХ, а впродовж бiльшостi часу iснування УХ тур-
булентнiсть ґенерується резонансною взаємодiєю маг-
нiтних хвиль i частинок. Тому далi йтиметься лише
про резонансний випадок.

Зазначимо про два альтернативнi сценарiї, що мо-
жуть приводити до високих значень амплiтуди маг-
нiтного поля в околi УХ. Великомасштабне магнiтне
поле може розвиватися внаслiдок “firehose” нестабi-
льностi [39, 40] в областях, де розподiл прискорених
частинок є суттєво анiзотропним, тобто переважно
у прекурсорi якнайдалi вiд стрибка параметрiв. По-
ле може збiльшуватися також за фронтом унаслiдок
впливу гiдродинамiчної турбулентностi [41].

Отож, струм прискорених релятивiстських части-
нок зумовлює ґенерацiю альфвенiвських хвиль у пре-
курсорi. Додатковий магнiтний тиск робить плазму
менш податливою до стиску, вiдтак цей ефект при-
зводить до зменшення σt. Подамо тут набiр формул,
якi дають змогу шукати розв’язок вiдповiдної нелiнiй-
ної задачi, за роботами [30, 34]. Основу пiдходу, який
слiд використовувати, описано в роздiлi IX. Необхiднi
змiни подано нижче.

A. Рiвняння збереження моменту

Рiвняння збереження моменту (125) матиме додат-
ковий член, вiдповiдальний за тиск Pw турбулентного
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магнiтного поля:

1 +
1

γM2
0

= U(x) + P̃g(x) + P̃cr(x) + P̃w(x), (135)

P̃w(x) =
δB(x)2

8πρ0u2
0

, (136)

δB — сума всiх мод турбулентного поля, наявних у
точцi x. Записане в x = −0, воно має вигляд

P̃cr1 = 1+
1

γM2
0

− σs

σt
− 1

γM2
0

(

σs

σt

)

−γ

[1 + ΛTH1]− P̃w1

(137)
i є граничною умовою для рiвняння (123).

B. Стрибок тиску та температури

У роботi [42] знайдено вираз для стрибка тиску на
УХ за наявностi турбулентного магнiтного поля. Це

замiсть (5):

P2

P1
=

(γ + 1)σs − (γ − 1) + (γ − 1)(σs − 1)∆

(γ + 1) − (γ − 1)σs
, (138)

де, за використання властивостей альфвенiвських
хвиль [34],

∆ = (σ − 1)2Pw1/P1. (139)

Вiдповiдно змiниться й величина стрибка температу-
ри (7), бо

T2

T1
=

P2

P1σs
, (140)

який використовується для знаходження значення pi.
Тому замiсть (86) матимемо

T2 = T0

(

σt

σs

)γ−1

[1 + ΛTH1]
(γ + 1) − (γ − 1)σ−1

s + (γ − 1)(σs − 1)σ−1
s ∆

(γ + 1) − (γ − 1)σs
. (141)

C. Зв’язок мiж σt i σs

Ще одне необхiдне спiввiдношення виводимо з (138)
та рiвняння збереження моменту [34]:

σγ+1
t =

M2
0σ

γ
s

2

[

γ + 1 − σs(γ − 1)

(1 + ΛB)(1 + ΛTH)

]

, (142)

де параметр

ΛB =
Pw1

P1

[

1 + σs

(

2

γ
− 1

)]

. (143)

Видно, що наслiдком посилення прискореними час-
тинками магнiтного поля у прекурсорi, особливо, як-
що Pw1/P1 > 1, є помiтне зменшення стисливостi
плазми. Тому ефект модифiкацiї УХ релятивiстськи-
ми частинками стає менш значущим: змiни u(x) уже
не такi сильнi, а форма спектра fo менш вигнута. Де-
тально взаємний вплив альфвенiвського нагрiвання,
посилення магнiтного поля та властивостей прискоре-
них i теплових частинок проаналiзовано в роботi [34].

D. Магнiтний тиск P̃w

Стацiонарне рiвняння, яке описує поведiнку магнiт-
ної турбулентностi, отримано в роботi [31]:

∂Fw

∂r
= u

∂Pw

∂r
+ ΣwPw − ΓwPw, (144)

де Fw ≈ 3uPw (тут ураховано, що vA � u) — потiк
енерґiї хвиль, Σw i Γw — темпи зростання й загасання
енерґiї. За умови, що магнiтна турбулентнiсть збiль-
шується лише внаслiдок резонасної взаємодiї з при-
скореними частинками, темп зростання енерґiї альф-
венiвських хвиль залежить вiд ґрадiєнта тиску при-
скорених частинок

ΣwPw = vA
dPcr

dx
. (145)

Щоб побачити тенденцiї та спростити розрахунки, на-
ближено приймаємо, що

Γw ≈ αΣw. (146)

Тодi рiвняння (144) перепишемо так [34]:

2U(x)
dP̃w

dx
= (1 − α)VA

dP̃cr

dx
− 3P̃w

dŨ

dx
, (147)

де VA = vA/u0. Для сильних УХ (M0 � 1, MA0 � 1)
з рiвняння (135): P̃cr(x) ≈ 1− U(x). Тому (147) стає

dP̃w(x)

dx
=



(1 − α)

(

P̃w(x)

2U(x)

)1/2

+
3P̃w(x)

2U(x)





dU(x)

dx
,

(148)
а з замiною X = (P̃w/2U)1/2 [29]

dX
dx

= −
[

(1 − α) + 5X
4U

]

dU

dx
. (149)
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Розв’язок цього рiвняння:

P̃w(x) = U(x)−3/2

[

P̃
1/2
w0 +

(1 − α)
√

2

5

(

1 − U(x)5/4
)

]2

,

(150)
де Pw0 — тиск альфвенiвських хвиль у зовнiшньому
середовищi, який слiд покласти рiвним нулевi, якщо
розглядати виключно альфвенiвськi хвилi, зґенеро-
ванi прискореними на УХ частинками. Вираз (150)
враховує адiабатичний стиск альфвенiвських хвиль у
прекурсорi через множник U−3/2, пов’язує напруже-
нiсть локальної магнiтної турбулентностi з локальним
ступенем модифiкацiї потоку прискореними частин-
ками. Тому вiн визначає максимальний рiвень поси-
лення поля безпосередньо перед стибком: для Pw0 = 0

P̃w1 =
2(1− α)2

25

[

1 −
(

σs

σt

)5/4
]2
(

σs

σt

)

−3/2

. (151)

Для повноти випишiмо тут також вираз для P1. Його
отримуємо з (129):

P̃g1 =
1

γM2
0

(

σs

σt

)

−γ

[1 + ΛTH1] . (152)

E. Коефiцiєнт дифузiї

Ґенеруючи певний спектр магнiтної турбулентнос-
тi, прискоренi частинки визначають i шлях, яким во-
ни розсiюються на цiй турбулентностi. Спосiб роз-
рахунку такого самоузгодженого коефiцiєнта дифузiї
описано в роздiлi 3 роботи [30] (щоправда, без ураху-
вання загасання хвиль).

Iнший пiдхiд використано у статтi [34], яка присвя-
чена вивченню впливу ґенерованого частинками маг-
нiтного поля на їх прискорення. Там прийнято, що
коефiцiєнт дифузiї є бомiвським D = crL/3, а лармо-
ровський радiус rL = pc/qB розраховано в магнiтному
полi, яке зґенероване прискореними частинками:

D(x, p) =
pc2

3qB(x)
, B(x) =

(

8πP̃w(x)ρ0u
2
0

)1/2

.

(153)

XII. ПРИКIНЦЕВI ЗАУВАЖЕННЯ

Аналiтичнi розв’язки, отриманi методами, описани-
ми в цьому оглядi, порiвнюються з результатами кiль-

кох якiсно вiдмiнних чисельних моделювань у пра-
цi [43]. Розв’язки в усiх пiдходах узгоджуються.

Нелiнiйну задачу одночасного прискорення рiзних
йонiв розглянуто в роботi [44].

Для знаходження розв’язкiв кiнетичного рiвняння
не використовували рiвняння збереження енерґiї, а
лише рiвняння збереження маси та iмпульсу. Рiвнян-
ня збереження енерґiї є корисним для аналiзу балан-
су енерґiй мiж рiзними компонентами системи та ви-
значення потоку енерґiї, який виноситься частинка-
ми, що залишають область прискорення. Вiдповiдний
розгляд здiйснено, наприклад, у працях [26,28].

Рiвняння (19) та його розв’язки, наведенi тут, нех-
тують швидкостями розсiювальних центрiв (якi є по-
рядку альфвенiвської швидкостi) вiдносно елемента
потоку. Такий пiдхiд виправданий у бiльшостi випад-
кiв, оскiльки для УХ з високим числом Маха vA � u.
Змiни можна очiкувати при малих значеннях M0 або
у випадку значного посилення магнiтного поля перед
фронтом УХ (тодi альфвенiвська швидкiсть vA ∝ B
може суттєво зрости, бо хвилi поширюватимуться в
посиленому полi). Виявити тенденцiї впливу цього
ефекту на структуру УХ, форму спектра i просторо-
вий розподiл прискорених частинок можна завдяки
формулi

vA(x) =
δB(x)
√

4πρ(x)
. (154)

Слiд також внести змiни в саме кiнетичне рiвнян-
ня i в його розв’язки. Вiдповiдну задача розгляну-
то у працях [29, 34]. Автори, однак, зазначають, що
немає арґументiв, аби можна було б насправдi при-
пустити таку залежнiсть альфвенiвської швидкостi.
Справа в тому, зокрема, що теорiя альфвенiвських
хвиль фундаментально базується на припущеннi про
малiсть збурень магнiтного поля на тлi однорiдного
поля: δB � B. А якщо реалiзуються умови суттє-
вого впливу прискорених частинок на магнiтне поле,
то, як показують чисельнi моделювання, можливою
є навiть ситуацiя, коли δB � B. На додачу, теорiї
iнших процесiв, що зумовлюють посилення магнiтно-
го поля прискореними частинками у прекурсорi, ще
не розробленi до такої мiри, щоб дозволити їх вико-
ристання разом з кiнетичним рiвнянням для спектра
та просторового розподiлу релятивiстських частинок.
Отже, самоузгоджено задача нелiнiйного прискорен-
ня за високих локальних швидкостей розсiювальних
центрiв усе ще є нерозв’язаною.
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PARTICLE ACCELERATION AT SHOCKS. STATIONARY SOLUTIONS
OF THE KINETIC EQUATION

O. Petruk
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3b, Naukova St., Lviv, UA–79060, Ukraine

The methods of solving the kinetic diffusion-advection equation which describes the acceleration of particles

at shocks are reviewed. Stationary solutions of the one-dimentional equation for isotropic distribution function

and parallel shocks are presented. An essential property of the results is their non-linear nature is the mutual

influence of the accelerated particles and the flow.
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