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У межах дослiдження електронного спектра шаруватої наногiбридної структури зi стадiй-
ним упорядкуванням вивчено вплив такого впорядкування зi збiльшенням перiоду ґратки в
перпендикулярному до шарiв напрямку на електронну зонну структуру кристалiв типу GaSe.
Проаналiзовано змiни електронного спектра та густини електронних станiв у шаруватих крис-
талах, що виникають при модуляцiї їх структури за рахунок утворення перiодично розташо-
ваних пакетiв iз невеликої кiлькостi шарiв. За допомогою числових розрахункiв дослiджено
полiмодальну структуру густини електронних станiв та її залежнiсть вiд кiлькостi шарiв у
пакетi для стадiйно впорядкованих кристалiв типу GaSe.
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I. ОСОБЛИВОСТI IНТЕРКАЛЯЦIЇ
МОНОХАЛЬКОГЕНIДIВ

Шаруватi напiвпровiдники дослiджують уже про-
тягом багатьох рокiв [1]. Селенiди галiю та iндiю ви-
кликають значне зацiкавлення через можливiсть по-
тенцiйного застосування в приладах iз нелiнiйною оп-
тикою, сонячних батареях, високочутливих датчиках
iнфрачервоного випромiнювання й тиску, у тензомет-
рiї, а також як твердотiльнi електроґенератори. За-
стосуванню в ролi свiтлочутливих матерiалiв спри-
яє вiдносно велика щiлина в електронному спектрi,
що добре вiдповiдає видимому свiтловому дiапазону.
Вiднедавна InSe розглядають як матерiал, придатний
для катодiв твердотiльних мiкроакумуляторiв. Цьо-
му сприяє особлива властивiсть цих кристалiв — лег-
кiсть iнтеркаляцiї атомiв лiтiю в простiр мiж шарами
без помiтного збiльшення об’єму. Хоча в цiлому халь-
когенiди металiв досить добре вивченi, процес iнтер-
каляцiї на мiкроскопiчному рiвнi все ще мало дослi-

джений. Вiдомо, що при iнтеркаляцiї вiдповiднi атоми
заходять у вандерваальсiвськi щiлини мiж шарами.
Iнтеркальований барiєм чи лiтiєм селенiд iндiю може
застосовуватися як твердотiльний електрод, особливо
у випадках, коли iнтеркаляцiя можлива в широкому
стехiометричному дiапазонi [2].

Iснує методика стадiйного впорядкування
матерiалу-господаря (у цьому випадку, монохалко-
генiдiв iндiю та селену) з метою покращення вхо-
дження йонiв iнтеркалянта в матрицю чи створення
принципової можливостi проникнення навiть вели-
ких молекулярних груп типу олiго-диметиламiно-
метакрилату [3, 4] (рис. 1). Для цього монокристал
iнтеркалюють нiтритом натрiю, а потiм деiнтеркалю-
ють його. У результатi настає стадiйне впорядкування
перпендикулярно до шарiв зi значним збiльшенням
вiдстанi мiж пакетами (що було реалiзовано у [3],
кiлькiсть шарiв у пакетi, в основному, дорiвнювала
трьом).

Рис. 1. Стадiї приготування пакетної структури монохалькогенiдiв, що полiпшує проникнення iнтеркалянта в мат-
рицю [3]: вихiдну ґратку iнтеркалюють нiтратом натрiю, а потiм деiнтеркалюють, отримуючи в результатi пакет-
но-впорядковану матрицю.

Слiд зауважити, що конфiґурацiї пакетного типу,
коли iнтеркалянт входить лише мiж пакетами, скла-
деними з певної кiлькостi шарiв, мають усi ознаки
надґраток. Якщо пiсля деiнтеркаляцiї вiдстань мiж
пакетами, збiльшена пiд впливом атомiв-гостей, збе-
рiгається, то утворюється надґратка з чистої вихiдної
сполуки. Збiльшений мiжшаровий промiжок може вi-

дiгравати в цьому випадку роль потенцiального ба-
р’єра. Як показали першi теоретичнi працi [5] з про-
ходження струму в структурах iз надґратками, про-
вiднiсть у них може визначатися тунелюванням крiзь
такi бар’єри. Для опису структури електронного спек-
тра в напрямку, перпендикулярному до шарiв, у робо-
тах Есакi [6] спочатку використовували одновимiрнi
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моделi. Було показано, що вiдбувається розщеплен-
ня енерґетичної зони, яка є в iдеальному шарувато-
му матерiалi, на мiнi-зони, роздiленi малими щiлина-
ми. Зону Брiллюена визначає у цьому випадку перiод
надґратки. Ця iдея дозволила iнтерпретувати низку
електронних процесiв у надґратках та гетерострук-
турах (див. огляди [7, 8]) i дослiдити явища, що вiд-
буваються при накладаннi зовнiшнього електричного
поля. Це вiдкрило шлях вiд опису основ фiзики туне-
льних дiодiв до побудови теорiї каскадних лазерiв. За-
значимо при цьому, що перспективними матерiалами
для створення останнiх є, зокрема, гетероструктури
на базi шаруватих кристалiв, таких як GaAs [9].

Водночас, у шаруватих кристалах тривимiрний за-
кон дисперсiї ε(k) енерґiї електронiв є складнiшим i
має суттєво анiзотропний характер (вiдомим є т. зв.
закон Фiваза [10, 11]). Розрахунки спектрiв для ре-
альних структур проводять рiзними методами — вiд
простiшого наближення сильного зв’язку, що ґрун-
тується на використаннi як базисних локалiзованих
атомних орбiталей (LCAO), до схем, якi застосову-
ють методику функцiонала густини (DFT) та ab ini-

tio пiдходи. Як показують обчислення, виконанi для
напiвпровiдникових шаруватих систем [12, 13], метод
LCAO засвiдчує свою придатнiсть i вiдтворює основ-
нi особливостi електронного спектра, отриманi в ме-
жах схеми LMTO, яка є варiантом DFT у наближен-
нi локальної густини. Незважаючи на свою простоту,
пiдхiд LCAO виявився успiшним i при розрахунках
електронного спектра дво-, три- (i бiльше) шарового
графену [14].

У надґратках чи гетероструктурах енерґетичнi щi-
лини, пов’язанi з рухом перпендикулярно до шарiв,
можуть накладатися на неперервний спектр, що опи-
сує рух електронiв у шарах. Такий ефект у випад-
ку пакетного впорядкування не дослiджували, як i не
аналiзували особливостей самого електронного спек-
тра. Ґрунтовнiший його аналiз та дослiдження змiн у
спектрi, якi виникають пiд впливом рiзного типу впо-
рядкувань, заслуговують окремої уваги.

У цiй статтi розраховано зонний електронний
спектр стадiйно впорядкованого шаруватого криста-
ла зi структурою, отриманою пiсля деiнтеркаляцiї
(коли розширенi промiжки мiж сусiднiми пакетами
залишаються незаповненими). В обчисленнях ми ви-
користовуємо пiдхiд сильного зв’язку, який ґрунту-
ється на схемi LCAO, вибираючи як базиснi невиро-
дженi електроннi орбiталi, локалiзованi на атомах ок-
ремих шарiв. Крiм зонного спектра, ми розраховуємо
густини електронних станiв й аналiзуємо їх особли-
востi при рiзних спiввiдношеннях мiж значеннями ос-
новних енерґетичних параметрiв моделi.

II. МОДЕЛЮВАННЯ СТРУКТУРИ

Iз достатнiм ступенем загальностi стадiйне впоряд-
кування в монохалькогенiдах iндiю та галiю у згада-
ному випадку пакетiв iз трьох шарiв можна показати
за допомогою рис. 2. Очевидно, що така перебудова

ґратки змiнює її перiод уздовж осi Z i, вiдповiдно,
створює рiзницю мiж енерґiями перенесення мiж ша-
рами та мiж пакетами.

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

k

n=1

n=2

n=3

n=1

n=2

n=3

i

i-1
d

c

c

a
a

x

y
z

t

t'

t
t

Рис. 2. Модель стадiйно впорядкованої пакетної струк-
тури: i — номер пакета (який мiстить три шари), n = 1, 2, 3
— номер шару в пакетi, k — номер комiрки в шарi, t⊥ —
енерґiя перенесення електронiв у межах шару, t — енерґiя
перенесення електронiв мiж шарами в межах пакета, t′ —
енерґiя перенесення електронiв мiж пакетами.

Надалi дослiджуватимемо спрощену модель, ува-
жаючи, що кожен шар — це двовимiрна квадратна
ґратка, а найближчi атоми з сусiднiх шарiв розта-
шованi один пiд одним. Розглядаючи енерґетичний
спектр електронiв, обмежимося електронними стана-
ми, якi у пiдходi сильного зв’язку утворюються неви-
родженими орбiталями, локалiзованими на атомах.

У структурi такого типу електронну пiдсистему
зручно описати гамiльтонiаном, що явно враховує вiд-
повiднi перестрибування електронiв

Ĥ =
∑

ik

[ε′(nik1 + nik3) + εnik2]

+ t
∑

ik

(a+

ik1
aik2 + a+

ik2
aik1 + a+

ik2
aik3 + a+

ik3
aik2)

+ t′
∑

ik

(a+

ik3
ai+1,k1 + a+

i+1,k1
aik3)

+ t⊥
∑

in

∑′

kk′

a+

iknaik′n , (1)

де значення енерґiй ε i ε′ на вузлi для внутрiшнiх i
зовнiшнiх шарiв пакета можуть вiдрiзнятися (нада-
лi використовуватимемо їх лiнiйнi комбiнацiї: ε0 =
1

2
(ε+ε′) i δ = 1

2
(ε−ε′), а t⊥, t i t′ — енерґiї перенесення

електронiв у межах шару, мiж шарами в межах паке-
та й мiж пакетами вiдповiдно. Оператори знищення й
народження електронiв дiють на базисi локалiзованих
станiв Ваньє, що характеризуються набором iндексiв
i, k, n (див. рис. 2; спiновий iндекс явно не записуємо).
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Позицiї атомiв визначаємо векторами

Rikn = Rik + rn, rn =
(
0, 0, (n − 1)c

)
,

Ri+1,k = Rik + (0, 0, d). (2)

Оскiльки шари з рiзними номерами в пакетi не є
взаємно трансляцiйно-iнварiантними, то пiсля фур’є-
перетворення

aikn =
1√
N

∑

q

exp [−iqRikn] αqn (3)

у фур’є-образах вiдповiдних параметрiв перенесення
виникають множники, залежнi вiд z-компоненти хви-
льового вектора:

t exp[−iqzc] = t(q), t′ exp[−iqz(2c − d)] = t′(q),

2t⊥γq = t⊥(q), (4)

де

γq = cos(qxa) + cos(qya). (5)

Гамiльтонiан (1) набуває вигляду

Ĥ =
∑

q

∑

nn′

Hnn′(q)αqnαqn′ . (6)

У позначеннях (4) i (5) матрицю Hnn′(q) компактно
записуємо у формi:

Ĥ(q) =




ε′ + t⊥(q) t(q) t′(q)
t(−q) ε + t⊥(q) t(q)
t′(−q) t(−q) ε′ + t⊥(q)


 . (7)

Очевидно, що енерґетичний спектр електронiв опису-
ється власними значеннями матрицi (7).

III. ЗОННИЙ ЕЛЕКТРОННИЙ СПЕКТР

Записавши рiвняння на власнi значення через ви-
значник матрицi (7)

D ≡ det
∥∥∥Ĥ(q) − 1̂ · λ(q)

∥∥∥ = (δ2 − z2)(δ + z)

+ 2(δ + z)t2 − (δ − z)t′2 + 2t2t′ cos(qzd) = 0, (8)

приходимо до кубiчного рiвняння (очевидно, розмiр-
нiсть матрицi (7) i степiнь рiвняння визначається
кiлькiстю шарiв у пакетi), де введено позначення

z(q) = λ(q) − ε0 − t⊥(q) . (9)

Коренi кубiчного рiвняння (8) zα = zα(qz) (α = 1, 2, 3)
вiдповiдають трьом гiлкам енерґетичного спектра

λα(q) = zα(qz) + ε0 + t⊥(qx, qy) (10)

i формують їх закони дисперсiї в напрямку qz зони
Брiллюена.

Рис. 3. Спектр електронних збуджень упоперек шарiв
та в площинi шарiв за вiдсутностi та наявностi рiзницi
вузлових енерґiй δ для рiзних значень перенесення мiж
пакетами t′. Усi модельнi параметри з розмiрнiстю енерґiї
нормованi на t⊥ (t = 0.3, ε(q) = −λ(q)).
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Наслiдком стадiйного впорядкування є, таким чи-
ном, розщеплення електронного спектра на пiдзони,
кiлькiсть яких визначається кiлькiстю шарiв у паке-
тi. Залежнiсть енерґiї λα(q) вiд поперечних компо-
нент хвильового вектора qx, qy є однаковою для всiх
пiдзон, тодi як вiд компоненти qz кожна з гiлок λα

залежить по-рiзному (рис. 3).
Отриманий вище спектр за загальною структурою

нагадує закон дисперсiї Фiваза [10, 11]

λ(q) = E0 +
~

2q2
⊥

2m∗
⊥

+ 2t cos(qzc), (11)

який описує не лише сильну анiзотропiю зв’язкiв, але
i вплив змiни розмiрностi вiд тривимiрного до дво-
вимiрного випадку на фiзичнi властивостi шаруватих
кристалiв.

Формула (9) стосується звичайного шаруватого

кристала з однаковою вiддаллю мiж сусiднiми шара-
ми. У нашiй моделi цьому вiдповiдає граничний пе-
рехiд t′ → t, ε′ → ε i d → 3c. Рiвняння (8) у такому
випадку приймає вигляд

z3 − 3zt2 − 2t3 cos 3qzc = 0. (12)

Його можна записати так:

[z − 2t cos qzc][z − 2t cos(qzc + 2π/3)]

×[z − 2t cos(qzc − 2π/3)] = 0. (13)

Три коренi цього рiвняння,

z1 = 2t cos qzc, z2,3 = 2t cos(qzc ± 2π/3)], (14)

вiдповiдають трьом гiлкам, змiщеним одна щодо од-
ної на 2π/3c вздовж осi qz .

Рис. 4. Спектр електронних збуджень упоперек шарiв та в площинi шарiв у граничному випадку переходу вiд вихiдної
ґратки до пакетного впорядкування (δ = 0, t′ = t = 0.3). Однiй гiлцi 1′ вихiдного спектра впоперек шарiв (лiва верхня
шкала, границя зони Брiллюена в точцi Z ′) при пакетному впорядкуваннi вiдповiдає три гiлки 1 (лiва нижня шкала,
границя зони Брiллюена в точцi Z). Усi модельнi параметри з розмiрнiстю енерґiї нормованi на t⊥ (ε(q) = −λ(q)).

При переходi вiд зони Брiллюена
[
−π
3c , π

3c

]
, що вiд-

повiдала перiоду d = 3c вздовж напрямку Z, до втричi
бiльшої зони

[
−π
c , π

c

]
для ґратки з перiодом c згаданi

три гiлки стають еквiвалентними й переходять в одну
гiлку (див. рис. 4) за законом дисперсiї

z = 2t cos qzc.

Це вiдповiдає повнiй зоннiй енерґiї

λ(q) = ε + t⊥(qx, qy) + 2t cos qzc (15)

= ε + 2t⊥(cos qxa + cos qya) + 2t cos qzc,

i якщо в областi малих значень qx, qy використати
розклад у ряд, то отримуємо

λ(q) = ε − 4t⊥ +
~

2q2
⊥

2m∗
⊥

+ 2t cos qzc, (16)

де q2
⊥ = q2

x + q2
y, a2t⊥ = ~

2

2m∗

⊥

, а m∗
⊥ — ефективна маса

для руху в площинi шарiв. Формула (16) вiдтворює
закон дисперсiї Фiваза.

Розщеплення спектра на зони, що виникає при па-
кетному впорядкуваннi, пов’язане з вiдмiнностями
мiж параметрами перенесення t (мiж шарами) та t′

(мiж пакетами), а також iз тим фактом, що можуть
вiдрiзнятися мiж собою енерґiї електронiв на атомах
iз зовнiшнього та внутрiшнього шару в пакетi (ε 6= ε′).
Величину розщеплення можна оцiнити, розглянувши
значення зонних енерґiй у точцi q = 0. З рiвняння
(14) випливає

z1(q = 0) = −δ − t′,

(17)

z2,3(q = 0) =
t′

2
±

√
t′2

4
− t′δ + δ2 + 2t2.

Графiки на рисунках 3 iлюструють хiд кривих дис-
персiї λα(q) вздовж напрямкiв qx i qz у межах I-ї зони
Брiллюена.

Варто окремо зупинитися на випадку, коли вiддаль
мiж пакетами є такою, що пряме електронне перене-
сення мiж ними, яке описується параметром t′, вiд-
сутнє. У цiй границi рiвняння (8) має розв’язки
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z1 = −δ, z2,3 = ±
√

δ2 + 2t2, (18)

у яких немає дисперсiйної залежностi вiд qz. Зонний
рух електронiв є лише в площинi шарiв. Енерґiї дво-
вимiрних зон такi:

λ1(qx, qy) = ε0 − δ + 2t⊥(cos qxa + cos qya),

λ2,3(qx, qy) = ε0 ±
√

δ2 + 2t2 + 2t⊥(cos qxa + cos qya).
(19)

Параметри zα визначають їх вiдносне паралельне змi-
щення.

IV. ГУСТИНА ЕЛЕКТРОННИХ СТАНIВ

Додатковою, а водночас i повнiшою характеристи-
кою електронного спектра є густини станiв. Розрахо-
вана на один атом у шарi n, вона виражається че-
рез уявну частину двочасової температурної функцiї
Ґрiна, побудованої на операторах знищення й наро-
дження електронiв

ρn(ω) = −2 Im〈〈aikn|a+

ikn〉〉ω+iε. (20)

Пiсля перетворення Фур’є до хвильових векторiв
функцiю ρn(ω) можна записати у виглядi

ρn(ω) =
1

N

∑

q

(
−2 Im〈〈αqn|α+

qn〉〉ω+iε

)
, (21)

де сума береться за всiма компонентами qx, qy, qz в
межах I-ї зони Брiллюена.

Вiд функцiї (21), що визначає кiлькiсть електрон-
них станiв, яка припадає на одиничний iнтервал час-
тот, перейдiмо до функцiї

ρn(~ω) =
1

~
ρn(ω) (22)

=
1

N

∑

q

1

~

(
−2 Im〈〈αqn|α+

qn〉〉ω+iε

)
.

Ця функцiя характеризує густину станiв у енерґетич-
нiй шкалi (як кiлькiсть станiв на одиничному iнтер-
валi енерґiї).

Функцiю Ґрiна 〈〈αqn|α+
qn〉〉ω легко знайти, викорис-

товуючи метод рiвнянь руху. Оскiльки

[αqn, Ĥ] =
∑

n′′

Hnn′′(q)αqn′′ , (23)

то, виходячи з рiвняння

~ω〈〈αqn|α+

qn′〉〉ω =
~

2π
δnn′ + 〈〈[αqn, Ĥ]|α+

qn′ 〉〉ω, (24)

прийдемо до наступної системи лiнiйних рiвнянь

~ωGnn′(q, ω) =
~

2π
δnn′ +

∑

n′′

Hnn′′(q)Gn′′n′(q, ω), (25)

де ми позначаємо Gnn′(q, ω) = 〈〈αqn|α+

qn′〉〉ω . Вона
розпадається на три незалежнi пiдсистеми, i її роз-
в’язки легко знайти.

Запишiмо вирази, отриманi для дiагональних фун-
кцiй Ґрiна

G11(q, ω) = G33(q, ω) =
~

2π

ξ2 − δ2 − t2

D
,

G22(q, ω) =
~

2π

(ξ + δ)2 − t′2

D
. (26)

Тут D — визначник системи рiвнянь (25):

D = (ξ2 − δ2)(ξ + δ) − 2t2(ξ + δ) − t′2(ξ − δ)

− 2t2t′ cos(qzd) = 0, (27)

причому ξ = ~ω − t⊥γq − ε0. Визначник D можна за-
писати як добуток

D = (ξ − z1)(ξ − z2)(ξ − z3), (28)

де zα — коренi рiвняння D(ξ) = 0. Це рiвняння iден-
тичне до кубiчного рiвняння (8), i, вiдповiдно, їх ко-
ренi збiгаються.

Як результат, пiсля розкладу на простi дроби отри-
маємо:

• для зовнiшнiх шарiв (n = 1, n = 3) у пакетi

G11(q, ω) = G33(q, ω) =
~

2π

{
z2
1 − δ2 − t2

(z1 − z2)(z1 − z3)
· 1

ξ − z1

+
z2
2 − δ2 − t2

(z2 − z1)(z2 − z3)
· 1

ξ − z2

+
z2
3 − δ2 − t2

(z3 − z1)(z3 − z2)
· 1

ξ − z3

}
; (29)

• для центрального шару (n = 2) у пакетi

G22(q, ω) =
~

2π

{
(z1 + δ)2 − t′2

(z1 − z2)(z1 − z3)
· 1

ξ − z1

+
(z2 + δ)2 − t′2

(z2 − z1)(z2 − z3)
· 1

ξ − z2

+
(z3 + δ)2 − t′2

(z3 − z1)(z3 − z2)
· 1

ξ − z3

}
. (30)
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При аналiтичному продовженнi

1

2π

[
−2 Im

1

ξ − zα

∣∣∣∣
~ω→~ω+iε

]
= δ(ξ − zα). (31)

Звiдси випливає:

ρ1(~ω) = ρ3(~ω) =
1

N

∑

q

∑

α

Aαδ(ξ − zα),

(32)

ρ2(~ω) =
1

N

∑

q

∑

α

Bαδ(ξ − zα),

де запроваджено позначення

Aα =
z2

α − δ2 − t2

(zα − zβ)(zα − zγ)
,

(33)

Bα =
(zα + δ)2 − t′2

(zα − zβ)(zα − zγ)
,

причому β 6= α, γ 6= α i β 6= γ.
Використаймо тепер той факт, що залежнiсть вiд

qz мiститься лише в коренях zα(qz), тодi, як вiд qx i
qy залежать тiльки арґументи δ-функцiй

δ(ξ − zα) = δ[~ω − t⊥(cos qxa + cos qya) − ε0 − zα].

Пiдсумовування за qz та qx i qy можна, таким чином,
виконувати незалежно. Пiсля переходу вiд сум до iн-
теґралiв за цими змiнними представимо вирази (32) у
формi

ρ1(~ω) = ρ3(~ω) =
d

2π

∫ π/d

−π/d

dqz

∑

α

Aα(qz)

{
a2

(2π)2

∫∫ π/a

−π/a

dqx dqy δ[~ω − ε0 − t⊥γq − zα(qz)]

}
, (34)

ρ2(~ω) =
d

2π

∫ π/d

−π/d

dqz

∑

α

Bα(qz)

{
a2

(2π)2

∫∫ π/a

−π/a

dqx dqy δ[~ω − ε0 − t⊥γq − zα(qz)]

}
.

Запровадимо “двовимiрну” густину електронних ста-
нiв для плоскої ґратки (що вiдповiдає одному шару)

ρ⊥(u) =
a2

(2π)2

∫∫ π/a

−π/a

dqx dqy δ(u − t⊥γq). (35)

У цьому випадку вираз у фiгурних дужках у форму-
лах (34) можна записати як

{. . . } = ρ⊥[~ω − ε0 − zα(qz)]. (36)

Iнтеґрування за змiнною qz проведемо подiбно, ви-
користовуючи спiввiдношення, яке має мiсце для до-
вiльної функцiї Φ:

d

2π

∫ π/d

−π/d

dqzΦ(cos qzd)

=
1

π

∫ 1

−1

Φ(x)dx√
1 − x2

≡
∫ 1

−1

ρ‖(x)Φ(x)dx. (37)

Його можна застосувати, оскiльки залежнiсть ко-
ренiв zα вiд qz визначається тiльки їх залежнiстю вiд
cos qzd. Функцiя ρ‖(x) є густиною станiв для одно-
вимiрної ґратки (простого одновимiрного ланцюжка
атомiв).

Рис. 5. Густини електронних станiв ρ1(~ω) для рiзних значень рiзницi вузлових енерґiй δ. Суцiльна крива вiдповiдає
густинi станiв ρ1, а штрихованi зображають парцiальнi внески вiд рiзних гiлок електронного спектра. Усi модельнi
параметри з розмiрнiстю енерґiї нормованi на t⊥ (t = 0.3, t′ = 0.1).
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Рис. 6. Повнi густини електронних станiв ρ(~ω) для рiзних значень рiзницi вузлових енерґiй δ. Суцiльна крива
вiдповiдає повнiй густинi станiв, а штрихованi зображають внески ρ1 (iдентичний до ρ3) i ρ2 вiд шарiв пакета. Усi
модельнi параметри з розмiрнiстю енерґiї нормованi на t⊥ (t = 0.3, t′ = 0.1).

У результатi прийдемо до таких виразiв

ρ1(~ω) = ρ3(~ω) =
1

π

∫ 1

−1

dx√
1 − x2

×
∑

α

Aα(x)ρ⊥[~ω − ε0 − zα(x)],

ρ2(~ω) =
1

π

∫ 1

−1

dx√
1 − x2

×
∑

α

Bα(x)ρ⊥[~ω − ε0 − zα(x)]. (38)

Тут функцiї zα(x) (α = 1, 2, 3) отримано з розв’язкiв
zα(qz) рiвняння (8) замiною cos qzd на x.

Iнтеґрали, що мiстяться у формулах (38), можна iн-
терпретувати як згортки густин станiв одновимiрної
(перпендикулярної до шарiв) та двовимiрної (у пло-
щинi шарiв) ґраток iз вагами Aα(x) i Bα(x) вiдповiд-
но, що видiляють внески окремого шару в пакетi. Пов-
на густина станiв, розрахована на одну елементарну
комiрку, дорiвнює

ρ(~ω) =
∑

n

ρn(~ω). (39)

Зазначимо, що вирази (38) є достатньо унiверсаль-
ними i стосуються ґраток iз довiльною перiодичною
структурою шарiв (це можуть бути квадратнi, прямо-
кутнi, гексагональнi i т. п. ґратки). Тип структури ви-

значає конкретний вигляд “поперечної” густини ста-
нiв ρ⊥, яка в загальному випадку виражається через
елiптичнi iнтеґрали першого роду (див. [15]). Кiнце-
вi результати розрахунку функцiй ρn(~ω) отримано
обчисленням iнтеґралiв числовим методом i показано
на рис. 5 i 6.

На рис. 5 зображено функцiю густини станiв ρ1(~ω)
(що описує внесок крайнього з трьох шарiв у пакетi)
у межах електронної зони. Видiлено її складники, якi
походять вiд окремих гiлок електронного спектра; їх
пiки вiдповiдальнi за загальну трипiкову структуру
повної функцiї ρ1(~ω). Пiки мають скiнченну висоту;
їх вершини за формою близькi до плоских i обмеженi
на краях точками Ван Гова. У границi t′ → 0, коли
вiдсутнє електронне перенесення мiж пакетами, зга-
данi точки збiгаються й виникає логарифмiчна синґу-
лярнiсть, типова для двовимiрних систем. При енер-
ґетичнiй вiдмiнностi мiж одновузловими станами з
рiзних шарiв функцiя ρ1(~ω) стає асиметричною.

Рис. 6 iлюструє внески окремих шарiв до повної гус-
тини станiв ρ(~ω), яка дається формулою (39); наве-
дено графiки для рiзних значень одновузлової енер-
ґiї δ (δ = 1

2
(ε − ε′)). На рис. 7 показано бiльш де-

тальну структуру густини станiв (38) i (39) поблизу
краю електронної зони. Схiдчаста форма кривих ρ1 i
ρ2 пов’язана, як видно з рис. 5, з накладанням вне-
скiв вiд окремих електронних гiлок (мiнiзон), змiще-
них за енерґiєю одна щодо одної внаслiдок розщеп-
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лення спектра пiд дiєю електронного перестрибуван-
ня мiж шарами в пакетах i вiдповiдної гiбридизацiї
електронних станiв.

Рис. 7. Ступiнчата поведiнка густини електронних ста-
нiв ρ(~ω) на краю зони. Суцiльна крива вiдповiдає повнiй
густинi станiв, а штрихованi зображають внески ρ1 i ρ2

вiд шарiв пакета. Усi модельнi параметри з розмiрнiстю
енерґiї нормованi на t⊥ (δ = 0.1, t = 0.3, t′ = 0.1).

V. ВИСНОВКИ

Установлено, що виникнення стадiйного впорядку-
вання в шаруватих кристалах веде до радикальної пе-
ребудови спектра електронних збуджень. Зокрема ви-
никають додатковi гiлки спектра, сумарне число яких
дорiвнює кiлькостi шарiв у пакетi. При цьому вигляд
залежностi кривих дисперсiї вiд поперечних компо-
нент хвильового вектора залишається незмiнним, тодi
як кожна крива дисперсiї вiд поздовжнього складни-
ка хвильового вектора демонструє iндивiдуальну по-
ведiнку, оскiльки вiдповiдає певному розв’язку рiв-
няння для електронного спектра пакета.

Загальна структура спектра електронних збуджень
описується законом дисперсiї, що поєднує одно- та
двовимiрнi властивостi й в загальному характерний
для шаруватих систем (закон Фiваза). Одначе наяв-
нiсть стадiйного впорядкування змiнює перiод ґратки
вздовж осi Z, перпендикулярної до шарiв, перебудо-
вує зону Брiллюена, приводить до розщеплень у спек-
трi й породжує згаданi вище додатковi гiлки спектра,
значно ускладнюючи його вигляд.

Показано, що за рахунок адитивностi поздовжнiх
i поперечних внескiв у енерґiю електронiв, густина

станiв електронних збуджень у загальнiй формi може
бути зображена у виглядi згортки одно- та двовимiр-
них густин. Це значно спрощує подальшi розрахунки,
оскiльки одновимiрну густину вдається отримати у
явному виглядi, а двовимiрну — виразити через елiп-
тичнi iнтеґрали першого роду й розрахувати число-
вим методом.

Отриманi кривi густин електронних станiв демонс-
трують структуру з добре вираженими пiками, розта-
шованими в центральнiй частинi, якi походять вiд ло-
гарифмiчних синґулярностей, характерних для дво-
вимiрних систем. Як i можна було б сподiватися, вод-
ночас, має мiсце легко виражений кросовер до густин
станiв для тривимiрної ґратки, пов’язаний з перене-
сенням електронiв мiж шарами, яке є значно слабшим
через бiльшi вiдстанi мiж пакетами.

Головною особливiстю густини електронних станiв
такої системи є полiмодальна структура кривих через
наявнiсть багатьох гiлок у спектрi й добре виражена
схiдчаста форма на краях зони (рис. 7). Така фор-
ма густини станiв бiля країв дозволеної електронної
зони характерна для тонких квазiдвовимiрних струк-
тур. Її можна отримати вже в наближеннi ефектив-
ної маси [16]. Звичайно, однак, розщеплення спектра
на окремi рiвнi чи мiнiзони описують у межах моде-
лi квантових ям [7]. Краєва особливiсть (для простих
шаруватих систем — у виглядi першого схiдця) отри-
муємо i для металевих шаруватих кристалiв (див. роз-
рахунки густини станiв [17] для системи Re–OFeAs, де
Re — рiдкiсноземельнi йони). Це пiдтверджують ре-
зультати, одержанi як ab initio обчисленнями [18], так
i за допомогою методу функцiонала густини зi засто-
суванням узагальненої ґрадiєнтної апроксимацiї [19].

Оскiльки кiлькiсть сходинок на густинi станiв вiд-
повiдає кiлькостi шарiв у пакетi, цю властивiсть мож-
на було би використати для контролю структури
кристалiчної матрицi при стадiйному впорядкуваннi.
На практицi це може бути ускладнено розмиванням
форми густини станiв за рахунок сумiшi пакетiв iз
рiзною кiлькiстю шарiв та iншими неоднорiдностями
дослiджуваної системи.

У випадку напiвпровiдникових надґраток були
спроби пов’язати зi згаданою схiдчастою структурою
густини станiв подiбний хiд вольт-амперних характе-
ристик [20]. Для iнтеркальованих кристалiв зi стадiй-
ним упорядкуванням такого типу дослiдження заслу-
говують на увагу.
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THE STUDY OF ELECTRONIC STATES IN HIGHLY ANISOTROPIC LAYERED
STRUCTURES WITH STAGE ORDERING

I. V. Stasyuk, O. V. Velychko
Institute for Condensed Matter Physics of the National Academy of Sciences of Ukraine

1, Svientsitskii St., Lviv, UA–79011, Ukraine

The study of the electronic spectrum of the layered nanohybrid structure with a stage ordering reveals the effect

of such ordering with an increase of lattice constant in the direction perpendicular to the layer on the electronic

band structure of GaSe-type crystals. The analysis is performed for changes of the electronic spectrum and the

density of electronic states in the layered crystals produced by the structure modulation due to the appearance of

periodical blocks consisting of a small number of layers. A polymodal structure of the density of electronic states

is studied numerically as well as its dependence on the number of layers in the block for stage ordered crystals of

the GaSe-type.
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