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Розглянуто динамiчну ґенерацiю щiлини у вейлiвському напiвметалi з кулонiвською вза-
ємодiєю в наближеннi найнижчого рiвня Ландау. Ефекти поляризацiї та екранування куло-
нiвської взаємодiї враховано в першому порядку теорiї збурень. Показано, що щiлина може
ґенеруватися у вiдсутностi носiїв заряду у станi з кiральною фазою при будь-якому значен-
нi константи зв’язку. За ненульової концентрацiї носiїв заряду ґенерацiя щiлини енерґетично
невигiдна.
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I. ВСТУП

Нещодавно такi новi матерiали, як дiракiвськi та
вейлiвськi напiвметали, привернули до себе значну
увагу i швидко перемiстилися на переднiй край теоре-
тичних i експериментальних дослiджень [1–4]. Особ-
ливi властивостi цих двовимiрних i тривимiрних ма-
терiалiв пов’язанi з незвичайними властивостями їх
низькоенерґетичних збуджень, якi описують за допо-
могою, вiдповiдно, рiвняння Дiрака або Вейля.

Прикладом двовимiрного дiракiвського напiвмета-
лу є графен. Справдi, в енерґетичному спектрi гра-
фену є так званi дiракiвськi точки, або вузли, тобто
такi точки в зонi Брiллюена, де валентна зона та зона
провiдностi дотикаються. В околi цих точок ефектив-
на теорiя безспiнового графену набуває дiракiвської
форми H = v(kxσx + kyσy), де σ є матрицями Пау-
лi [5]. Саме завдяки наявностi дiракiвських точок по-
близу поверхнi Фермi графен має свої особливi влас-
тивостi, такi, як висока мобiльнiсть носiїв та електро-
провiднiсть.

Iсторично першим тривимiрним дiракiвським ма-
терiалом є вiсмут [6–9]. Електроннi стани цього ме-
талу можна описати за допомогою масивного рiвнян-
ня Дiрака. Пiзнiше було помiчено [10, 11], що вели-
чина ефективної маси може бути змiнена допуван-
ням вiсмуту сурмою. При концентрацiї x ≈ 0.03 сплав
Bi1−xSbx перетворюється на дiракiвський напiвметал
i являє собою тривимiрний аналог графену.

Для того, щоб отримати вейлiвський напiвметал
з дiракiвського, необхiдно порушити симетрiю що-
до обертання часу або симетрiю вiдносно просторо-
вої iнверсiї, що можна зробити, наприклад, за раху-
нок магнiтного або електричного полiв вiдповiдно. У
результатi тривимiрна дiракiвська точка розщепить-
ся на два вейлiвськi вузли протилежної кiральностi,
рознесенi в iмпульсному просторi, або по енерґiї.

Гарним прикладом динамiчного перетворення дi-
ракiвського напiвметалу у вейлiвський є динамiчна
ґенерацiя параметра кiрального зсуву, тобто вiдста-
нi мiж вейлiвськими вузлами в iмпульсному просто-

рi, розглянута у статтi [12]. У нiй автори показали,
що вiдстань мiж вейлiвськими вузлами залежатиме
вiд величини зовнiшнього магнiтного поля та констан-
ти взаємодiї. Як можливе експериментальне пiдтвер-
дження цього факту вкажемо працю [13], де вивче-
но транспортнi характеристики Bi0.97Sb0.03 в зовнiш-
ньому магнiтному полi. Для магнiтного поля 0.1 T ≤
B ≤ 4 T спостерiгався так званий “неґативний” магне-
тоопiр, який пояснено наявнiстю кiральної аномалiї,
зумовленої розщепленням дiракiвського вузла на два
вейлiвськi. Проте зростання опору для полiв B ≥ 4 T
залишилося не поясненим. Можливою причиною цьо-
го явища є динамiчна ґенерацiя щiлини, зумовлена
наявнiстю кулонiвської взаємодiї та магнiтного поля.
Справдi, магнiтне поле може приводити до ґенерацiї
щiлини, подiбно до магнiтного каталiзу, розглянутого
в працях [14,15]. Ґенерацiю щiлини за контактної вза-
ємодiї розглянуто в роботах [16–19]. Проте у зв’язку з
малою густиною зарядiв на поверхнi Фермi у вейлiв-
ських напiвметалах ефекти взаємодiї суттєво не змi-
нюють далекодiючого характеру кулонiвської взаємо-
дiї, тому її врахування разом з ефектами поляризацiї
є досить важливим для точнiшого опису.

Отже, основною метою цiєї статтi є дослiджен-
ня впливу бiльш реалiстичної кулонiвської взаємо-
дiї на ґенерацiю щiлини у вейлiвських напiвметалах.
У зв’язку зi згаданими експериментами [13] важли-
во врахувати наявнiсть зовнiшнього магнiтного поля,
принаймнi в наближеннi найнижчого рiвня Ландау,
що є виправданим для сильних полiв.

Надалi, для зручностi будемо використовувати сис-
тему одиниць ~ = c = 1.

II. МОДЕЛЬ

Розгляньмо модель вейлiвського напiвметалу з та-
ким гамiльтонiаном:

H(W) = H
(W)
0 +Hint, (1)

де
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H
(W)
0 =

∫

d3
r vFψ

†(r)

×
(

σ · (−i∇− b0) 0
0 −σ · (−i∇ + b0)

)

ψ(r) (2)

є вiльним гамiльтонiаном, який описує два вейлiвськi
вузли протилежної кiральностi (що вимагається тео-
ремою Нiльсена–Нiномiї [20]), роздiленi вектором 2b0

в iмпульсному просторi. Iдучи за [12, 19, 21, 22], буде-
мо називати параметр b0 початковим кiральним зсу-
вом. Окрiм того, вживатимемо такi позначення: vF —
швидкiсть Фермi i σ = (σx, σy, σz) — матрицi Паулi.

Гамiльтонiан Hint описує кулонiвську взаємодiю i
має вигляд

Hint =
1

2

∫

d3
rd3

r
′ ψ†(r)ψ(r)U(r − r

′)ψ†(r′)ψ(r′), (3)

де

U(r − r
′) =

e2

κε0|r− r′| (4)

є кулонiвським потенцiалом, а κ — дiелектричною
проникнiстю речовини. Включення магнiтного поля
вiдбувається стандартно: ∇ → ∇ + ieA. Векторний
потенцiал A = (0, xB, 0) описує в калiбровцi Лан-
дау постiйне магнiтне поле B, направлене вздовж осi
z. Використовуючи кiральне представлення для мат-
риць Дiрака

γ0 =

(

0 −I
−I 0

)

, γ =

(

0 σ

−σ 0

)

,

γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3 =

(

I 0
0 −I

)

, (5)

де I є двовимiрною одиничною матрицею, отримаємо
такий вираз для повного гамiльтонiана:

H(D)
mag =

∫

d3
r ψ̄(r)

[

−ivF (γ · (∇ + ieA)) − µ0γ
0 − vF(b0 · γ)γ5

]

ψ(r)

+
e2

2κε0

∫

d3
rd3

r
′ ψ̄(r)γ0ψ(r)

1

|r − r′| ψ̄(r′)γ0ψ(r′). (6)

III. РIВНЯННЯ ДЛЯ ЩIЛИНИ

Виведення рiвнянь для щiлини розпочнiмо з отримання фермiонних пропаґаторiв. Як випливає з кiнетичної
частини гамiльтонiана (6), обернений вiльний фермiонний пропаґатор має такий вигляд:

iS−1(r, r′) =
[

(i∂t + µ0)γ
0 − vF(π · γ) + vF(b0 · γ)γ5

]

δ4(r − r′), (7)

де r = (t, r), а π ≡ −i∇ + eA. Для повного оберненого пропаґатора можемо написати такий самоузгоджений
анзац:

iG−1(r, r′) =
[

(i∂t + µ)γ0 − vF(π · γ) + γ0(µ̃ · γ)γ5e−2i(b′·r)γ5

+ vF(b · γ)γ5 − ∆e−2i(b′·r)γ5
]

δ4(r − r′), (8)

де b — перенормований за рахунок взаємодiї па-
раметр кiрального зсуву i ∆e−2i(b′·r)γ5

є загальною
формою щiлини. Така форма кiрального конденсату,
де електрони та дiрки спарюються з повним момен-
том 2b′, нагадує стан Ларкiна–Овчиннiкова–Фулде–
Феррела (ЛОФФ) [23, 24] в теорiї надпровiдностi. На
фермiоннi пропаґатори (7) та (8) можна також диви-
тися як на узагальнення вiдповiдних виразiв iз праць
[21, 22, 25].

На щастя, фазовий множник може бути усунутий
за допомогою кiрального перетворення

G−1(r, r′) = e−i(b′·r)γ5Ḡ−1(r, r′)e−i(b′·r′)γ5 , (9)

де Ḡ−1(r, r′) є оберненим фермiонним пропаґатором
зi звичайною дiракiвською масою ∆ та зi змiненим
кiральним зсувом b → b̄ = b−b

′. Параметр µ̃ можна
зiставити з аномальним магнiтним моментом. Пара-
метри µ0 та µ є вiдповiдно термодинамiчним та ефек-
тивним хiмiчними потенцiалами. Варто зазначити, що

в цiй статтi не розглянуто перенормування кiнетичної
частини (π ·γ). Це наближення виправдане, оскiльки
такi доданки не порушують кiральної симетрiї, а отже
суттєво не впливають на ґенерацiю щiлини.

Використовуючи формалiзм Корнуела–Джекiва–
Томбулiса [26] та нехтуючи фотонним внеском запи-
шiмо ефективну дiю

Γ(G) = −iTr[LnG−1 + S−1G− 1]

−e
2

2

∫

d4rd4r′
(

tr
[

γ0G(r, r)
]

D(r, r′)tr
[

γ0G(r′, r′)
]

−tr
[

γ0G(r, r′)D(r, r′)γ0G(r′, r)
]

)

, (10)

де D(r, r′) = D(r − r′) = U(r − r
′)δ(t − t′)/e2, слiд

у першому доданку взятий у функцiональному сен-
сi, а в наступних — за спiнорним iндексом. Iз мiнi-
муму ефективної дiї δΓ(G)

δG
= 0 отримуємо рiвняння

Швiнґера–Дайсона
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iG−1(r, r′) = iS−1(r, r′) (11)

−e2
{

γ0G(r, r′)γ0 − γ0 tr[γ0G(r, r)]
}

D(r − r′).

Перший доданок у фiгурних дужках описує обмiнну
(фокiвську), а останнiй — пряму (гартрiвську) взає-
модiї. Використовуючи загальну нейтральнiсть зраз-
ка та закон Ґаусса

Qext − e tr[γ0G(r, r)] = 0, (12)

можна показати, що гартрiвський доданок зникає. У
рiвняннi (11) перейдiмо до пропаґаторiв без фази:

iḠ−1(r, r′) = iS̄−1(r, r′) (13)

−e2γ0Ḡ(r, r′)γ0D(r − r′),

де S̄−1(r, r′) збiгається з (7), але з замiною b0 → b̄0 =
b0 −b

′. Далi в iмпульсному просторi маємо такий ви-
раз для фотонного пропаґатора:

D(ω,k) =
1

κε0 [k2 + Π(ω,k)]
, (14)

де Π(ω,k) — поляризацiйна функцiя. Оскiльки но-
сiї заряду у вейлiвських напiвметалах є вiдносно по-
вiльними, то залежнiстю поляризацiйної функцiї вiд
частоти можна знехтувати Π(ω,k) ≈ Π(0,k). Повний
обернений пропаґатор (8) можна записати у зручнi-
шiй змiшанiй координатно-iмпульснiй формi:

iḠ−1(ω, k3; r⊥, r
′
⊥) = i

∫

dt dz e−iωt+ik3zḠ−1(t, z; r⊥, r
′
⊥)

=
[

(ω + µ)γ0 − vF(π⊥ · γ) − vFk3γ
3 + γ0(µ̃ · γ)γ5 + vF(b̄ · γ)γ5 − ∆

]

δ2(r⊥ − r
′
⊥), (15)

де π = {π⊥,−i∂3}. Далi будемо вважати: µ̃ = (0, 0, µ̃), b̄0 =
(

0, 0, b̄0
)

та b̄ =
(

0, 0, b̄
)

.
Детальнi розрахунки фермiонних пропаґаторiв у представленнi рiвнiв Ландау є доволi громiздкими й мо-

жуть бути знайденi в багатьох роботах (див., наприклад, працi [22,25]). Наведемо лише остаточнi результати в
наближеннi найнижчого рiвня Ландау. Це наближення виправдане в сильних магнiтних полях, якi розгляда-
тимемо в цiй статтi. Отже, маємо такi вирази для повного, вiльного, оберненого повного та оберненого вiльного
пропаґаторiв вiдповiдно:

Ḡ(ω, k3; r⊥, r
′
⊥) = eiΦ(r⊥,r′⊥)G̃(ω, k3; r⊥ − r

′
⊥) = ieiΦ(r⊥,r′⊥) e

−
ξ
2

2πl2
F (ω, k3)P−

D̃(ω, k3)
,

S̄(ω, k3; r⊥, r
′
⊥) = eiΦ(r⊥,r′⊥)S̃(ω, k3; r⊥ − r

′
⊥) = ieiΦ(r⊥,r′⊥) e

−
ξ
2

2πl2
F0(ω, k3)P−

D̃0(ω, k3)
,

iḠ−1(ω, k3; r⊥, r
′
⊥) = ieiΦ(r⊥,r′⊥)G̃−1(ω, k3; r⊥ − r

′
⊥) = eiΦ(r⊥,r′⊥) e

−
ξ
2

2πl2
Q(ω, k3)P−,

iS̄−1(ω, k3; r⊥, r
′
⊥) = ieiΦ(r⊥,r′⊥)S̃−1(ω, k3; r⊥ − r

′
⊥) = eiΦ(r⊥,r′⊥) e

−
ξ
2

2πl2
Q0(ω, k3)P−, (16)

де

F̃ (ω, k3) =
(

ω + µ− iγ0γ1γ2µ̃
)2 − v2

Fk
2
3 −

(

∆ + ivFγ
0γ1γ2b̄

)2
+ 2iγ1γ2

(

µ̃+ vFb̄γ
0
)

vFk3γ
3,

F (ω, k3) =
[

(ω + µ)γ0 − vFk3γ
3 − ivFb̄γ

0γ1γ2 + ∆ + iµ̃γ1γ2
]

F̃ (ω, k3),

D̃(ω, k3) =
[

(ω + µ)
2

+ µ̃2 − ∆2 − v2
Fb̄

2 − v2
Fk

2
3

]2

− 4
[

v2
Fk

2
3

(

v2
Fb̄

2 − µ̃2
)

+
(

vFb̄∆ + µ̃ (ω + µ)
)2

]

,

Q(ω, k3) = (ω + µ)γ0 − vFk3γ
3 + vFb̄ iγ

0γ1γ2 − ∆ + µ̃iγ1γ2, (17)

а нижнiй iндекс 0 у коефiцiєнтiв формули (16) означає такi замiни: µ → µ0, b̄ → b̄0, µ̃ → µ̃0 та ∆ → 0. Також
було вжито такi скорочення:

s⊥ = sign(eB), P± =
1 ± i s⊥γ

1γ2

2
,

ξ =
(r⊥ − r

′
⊥)2

2 l2
, Φ(r⊥, r

′
⊥) =

−s⊥(x + x′)(y − y′)

2 l2
. (18)

У рiвняннi Швiнґера–Дайсона (13), швiнґерiвська фаза Φ(r⊥, r
′
⊥) може бути скороченою, а саме рiвняння

переписане в координатно-iмпульсному виглядi

iG̃−1(ω, k3; r⊥) = iS̃−1(ω, k3; r⊥) − e2

ε0κ

∫ ∞

−∞

dΩ

2π

∫ ∞

−∞

dq3
2π

γ0G̃(Ω, q3; r⊥)γ0D (k3 − q3,−r⊥) , (19)
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де

D (k3 − q3, r⊥) =

∫ ∞

0

k⊥dk⊥
2π

J0 (k⊥r⊥)

(k3 − q3)2 + k2
⊥ + Π(0; k3 − q3,k⊥)

, (20)

тут J0(k⊥r⊥) — функцiя Бесселя першого роду 0-го порядку.

Пiсля iнтеґрування за r⊥ та спрощення отримуємо
такi рiвняння:

∆̃ = ∆ + s⊥µ̃ =
ie2

2 ε0κ
T1, ∆ = s⊥µ̃, (21)

µ̄− µ̄0 = − ie2

2 ε0κ
T2, µ− µ0 = s⊥(b̄0 − b̄), (22)

де µ̄ = µ−s⊥b̄, µ̄0 = µ0−s⊥b̄0 i вжито такi скорочення

T1 =

∫ ∞

−∞

dΩ

2π

∫ ∞

−∞

dq3
2π

× tr

[

F (Ω,−q3)L(1)(k3 − q3)P−

D̃(Ω, q3)

]

, (23)

T2 =

∫ ∞

−∞

dΩ

2π

∫ ∞

−∞

dq3
2π

× tr

[

γ0F (Ω,−q3)L(1)(k3 − q3)P−

D̃(Ω, q3)

]

, (24)

L(1)(k3 − q3) =

∫ ∞

0

dξ e−ξD
(

k3 − q3,
√

2l2ξ
)

. (25)

IV. ПОЛЯРИЗАЦIЙНА ФУНКЦIЯ

Перш нiж розв’язувати систему рiвнянь (21), (22),
врахуємо ефекти поляризацiї. У першому порядку
теорiї збурень буде такий вираз для поляризацiйної
функцiї [27, 28]:

Π(r, r′) = −i e2〈T̂ψ†(r)ψ(r)ψ†(r′)ψ(r′)〉
= −i e2 tr

[

γ0S(r, r′)γ0S(r′, r)
]

, (26)

а в змiшаному координатно-iмпульсному представ-
леннi маємо

Π(0, k3; r⊥, r
′
⊥) =

−i e2
ε0κ

∫

dΩ dp3

(2π)2
(27)

× tr
[

γ0S̄(Ω, p3; r⊥, r
′
⊥)γ0S̄(Ω, p3 + k3; r

′
⊥, r⊥)

]

,

де було знехтувано залежнiстю поляризацiйної функ-
цiї вiд частоти. Використовуючи формули (16), легко
бачити, що швiнґерiвська фаза скорочується. Отже,
у наближеннi найнижчого рiвня Ландау маємо

Π(0,k) = i
e2

2πl2ε0κ

[

R(k3)e
−

k2
⊥l2

2

]

, (28)

де

R(k3) =

∫

dΩ dp3

(2π)2
Ω̃2 + v2

F

(

b̄0 + p3 + k3

) (

b̄0 + p3

)

[

Ω̃2 − v2
F

(

b̄0 + p3 + k3

)2
] [

Ω̃2 − v2
F

(

b̄0 + p3

)2
] +

(

b̄0 → −b̄0
)

(29)

i вжито скорочення Ω̃ = Ω + µ0. Iнтеґрал за частотою має таку форму:
∫ ∞

−∞

dΩ
Ω̃2 + C0

(

Ω̃2 −B2
0

) (

Ω̃2 −A2
0

) =

∫ ∞

−∞

dΩ

B2
0 −A2

0

[

C0 +B2
0

Ω̃2 −B2
0

− C0 +A2
0

Ω̃2 −A2
0

]

. (30)

Кожен iз доданкiв у квадратних дужках може бути спрощений аналогiчно. Згiдно з [29], для того щоб
проiнтеґрувати за Ω у системi з ненульовим хiмiчним потенцiалом, необхiдно використати таку замiну:
Ω → Ω + iε sign(Ω). Остаточно, використовуючи формулу Сохоцького,

1

x± iε
= v.p.

1

x
∓ πiδ(x) (31)

обчислюємо
∫ ∞

−∞

dΩ

Ω̃ + iε sign
(

Ω̃ − µ0

)

−B0

= πi [Θ (µ0 −B0) − Θ (B0 − µ0)] . (32)

Пiсля деяких перетворень отримуємо такий допомiжний результат:
∫ ∞

−∞

dΩ
Ω̃2 + C0

(

Ω̃2 −B2
0

)(

Ω̃2 −A2
0

) =
π i

B2
0 −A2

0

[

Θ (A0 − |µ0|)
C0 +A2

0

A0
− Θ (B0 − |µ0|)

C0 +B2
0

B0

]

. (33)
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У кiнцевому результатi, використовуючи спiввiдно-
шення (33) та iнтеґруючи за p3 у (29), маємо наступ-
ний вираз для поляризацiйної функцiї

Π(0,k) =
2e2

(2πl)2ε0κ vF
e−

k2

⊥l2

2 . (34)

Цiкаво, що незважаючи на наявнiсть хiмiчного потен-
цiалу та кiрального зсуву, цей результат збiгається з
вiдповiдним виразом у роботi [27]. Використовуючи
рiвняння (34) та наближення найнижчого рiвня Лан-
дау, можна застосувате наступне наближення, яке з
∼ 10% точнiстю вiдповiдає безпосередньому чисель-
ному розрахунку iнтеґралiв у виразi (25)

L(1)(k3 − q3) ≈
∫

q

2

l2

0

k⊥dk⊥
2π

1

(k3 − q3)2 + k2
⊥ + Π0

=
1

4π
ln

∣

∣

∣

∣

∣

(k3 − q3)
2

+ Π0 + 2
l2

(k3 − q3)
2

+ Π0

∣

∣

∣

∣

∣

, (35)

де Π0 = 2e2

(2πl)2ε0κ vF

. Суттєвою перевагою цього набли-
ження є можливiсть отримати аналiтичний вираз.

V. РОЗВ’ЯЗАННЯ РIВНЯНЬ ДЛЯ ЩIЛИНИ

Обчислюючи слiд у виразах (23) та (24), маємо:

T1 = 2

∫

dΩ dq3
(2π)2

∆̃L(1)(k3 − q3)
(

Ω̃ − s⊥vFb̄0

)2

− v2
Fq

2
3 − ∆̃2

,

T2 = 2

∫

dΩ dq3
(2π)2

(

Ω̃ − s⊥vFb̄0

)

L(1)(k3 − q3)
(

Ω̃ − s⊥vFb̄0

)2

− v2
Fq

2
3 − ∆̃2

. (36)

Подiбно до розрахунку поляризацiйної функцiї можна легко взяти iнтеґрали за Ω. У результатi отримаємо

T1 =
−i
2π

∆̃

[

∫ ∞

−∞

dq3 − Θ
(

µ̄2 − ∆̃2
)

∫ Λ′

−Λ′
dq3

]

L(1)(k3 − q3)
√

v2
Fq

2
3 + ∆̃2

,

T2 =
i

2π
sign(µ̄)

[

Θ
(

µ̄2 − ∆̃2
)

∫ Λ′

−Λ′
dq3

]

L(1)(k3 − q3), (37)

де Λ′ =

√
µ̄2−∆̃2

vF
. У T2 iнтеґрал за q3 можна обчислити в явному виглядi

T2 =
i

8π2
sign(µ̄)Θ

(

µ̄2 − ∆̃2
)

[

(k3 + Λ′) ln

∣

∣

∣

∣

∣

(k3 + Λ′)2 + Π0 + 2
l2

(k3 + Λ′)2 + Π0

∣

∣

∣

∣

∣

+ 2

√

Π0 +
2

l2
arctan





k3 + Λ′

√

Π0 + 2
l2



 − 2
√

Π0 arctan

(

k3 + Λ′

√
Π0

)



 −
(

Λ′ → −Λ′
)

. (38)

Далi iнтеґрування за q3 в T1 проводитимемо лише з
використанням чисельних методiв.

Використовуючи вираз для T1 iз системи (37) та
рiвняння (21), можна бачити, що оскiльки ∆̃ є однако-
вим множником як для лiвої, так i для правої частини
рiвняння (21), то в системi може iснувати i тривiаль-
ний ∆̃ = 0, i нетривiальний ∆̃ 6= 0 розв’язки. Окрiм
того, що нетривiальний розв’язок iснує для того, щоб
реалiзуватися як основний стан системи, вiн повинен
мати меншу енерґiю порiвняно зi станом iз ∆̃ = 0.

Застосовуючи формалiзм Корнуела–Джекiва–
Томбулiса [26], розрахуємо густину енерґiї Ẽ , яка ви-
ражається через ефективну дiю Γ, так: Ẽ = −Γ/VST,
де VST — просторово-часовий об’єм. Використовую-
чи рiвняння Швiнґера–Дайсона (13), густину енерґiї
можна записати у виглядi

Ẽ = i

∫

dω d3
k

(2π)4
(39)

× tr

[

iωγ0G̃(ω;k) +
1

2

(

S̃−1(ω;k)G̃(ω;k)
)

]

,

де було вiдкинуто неважливi при порiвняннi сталi до-
данки. Пiсля використання наступних виразiв

G̃(ω,k) = 2ie−k2

⊥l2 F (ω, k3)P−

D̃(ω, k3)
,

(40)

iS̃−1(ω,k) = 2e−k2

⊥l2Q0(ω, k3)P−,

та iнтеґрування за k⊥, рiвняння (39) можна записати
так:
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Ẽ =
−i

l2(2π)3

∫

dω dk3
ω̄(ω̄ − η) + v2

Fk
2
3

ω̄2 −M2
, (41)

де ω̄ = ω+µ̄, η = µ0−svFb̄0+µ−svFb̄, M2 = v2
Fk

2
3 +∆̃2.

Оскiльки далi нас цiкавитиме лише порiвняння енер-
ґiй двох можливих розв’язкiв, ∆̃ = 0 та ∆̃ 6= 0, то вiд
густини енерґiї (41) можна вiдняти доданки, незалеж-
нi вiд ∆̃. Отже, запишемо густину енерґiї у виглядi:

Ẽ =
−i

l2(2π)3

∫

dω dk3
−ηω̄ + 2v2

Fk
2
3 + ∆̃2

ω̄2 −M2
(42)

−
∫

dω dk3
i

(2π)3l2

= E +
2vF

(2πl)2

∫ ∞

0

dk3 k3 −
∫

dω dk3
i

(2π)3l2
,

де

E = − 1

(2π l)2vF

[

∆̃2

2
+ Θ

(

µ̄2 − ∆̃2
)

×
√

µ̄2 − ∆̃2 sign(µ̄)µ̄0

]

. (43)

Цей вираз мiстить лише важливу для порiвняння час-
тину густини енерґiї i є зручнiшим для використання.

Представимо тепер чисельний розв’язок системи
(21), (22). Згiдно з [30], для Bi0.88Sb0.12, vF = 3.5 ×
105 м/с. Згiдно з [31], κ ≈ 100. Магнiтне поле вважа-
ємо рiвним 5 T. Також будемо вважати k3 = 0. Слiд
зауважити, що за певних значень µ̄0 можливе iснуван-
ня двох значень ∆̃, якi задовольняють рiвняння (21).
Згiдно з виразом (43), обрано найбiльш енерґетично
вигiдний розв’язок, залежнiсть якого вiд µ̄0 показана
на рис. 1 та 2.

Користуючись цими даними, отримуємо значення
параметра щiлини в електрон-вольтах як функцiю
зовнiшнього магнiтного поля

∆̃ = 9.3 × 10−14
√

B[T] еВ, (44)

де B вимiрюється в теслах. Варто зазначити харак-
терну для кулонiвської взаємодiї кореневу залежнiсть
вiд магнiтного поля [14, 15]. Це значення параметра
щiлини дуже мале, що пов’язано з великим значен-
ням дiелектричної проникностi κ. Справдi, з огляду
на явище магнiтного каталiзу [14,15] малiсть парамет-
ра щiлини не є несподiванкою, адже в 3+1 вимiрнiй

КЕД ∆̃ ∝ e
−2 e2

√
κ . Тому для Bi0.88Sb0.12, ∆̃ можна по-

класти рiвним нулевi. Для матерiалiв iз κ ≈ 5 маємо
такий вираз для параметра щiлини:

∆̃ = 4.3× 10−4
√

B[T] еВ. (45)

Використовуючи вираз (43), можна порiвняти гус-
тини енерґiї тривiального ∆̃ = 0 та нетривiального
∆̃ 6= 0 розв’язкiв. Залежнiсть рiзницi густин енерґiй
E(∆̃) − E(0) вiд µ̄0 показана на рис. 3.

0.5 1.0 1.5 2.0

Μ0

10-11 Ñ vF l-1

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

D
�

10-11 Ñ vF l-1

Рис. 1. Залежнiсть динамiчного параметра ∆̃ вiд µ̄0.

0.5 1.0 1.5 2.0

Μ0

10-11 Ñ vF l-1

0.5

1.0

1.5

Μ

10-11 Ñ vF l-1

Рис. 2. Залежнiсть динамiчного параметра µ̄ вiд µ̄0.

0.2 0.4 0.6 0.8

Μ0

10-11 Ñ vF l-1

-1.0

-0.5

EHD
� L-EH0L

Ñ vF Hl�106L-4

Рис. 3. Залежнiсть рiзницi густин енерґiй E(∆̃) − E(0)
вiд µ̄0.

Отже, за певних значень µ̄0 iснує нетривiальний
розв’язок (44). Розрахуймо тепер густину носiїв за-
ряду.

N = 〈ψ†(r)ψ(r)〉 = − tr
(

γ0G(r, r)
)

= −2i

∫

dω d3
k

(2π)4
e−k2

⊥l2 ω̄

ω̄2 − v2
Fk

2
3 − ∆̃2

=

=
sign(µ̄)Λ′Θ

(

µ̄2 − ∆̃2
)

(2πl)2
. (46)

Як видно з виразу (46), N 6= 0 при ∆̃ < µ̄, що зав-
жди виконується для тривiального розв’язку. Для не-
тривiального розв’язку, коли вiн реалiзується як ос-
новний стан системи, виконується зворотна нерiвнiсть
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∆̃ > µ̄. Отже, нетривiальний розв’язок вiдповiдає ну-
льовiй густинi носiїв заряду.

VI. ВИСНОВКИ

У цiй працi вивчено ґенерацiю щiлини у вейлiвсько-
му напiвметалi з кулонiвською взаємодiєю в зовнiш-
ньому магнiтному полi. Використовуючи формалiзм
Корнуела–Джекiва–Томбулiса, ми отримали рiвнян-
ня для щiлини (21) i (22). Окрiм того, були врахо-
ванi ефекти поляризацiї та екранування в першому
порядку теорiї збурень. Аналiзуючи данi, наведенi на
рис. 1, 2 та 3, було показано, що нетривiальний розв’я-
зок для параметра щiлини ∆̃, значення якого дається
рiвняннями (44) та (45), може iснувати, але вiдповiдає
нульовiй густинi носiїв заряду. При ненульовiй кон-
центрацiї носiїв заряду ґенерацiя щiлини енерґетично
невигiдна.

Можливо, при врахуваннi вищих рiвнiв Ландау си-
туацiя змiниться, але у зв’язку з тим, що динамiчнi

параметри є функцiями вiд (π · γ)
2 i залежать вiд но-

мера рiвня, ми будемо мати справу вже з цiлим набо-
ром параметрiв щiлини, кожен з яких вiдповiдає пев-
ному рiвню. Таке розширення майже унеможливлює
аналiтичнi розрахунки. Також у цiй роботi розгляну-
то спрощену iзотропну модель вейлiвського напiвме-
талу, хоча в реальних матерiалах, таких, як сплави
вiсмуту, телуру та сурми, анiзотропiя має бути вра-
хована. Окрiм того, можливе врахування ефектiв по-
ляризацiї у вищому порядку. Вiдповiдний аналiз буде
зроблено в iнших статтях. Однак можна вважати, що
нашi якiснi результати будуть справедливими i для
бiльш реалiстичних моделей.
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GAP GENERATION IN WEYL SEMIMETALS WITH COULOMB INTERACTION IN
THE EXTERNAL MAGNETIC FIELD
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We consider a dynamical gap generation in the Weyl semimetal with the Coulomb interaction in the lowest
Landau level approximation. The effects of polarization and screening of the Coulomb interaction are included
in the first-order of perturbation theory. It was shown that the gap can be generated in the absence of charge
carriers in the state with a chiral phase at any value of the coupling constant. The gap generation at nonzero
charge density is energetically unfavorable.
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