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У межах модифiкованої моделi протонного впорядкування сеґнетоактивних сполук сiм’ї
KH2PO4 з урахуванням лiнiйних за деформацiями ε6 i ε4 внескiв в енерґiю протонної систе-
ми, але без врахування тунелювання в наближеннi чотиричастинкового кластера розраховано
й дослiджено статичнi дiелектричнi, п’єзоелектричнi та пружнi характеристики антисеґне-
тоелектрикiв NH4H2РO4 та NН4Н2AsO4. За належного вибору мiкропараметрiв отримано в
парафазi добрий кiлькiсний опис вiдповiдних експериментальних даних для цих кристалiв.
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I. ВСТУП

Серед представникiв сiм’ї KH2PO4 особливе мiсце
займають антисеґнетоелектричнi кристали дигiдро-
фосфату амонiю NH4H2РO4 (АDP) та дигiдроарсе-
нату амонiю NН4Н2AsO4 (АDА).

Вони в параелектричнiй фазi кристалiзуються у
класi 4·m тетрагональної сингонiї (просторова група
I42d з нецентросиметричною точковою групою D2d)
i тому мають п’єзоелектричнi властивостi. Прикла-
даючи електричнi поля та зсувнi напруги певної си-
метрiї, маємо змогу вивчати вплив п’єзоелектричного
зв’язку на фазовий перехiд та фiзичнi характеристи-
ки цих кристалiв. Дослiджено вплив п’єзоелектрич-
ного зв’язку на фазовий перехiд та деякi фiзичнi ха-
рактеристики антисеґнетоелектрика АDP у працi [1].

У цiй роботi в межах модифiкованої протонної
моделi з урахуванням лiнiйних за деформацiями
ε6 i ε4 внескiв в енерґiю протонної системи, але
без урахування тунелювання протонiв на водневих
зв’язках у наближеннi чотиричастинкового класте-
ра розраховано поздовжнi й поперечнi дiелектричнi,
п’єзоелектричнi та пружнi характеристики антисеґ-
нетоелектрикiв NH4H2PO4 i NН4Н2AsO4. Детально

проаналiзовано вплив iзоморфного замiщення P →
As на термодинамiчнi характеристики цих кристалiв.

II. ГАМIЛЬТОНIАН ПРОТОННОЇ МОДЕЛI

Будемо розглядати систему протонiв, якi рухають-
ся на O–Н. . . O зв’язках в антисеґнетоелектриках ти-
пу ADР. Примiтивна комiрка ґратки Браве цих крис-
талiв складається з двох тетраедрiв PO4 (AsO4) ра-
зом з чотирма водневими зв’язками, що належать до
одного з них (тетраедра типу “A”); водневi зв’язки,
якi пiдходять до другого тетраедра (типу “B”), на-
лежать чотирьом найближчим структурним елемен-
там, якi його оточують. Спонтанна поляризацiя в цьо-
му кристалi внаслiдок антиполярного розмiщення ди-
польних моментiв водневих зв’язкiв дорiвнює нулевi.
Якщо зовнiшнє електричне поле прикладено вздовж
осей a i c, то в результатi виникають вiдмiннi вiд нуля
iндукованi поляризацiї.

Модельний гамiльтонiан протонної системи ADP
(ADA) з урахуванням короткосяжних i далекосяжних
взаємодiй при прикладаннi до кристала механiчних
напруг σ6 = σxy i σ4 = σyz та зовнiшнiх електричних
полiв E3 i E1, якi напрямленi вздовж кристалогра-
фiчних осей c i a, складається iз затравної та псевдо-
спiнової частин:
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де N — кiлькiсть примiтивних комiрок, v — об’єм
примiтивної комiрки, cE0

ij , cE0
44 , cE0

66 , e014, e
0
36, χ

ε0
11, χ

ε0
33

— затравнi пружнi сталi, коефiцiєнти п’єзоелектрич-
ної напруги та дiелектричнi сприйнятливостi, σqf —
оператор z-компоненти псевдоспiну, який описує стан
протона, що перебуває в q-iй комiрцi на f -ому зв’яз-
ку. Власнi значення оператора σqf = ±1 вiдповiда-

ють двом можливим рiвноважним положенням про-
тона на водневому зв’язку.

Сьомий i восьмий доданки — врахованi в наближен-
нi молекулярного поля далекосяжна взаємодiя мiж
протонами i непряма взаємодiя протонiв через коли-
вання ґратки та лiнiйне за деформацiями ε4 i ε6 се-
реднє поле [2], iндуковане п’єзоелектричним зв’язком:
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(1)x
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4νa(0) = J11(0) − J13(0), 4νc(0) = J11(0) + 2J12(0) + J13(0), (2.2)

а k
z = 1/2(b1+b2+b3), b1, b2, b3 — вектори оберненої

ґратки, eik
z
aq = ±1, ψ4, ψ6 – деформацiйнi потенцiа-

ли.
Дев’ятий–шiстнадцятий доданки в (2.1) — гамiль-

тонiан короткосяжних взаємодiй, а
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де εs, εa, ε1, ε0 — конфiґурацiйнi енерґiї дейтронiв
бiля тетраедра PO4, а ε′, w′, w′

1 — антисеґнетоелект-
ричнi енерґiї розширеної моделi Слетера–Такаґi.

Останнiй доданок описує взаємодiю гратки iз зов-
нiшнiми електричними полями. Ефективнi дипольнi
моменти примiтивної комiрки вздовж осей в розра-
хунку на дейтронний зв’язок мають таку симетрiю:

µ3 = µ13 = µ23 = µ33 = µ43,

µ1 = −µ11 = µ31, µ21 = µ41 = 0.

Дiелектричнi, п’єзоелектричнi i пружнi характе-
ристики кристалу АDP будемо вивчати на основi
термодинамiчного потенцiалу. Враховуючи специфi-
ку кристалiчної структури ADP (ADA) для розра-
хунку термодинамiчного потенцiалу використаємо на-
ближення чотиричастинкового кластера [3]. У цьому

наближеннi термодинамiчний потенцiал ADP в роз-
рахунку на примiтивну комiрку має такий вигляд:

g =
1

2
cE0
44 ε

2
4 +

1

2
cE0
66 ε

2
6 − e014ε4E1 − e036ε6E3

−
1

2
χε011E

2
1 −

1

2
χε033E

2
3 +

1

2

∑

qq′

ff ′

Jff ′(qq′)
〈σqf 〉

2

〈σq′f ′〉

2

−
1

2
T

4
∑

f=1

lnZ1f − T lnZ4 − v(σ4ε4 + σ6ε6), (2.3)

де Z1f = Sp e−βĤ
(1)
qf , Z4 = Sp e−βĤ

(4)
q — одночастинко-

ва i чотиричастинкова статистичнi суми.

III. СТАТИЧНI ДIЕЛЕКТРИЧНI,
П’ЄЗОЕЛЕКТРИЧНI I ПРУЖНI

ХАРАКТЕРИСТИКИ
АНТИСЕҐНЕТОЕЛЕКТРИКIВ ТИПУ

NH4H2PO4

Розрахувавши власнi значення чотиричастинково-
го та одночастинкових гамiльтонiанiв, знаходимо чо-
тиричастинкову та одночастинковi статистичнi суми
i вираз термодинамiчного потенцiалу.
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З умов термодинамiчної рiвноваги отримуємо рiв-
няння для деформацiй ε4 i ε6 та поляризацiй Pi i P3.

Використовуючи цi системи рiвнянь, знаходимо ви-
рази для поперечних i поздовжнiх дiелектричних, п’є-

зоелектричних i пружних характеристик ADP i ADA,
а саме:

iзотермiчнi статичнi дiелектричнi сприйнятливостi
механiчно затиснутого недеформованого кристала
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де

æ
b = bb1 chx, f6 = δs6aas − δ162bb1 chx;

iзотермiчнi пружнi сталi при сталому полi недеформованого кристала в антисеґнетоелектричнiй фазi в такому
виглядi:
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iзотермiчнi сталi п’єзоелектричної напруги

h14 =
e14
χε11

, h36 =
e36
χε33

; (3.7)

iзотермiчнi пружнi сталi при сталiй поляризацiї

cP44 = cE44 + e14h14, cP66 = cE66 + e36h36; (3.8)

iзотермiчнi коефiцiєнти п’єзоелектричної деформацiї

d14 =
e14

cE44
, d36 =

e36

cE66
; (3.9)

iзотермiчнi сталi п’єзоелектричної деформацiї

g14 =
h14

cP44
, g36 =

h36

cP66
; (3.10)

iзотермiчнi статичнi дiелектричнi сприйнятливостi вi-
льного кристала

χσ11 = χε11 + e14d14, χσ33 = χε33 + e36d36. (3.11)

IV. ПОРIВНЯННЯ РЕЗУЛЬТАТIВ ЧИСЛОВИХ
РОЗРАХУНКIВ З ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНИМИ

ДАНИМИ

Перейдiмо тепер до аналiзу результатiв число-
вих розрахункiв дiелектричних, п’єзоелектричних та
пружних характеристик кристала ADA та порiвняй-
мо їх з вiдповiдними експериментальними даними.
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Зазначимо, що розвинена в попереднiх роздiлах те-
орiя, строго кажучи, справедлива для кристала ти-
пу ND4D2AsO4. Беручи до уваги встановлений у пра-
цях [4,5] ефект пригнiчення тунелювання в сеґнетоак-
тивних сполуках сiм’ї KH2PO4, будемо вважати, що
запропонована в цiй роботi теорiя справедлива i для
NH4H2AsO4. Оскiльки бiльшiсть експериментальних
даних для розрахованих нами фiзичних характерис-
тик антисеґнетоелектрика ADA наявнi лише у пара-
електричнiй фазi, то й числовi розрахунки цих харак-
теристик проведемо лише для температур T > TN .

Для обчислення в параелектричнiй фазi темпера-
турних залежностей фiзичних характеристик криста-
ла ADA, отриманих у межах розвиненої теорiї, необ-
хiдно задати значення таких параметрiв: енерґiї про-
тонних конфiґурацiй ε′, w′; параметрiв далекосяж-
ної взаємодiї νc(0), νa(0); деформацiйних потенцiалiв

ψ6, δs6, δ16, δa6; ψ4, δa4, δ14; ефективних дипольних
моментiв µ3, µ1; затравних статичної дiелектричної
сприйнятливостi χε033, χ

ε0
11, коефiцiєнтiв п’єзоелектрич-

ної напруги e036, e
0
14, пружних сталих cE0

66 , cE0
44 .

Розраховуючи значення об’єму примiтивної комiр-
ки v кристала, ADP узято рiвним 0.2110·10−21 см3

[13], ADA — 0.2275·10−21 см3 [14].

Затравнi характеристики визначають температур-
ну залежнiсть вiдповiдних фiзичних характеристик
далеко вiд температури фазового переходу Tc.

Для визначення перерахованих вище параметрiв ми
використали експериментальнi данi для температур-
них залежностей розрахованих фiзичних характерис-
тик кристалiв ADА. Оптимальний набiр параметрiв,
який використано для розрахунку фiзичних характе-
ристик дослiджуваних кристалiв, наведено в таблицi.

TN
ε′

kB

w′

kB

νa(0)
kB

νc

kB
, µ1, 10−18 µ3, 10−18, χ0ε

11 χ0ε
33

(K) (K) (K) (K) (K) (esu·cm) (esu·cm)

ADP 148 20 490 −40.0 −10.0 6.45 2.10 0.70 0.23

ADA 216 120 570 −40.0 −4.0 6.6 2.64 0.70 0.34

ψ4

kB

δa4

kB

δ14
kB

e014, 104 cE0
44 · 10−10

(K) (K) (K) (esu·cm2) (dyn/cm2)

ADP 120 94 82 250 8.9

ADA 360 44 −43 10000 6.9

ψ6

kB
, δs6

kB
, δa6

kB
, δ16

kB
, e036 c066 · 10−10

(K) (K) (K) (K) (esu/cm2) (dyn/cm2)

ADP −160 1400 100 −300 10000 7.9

ADA −10 1400 100 −300 10000 7.22

Таблиця. Набори оптимальних модельних параметрiв для кристалiв ADP i ADA.
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Рис. 1. Температурнi залежностi поздовжнiх статичних дiелектричних проникностей ADP (1) : ◦, • — [6]; 2 — [7] та
ADA (2): � — [8] i поперечних статичних дiелектричних проникностей ADP (1) — � [10], x — [9] i ADА (2) — � — [8].

Перейдiмо тепер до обговорення результатiв роз-
рахунку фiзичних характеристик кристалiв ADР та
ADА в межах запропонованої теорiї та порiвняймо от-
риманi результати з вiдповiдними експериментальни-
ми даними. На рис. 1 разом iз наявними експеримен-

тальними даними представленi розрахованi темпера-
турнi залежностi поздовжнiх та поперечних статич-
них дiелектричних проникностей антисеґнетоелект-
рикiв ADP i ADA. Результати розрахунку εσ33 i εε33 та
ε11 добре узгоджуються з експериментальними даними.
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Коефiцiєнт електромеханiчного зв’язку κ2
3 = (εσ33 −

εε33)/ε
σ
33 кристала ADP за температури переходу дося-

гає максимального значення 0.45 i повiльно зменшу-
ється, набуваючи при ∆T = 150 К величини 0.10. У

випадку ADA κ3 = 0.04 за температури ∆T = 150 К
рiзниця мiж εσ33 та εε33 є мало помiтною. Iзоморфне
замiщення P → As приводить до зменшення поздов-
жньої проникностi i збiльшення поперечної.

0 50 100 150
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3
x 10−6 d

36
, esu/dyn 

∆T, K

1 

2 

0 50 100 150
0

0.5

1

1.5

x 10−6

∆T, K 

d
14

,   esu / dyn 

1 

2 

Рис. 2. Температурнi залежностi коефiцiєнта п’єзоелектричної деформацiї d36 кристалiв ADP (1) : ◦ — [6] i ADА (2):
M — [12] та коефiцiєнта d14 кристалiв ADP (1) : ◦ — [11] i ADА (2): M — [12].
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Рис. 3. Температурнi залежностi коефiцiєнта п’єзоелектричної напруги e36 кристалiв ADP (1) : ◦ — [6] i ADА (2):
M — d36/sE

66 [12] та коефiцiєнта e14 кристалiв ADP (1) : ◦ — [11] i ADА (2): M — d14/sE

44 [12].
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Рис. 4. Температурнi залежностi сталих п’єзоелектричної напруги h36 кристалiв ADP (1) : ◦ — [6] i ADА (2):
M — [12] та сталої h14 кристалiв ADP (1) : ◦ — [11] i ADА (2): M — [12].
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Рис. 5. Температурнi залежностi сталих п’єзоелектричної деформацiї g36 кристалiв ADP (1) : ◦ — [6] i ADА (2):
M — [12] та сталої g14 кристалiв ADP (1) : ◦ — [11] i ADА (2): M — [12].
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Рис. 6. Температурнi залежностi пружних сталих c66 кристалiв ADP (1) : ◦ — [6] i ADА (2): M — 1/sE

66 [12] та сталої
c44 кристалiв ADP (1) : ◦ — [11] i ADА (2): M — 1/sE

44 [12].

Значення рiзницi теоретичних температурних за-
лежностей дiелектричних проникностей механiчно вi-
льного εσ11(0, T ) i механiчно затиснутого εε11(0, T )
кристалiв ADP i ADА є дуже малими, вони станов-
лять не бiльше 0.02%. Експериментально ця рiзниця
не вiдчутна i не спостерiгається.

На рис. 2–5 разом iз наявними експериментальними
даними наведенi температурнi залежностi коефiцiєн-
тiв i сталих п’єзоелектричної деформацiї й напруги
кристалiв ADP i ADА. Видно добру кiлькiсну узго-
дженiсть теоретичних результатiв з експерименталь-
ними даними.

За температури T = TN коефiцiєнти d36 i e36 на-
бувають скiнченних значень, а з пiдвищенням тем-
ператури зменшуються. Зазначимо, що з пiдвищен-
ням температури ∆T для антисеґнетоелектрика ADP
цi коефiцiєнти зменшується значно швидше, нiж
для ADА. Усi поздовжнi п’єзоелектричнi коефiцiєн-
ти ADP є бiльшими, нiж їх значення для ADА, а по-
перечнi п’єзомодулi ADА є бiльшими, нiж кристала
ADP.

Розрахованi температурнi залежностi пружних ста-
лих cE,P66 i cE44 кристалiв ADP i ADА разом з наявними
експериментальними даними наведено на рис.6. Бачи-
мо добре кiлькiсне узгодження теоретичних результа-
тiв з експериментальними даними. Пружнi сталi cE66
та cE44 кристалiв ADP i ADА при T = TN приймають

скiнченнi значення i слабо залежать вiд температу-
ри. Внаслiдок малих значень п’єзоелектричних кое-
фiцiєнта e14 i константи h14 майже не вiдрiзняються
значення пружних сталих cE44 i cP44. Пружнi сталi cE66
кристалiв ADP i ADА практично однаковi, а значен-
ня cE44 для кристалiв ADА приблизно в 1.3 разу меншi
вiд величини cE44 кристалiв ADP.

V. ПРИКIНЦЕВI ЗАУВАЖЕННЯ

У статтi в межах модифiкованої моделi протонно-
го впорядкування з урахуванням лiнiйних за дефор-
мацiями ε6 i ε4 внескiв в енерґiю протонної системи,
але без урахування тунелювання в наближеннi чоти-
ричастинкового кластера розраховано вiдповiднi тер-
модинамiчнi потенцiали. Використовуючи вiдповiднi
рiвняння стану, обчислено поздовжню й поперечну дi-
електричнi проникностi механiчно затиснутого та ме-
ханiчно вiльного кристалiв, їх поперечнi й поздовжнi
п’єзоелектричнi характеристики та пружнi сталi. От-
римано оптимальнi набори параметрiв теорiї i затрав-
них характеристик для антисеґнетоелектрикiв ADP
i ADА, якi дали змогу одержати добрий кiлькiсний
опис наявних для цих кристалiв вiдповiдних експери-
ментальних даних.
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STATIC DIELECTRIC, PIEZOELECTRIC AND ELASTIC PROPERTIES OF
ANTIFERROELECTRICS NH4H2PO4 AND NН4Н2AsO4

I. R. Zachek1, R. R. Levitskii2
1Lviv Polytechnic National University, 12, Bandery St., Lviv, UA–79013, Ukraine

2Institute for Condensed Matter Physics of the National Academy of Sciences of Ukraine

1, Svientsitskii St., Lviv, UA–79011, Ukraine

Within a modified proton ordering model of KH2PO4 family ferroactive compounds with taking into account

linear on strains ε6 and ε4 contributions to energy of proton system, but without taking into account tunnel-

ing, within the four-particle cluster approximation static dielectric, piezoelectric and elastic characteristics of

NH4H2PO4 type antiferroelectrics are studied and calculated. At the proper set of the parameters in paraelectric

phase a good quantitative description of the corresponding experimental data for NH4H2PO4 and NH4H2AsO4 is

obtained.
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