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У моделi ефективних мас електрона й поляризацiйного континууму для обмежених фо-
нонiв побудовано теорiю перенормованих спектральних параметрiв електрона у двоямнiй
резонансно-тунельнiй наногетероструктурi в постiйному електричному полi за довiльної тем-
ператури.

Показано, що частота лазерної генерацiї двоямної резонансно-тунельної структури як окре-
мого каскаду квантового каскадного лазера практично не залежить вiд температури, а ширина
смуги випромiнювання слабо збiльшується (∼ 1 meV) зi змiною температури вiд крiогенної до
кiмнатної.
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I. ВСТУП

Вiд часу створення перших квантових каскадних
лазерiв (ККЛ) [1, 2] минуло вже двадцять рокiв, од-
нак ще досi триває iнтенсивне експериментальне [3–5]
i теоретичне [6–8] дослiдження фiзичних процесiв, що
вiдбуваються в цих наноприладах. Унаслiдок вдоско-
налення параметрiв сучасних ККЛ загальна iдея їх
роботи, в основному, не змiнилась i залишилась та-
кою ж як i найперших ККЛ. Вона полягає в тому, що
цей наноприлад складається з певної кiлькостi (вiд
декiлькох десяткiв до сотень) однотипних каскадiв,
якими є багатошаровi плоскi наносистеми. Електро-
ни, тунелюючи крiзь активну зону окремого каскаду,
здiйснюють квантовi переходи мiж двома робочими
рiвнями (другим i першим збудженими) з випромi-
нюванням квантiв електромагнiтного поля. Для за-
безпечення iнверсної заселеностi зазвичай використо-
вують трирiвневу схему, в якiй електрони з першого
збудженого рiвня, випромiнюючи фонони, потрапля-
ють в основний стан. Далi крiзь iнжектор вони пере-
ходять у наступний каскад ККЛ з енерґiєю, що вiдпо-
вiдає другому збудженому стану вже цього каскаду.
Належно пiдiбрана величина постiйного електрично-
го поля синхронiзує роботу всiх каскадiв.

Функцiонуючi ККЛ базуються на кiлькох гру-
пах напiвпровiдникових матерiалiв: InGaAs/AlInAs,
GaAs/AlGaAs, InAs/AlSb, InGaAs/AlAsSb, In-
GaAs/GaAsSb. Природнi фiзичнi параметри (ефек-
тивна маса електрона, висота потенцiального бар’єра
мiж контактуючими середовищами, показник залом-
лення та iн.) цих наносистем дають змогу створювати
ККЛ, якi працюють у всiх iнтервалах частот актуаль-
ної iнфрачервоної та терагерцової областей. Варiацiя
геометричної конфiгурацiї каскаду та добiр фiзичних
параметрiв активної зони й iнжектора дозволяють

установити потрiбну робочу частоту наноприладу.
Першi експериментально створенi ККЛ працювали

за низьких температур (T ≈ 0 K), тому вплив фоно-
нiв вважали несуттєвим, а увагу теоретичних дослi-
джень, в основному, зосереджували на вивченнi за-
лежностей спектральних i транспортних властивос-
тей вiд фiзичних параметрiв i геометричної структу-
ри РТС [6–14].

Iз розширенням температурного iнтервалу функцi-
онування ККЛ, а особливо з появою безiнжекторних
ККЛ [15, 16], виникла суттєва потреба вивчити роль
електрон-фононної взаємодiї в перенормуваннi елек-
тронного спектра. Справдi, оскiльки збiльшення тем-
ператури приводить до збiльшення середнiх значень
фононних чисел заповнення, а вiд них залежить змi-
щення й розширення електронних рiвнiв, то це мо-
же змiнювати як енерґiю лазерного випромiнювання,
так i величину енерґiї безвипромiнювальних перехо-
дiв. Такi процеси можуть погiршувати або припиняти
роботу ККЛ.

Теорiю електрон-фононної взаємодiї в плоских на-
ногетеросистемах розвивали в багатьох роботах на ос-
новi моделi ефективних мас електронiв i моделi дi-
електричного континууму для фононiв [6, 17–23]. Га-
мiльтонiан електрон-фононної системи зазвичай запи-
сували в зображеннi вторинного квантування лише за
фононними змiнними i в координатному за електрон-
ними. Це давало змогу, використовуючи золоте пра-
вило Фермi, виконати розрахунок iмовiрностей кван-
тових переходiв мiж електронними станами. Однак у
переважнiй бiльшостi цитованих праць не достатньо
дослiджено електрон-фононнi механiзми, якi викли-
кають змiни з температурою електронних енерґiй у
РТС.

У пропонованiй статтi на основi моделi рiзних ефек-
тивних мас електрона та непараболiчного закону дис-
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персiї в зонi провiдностi двоямної РТС, а також у мо-
делi дiелектричного континууму для фононiв отри-
мано в зображеннi вторинного квантування за всiма
змiнними гамiльтонiан електронiв, якi взаємодiють з
обмеженими оптичними фононами. Iз використанням
апарату температурних функцiй Ґрiна дослiджено пе-
ренормування спектральних параметрiв електронних
станiв та смуги випромiнювання двоямної РТС як ок-
ремого каскаду ККЛ.

II. ТЕОРIЯ ВЗАЄМОДIЇ ЕЛЕКТРОНIВ З
ОПТИЧНИМИ ОБМЕЖЕНИМИ ФОНОНАМИ

У ТРИБАР’ЄРНIЙ РТС З ПОСТIЙНИМ
ЕЛЕКТРИЧНИМ ПОЛЕМ

Теорiю електрон-фононної взаємодiї будуватимемо
в моделi закритої РТС iз безмежно широкими зов-
нiшнiми потенцiальними бар’єрами, оскiльки саме в
такiй системi для електрона є повна система локалiзо-
ваних ортонормованих хвильових функцiї, що дозво-
ляє застосувати метод температурних функцiй Ґрiна
для дослiдження перенормування взаємодiєю з фоно-
нами спектра та загасань електронних станiв.

z1 z2 z3 z

U (z )F

U

a1
a2b

d

j=0 1 2 3 4

z =00

Рис. 1. Енерґетичний профiль двоямної РТС в постiй-
ному електричному полi.

Отже, у декартовiй системi координат розглядаємо
двоямну РТС як окремий каскад ККЛ [15] в однорiд-
ному електричному полi напруженостi F (див. рис. 1).
Беручи до уваги незначну рiзницю величин сталих
ґраток контактуючих середовищ–ям i середовищ–
бар’єрiв, розраховуємо енерґетичний спектр та хви-
льовi функцiї електрона в такiй наносистемi в моде-
лi ефективної маси з урахуванням непараболiчностi
зони провiдностi та прямокутного потенцiального ре-

льєфу

m(z,E) =


mw(1 + E

Egw
),

mb(1− U−E
Egb

),
U(z) =

 0, ями

U , бар’єри
,

(1)
який унаслiдок дiї електричного поля в кожнiй облас-
тi РТС лiнiйно спадає вздовж осi z

UF (z) = U(z)−eF{z[Θ(z)−Θ(z−d)]+dΘ(z−d)}. (2)

Тут E, e — енерґiя та заряд електрона; mw, mb —
ефективнi маси електрона в ямах та бар’єрах нано-
системи без урахування непараболiчностi; Egw, Egb —
ширини заборонених зон напiвпровiдникових матерi-
алiв ям i бар’єрiв; F — напруженiсть електричного
поля; d = a1 +a2 +b — лiнiйний розмiр двоямної РТС.

Розв’язок тримiрного рiвняння Шрединґера для
електрона{

−~2

2
∇ 1

m(z,E)
∇ + UF (z)

}
Ψnk(r) = EnkΨnk(r)

(3)
шукаємо у виглядi

Ψnk(r) =
eikρ

√
S

Ψn(z). (r = ρ + znz). (4)

У результатi отримуємо повну енерґiю електрона

Enk = En +
~2k2

2mn
(5)

як суму енерґiї поздовжнього руху та кiнетичної енер-
ґiї у площинi xOy iз скорельованою за РТС ефектив-
ною масою електрона

1
mn

=

∞∫
−∞

|Ψn(z)|2

m(z,En)
dz . (6)

Тут k i ρ — квазiiмпульс i радiус-вектор електрона в
площинi xOy, S — площа основної областi в цiй пло-
щинi. Спектр енерґiй En i хвильовi функцiї Ψn(z) ви-
значаємо одномiрним рiвнянням Шрединґера{

−~2

2
d

dz

1
m(z)

d

dz
+ UF (z)

}
Ψn(z) = EnΨn(z), (7)

точними розв’язками якого в кожнiй областi (j) РТС
є функцiї

Ψn(z) =


Ψ(j)

n (z) = A
(j)
n eχ(j)

n z, j = 0,

Ψ(j)
n (z) = A

(j)
n Ai(ξ(j)

n (z)) + B
(j)
n Bi(ξ(j)

n (z)), j = 1, 2, 3,

Ψ(j)
n (z) = A

(j)
n e−χ(j)

n z, j = 4

(8)
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де χ
(0)
n = ~−1

√
2mb(En)(U − En); χ

(4)
n = ~−1

√
2mb(En)(U − En − V );

V = eFd; ξ(j)
n (z) =


−

(
2mb(En)V d2

~2

)1/3 (
En−U

V + z
d

)
, j = 2;

−
(

2mw(En)V d2

~2

)1/3 (
En

V + z
d

)
, j = 1, 3;

(9)

Ai(ξ), Bi(ξ) — функцiї Ейрi першого та другого роду вiдповiдно.
Умови неперервностi хвильової функцiї та потоку її густини на всiх межах подiлу середовищ:

Ψ(j)
n (zj) = Ψ(j+1)

n (zj);

1
mj(En)

dΨ(j)
n (z)
dz

∣∣∣∣∣
z=zj

=
1

mj+1(En)
dΨ(j+1)

n (z)
dz

∣∣∣∣∣
z=zj

,
(10)

разом з умовою нормування
∞∫

−∞

Ψ∗n(z)Ψn′(z)dz = δnn′ (11)

однозначно визначають усi невiдомi коефiцiєнти
A

(j)
n , B

(j)
n функцiї Ψ(j)

n , енерґiї En, а отже i повний
енерґетичний спектр Enk та повну ортонормовану
систему хвильових функцiй Ψnk(r).

Здiйснивши перехiд вiд координатного представ-
лення гамiльтонiана електрона з рiвняння (3) до пред-
ставлення вторинного квантування на квантованiй
хвильовiй функцiї

Ψ̂(r) =
∑
n,k

Ψnk(r)ânk (12)

з фермiонними операторами знищення ânk (наро-
дження â+

nk) електронних станiв, гамiльтонiан елек-
тронiв у зображеннi чисел заповнення отримуємо у
виглядi

Ĥe =
∫

Ψ̂+(r)He(r)Ψ̂(r)dr =
∑
nk

Enkâ+
nkânk . (13)

Потенцiал поляризацiї (Φ) та енерґетичний спектр
(Ω) обмежених фононiв у моделi дiелектричного кон-
тинууму, як вiдомо [17–23], визначаємо рiвнянням

εj(ω)∇2Φ(r) = 0 (14)

за умови, що

εj(ω) = 0, ∇2Φ(r) 6= 0. (15)

Тут εj(ω) — дiелектрична проникнiсть j-го середо-
вища наносистеми, яка задається спiввiдношенням
Лiддана–Сакса–Теллера

εj(ω) = ε∞j

ω2 − ω2
Lj

ω2 − ω2
Tj

(16)

з вiдомими величинами частот поздовжнiх (ωLj) i по-
перечних (ωTj) коливань у масивних аналогах цього

середовища та високочастотних дiелектричних про-
никностей (ε∞j). Iз (15) видно, що енерґiї обмежених
фононiв визначаються тими ж частотами (ωLj), як i
у вiдповiдних масивних матерiалах

Ωj = ~ωLj . (17)

Щоб отримати гамiльтонiан обмежених фононiв у
представленнi вторинного квантування потенцiал по-
ля поляризацiї j-го середовища розкладаємо у двови-
мiрний ряд Фур’є

Φj(ρ, z) =
∑
λq

Φjλ(q, z)eiqρ (18)

з коефiцiєнтами (Φjλ(q, z)), що мiстять усi можливi
гармонiки (λ = 1, 2, . . .∞). Подальшим переходом вiд
фур’є-компонент до нормальних узагальнених коор-
динат i iмпульсiв, а потiм до операторiв чисел запов-
нення за вiдомою квантово-механiчною системою [20]
визначаємо гамiльтонiан обмежених фононiв у пред-
ставленнi їх чисел заповнення

ĤL =
∑
jλq

Ωj(b̂+
jλqb̂jλq + 1/2), (19)

де b̂+
jλq, b̂jλq — бозоннi оператори народження i зни-

щення.
Гамiльтонiан електрон-фононної взаємодiї

He−L(r) = −eΦ(r) = −e
4∑

j=0

Φj(ρ, z) (20)

унаслiдок нормалiзацiї та квантування поля обмеже-
них фононiв та переходу вiд координатного до зоб-
раження чисел заповнення на квантованiй хвильо-
вiй функцiї (12) отримуємо в зображеннi вторинного
квантування за всiма змiнними системи

Ĥe−L =
4∑

j=0

∑
λq

∑
n1nk

f (j)
n1n(λ,q)

× â+
n1k+qânk(b̂jλq + b̂+

jλ−q),

(21)
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де

f (j)
n1n(λ, q) = −

√√√√ 8πe2~
S[π2λ2 + q2(zj − zj−1)2]

[
∂εj(ω)

∂ω

∣∣∣∣
ω=ωjL

]−1

×
zj∫

zj−1

dzΨ(j)∗

n1
(z)Ψ(j)

n (z)


cos

[
πλ

(
z−zj−1
zj−zj−1

− 1/2
)]

, λ = 1, 3, 5 . . .

sin
[
πλ

(
z−zj−1
zj−zj−1

− 1/2
)]

, λ = 2, 4, 6 . . .

(22)

— функцiї зв’язку електронiв у станах n1, n з об-
меженими фононами j-го середовища РТС; z−1 →
−∞, z4 →∞.

Знайдений гамiльтонiан електрон-фононної систе-
ми у представленнi вторинного квантування за всiма
змiнними

Ĥ = Ĥe + ĤL + Ĥe−L (23)

дає змогу розрахувати фур’є-образи електронних
функцiй Ґрiна.

За скiнченої температури (T 6= 0 K) i малих кон-
центрацiй електронiв, згiдно з дiаграмною технiкою
Фейнмана–Пайнса [24], при слабкому зв’язку елект-
ронiв з обмеженими фононами фур’є-образ електрон-
ної функцiї Ґрiна визначаємо рiвнянням Дайсона

Gn(k, ~ω) = [~ω − Enk −Mn(~ω,k)]−1
. (24)

Тут масовий оператор Mn(~ω,k) розраховано в одно-
фононному наближеннi

Mn(~ω,k) =
4∑

j=0

∑
n1

∑
λ,q f

(j)
n1n(λ,q)f (j)∗

nn1 (λ,q)

×
[

1 + νj

~ω − En1(k− q)− Ωj + iη
+

νj

~ω − En1(k + q) + Ωj + iη

]
,

(25)

обидва доданки якого мають очевидний фiзичний
змiст: перший описує процеси з народженням обмеже-
них фононiв, що характеризуються середнiми значен-
нями чисел заповнення νj =

(
eΩj/kBT − 1

)−1
, а дру-

гий — зi знищенням фононiв.
Перехiд у (25) вiд суми за двомiрним квазiiмпуль-

сом q до iнтеґрала (
∑

q ⇒ (2π)−2S
∫ ∫

d2q . . .) у по-
лярнiй системi координат iз подальшим використан-
ням вiдомого спiввiдношення Дiрака∫ ∫

d2q
g(q) + iη

⇒ P
∫ ∫

d2q
g(q)

− iπ

∫ ∫
δ[g(q)]d2q

(26)
дає змогу розрахувати масовий оператор. Згiдно з те-
орiєю функцiй Ґрiна, враховуючи слабкiсть електрон-
фононного зв’язку, дiйсна та уявна частини МО ви-
значають, вiдповiдно, змiщення (∆n =ReMn(~ω =
En,k = 0)) i загасання (Γn = −2ImMn(~ω = En,k =
0)) n-го електронного стану.

Для подальшого аналiзу внескiв рiзних механiзмiв
електрон-фононної взаємодiї в повнi змiщення енерґiй
i загасань їх доцiльно подати у виглядi

∆n = ∆nn +
∑

n1 6=n

∆nn1 , (27)

Γn = Γnn +
∑

n1 6=n

Γnn1 , (28)

де ∆nn,Γnn — парцiальнi внески внутрiшньозонної
електрон-фононної взаємодiї в повний зсув i загасан-
ня n-го стану; ∆nn1 ,Γnn1 — парцiальнi внески в ∆n i
Γn мiжзонної взаємодiї електронiв з L-фононами.

III. ВПЛИВ ЕЛЕКТРОН-ФОНОННОЇ
ВЗАЄМОДIЇ НА ТЕМПЕРАТУРНУ
ЗАЛЕЖНIСТЬ СПЕКТРАЛЬНИХ

ПАРАМЕТРIВ ЕЛЕКТРОННИХ СТАНIВ

Розвинену в попередньому параграфi теорiю елек-
тронних станiв та електрон-фононної взаємодiї за-
стосуємо для дослiдження перенормованого спектра
електронiв у двоямному каскадi ККЛ [15] з GaAs яма-
ми i Al0.15Ga0.85As бар’єрами залежно вiд напруже-
ностi електричного поля (F ) та температури нано-
системи. Фiзичнi параметри складникiв дослiджува-
ної РТС вiдомi: ε∞w = 10.89, ε∞b = 10.48, ~ωLw =

3702-4



ПЕРЕНОРМУВАННЯ ЕЛЕКТРОННОГО СПЕКТРА ОБМЕЖЕНИМИ ФОНОНАМИ. . .

36.25 meV, ~ωLb = 35.31 meV, ~ωTw = 33.29 meV,
~ωTb = 33.17 meV, mw = 0.067 me, mb = 0.08me,
ET=0K

gw = 1520meV, ET=0 K
gb = 1626.5 meV,ET=300 K

gw =
1424 meV ,ET=300 K

gb = 1533.5 meV,UT=0 K = 130
meV,UT=300 K = 117.45 meV. Геометричнi параметри
РТС вибирали такими ж, як i в експериментальнiй
роботi [15]: a1 = 7.1 nm, a2 = 16.7 nm, b = 3.1 nm.

Згiдно з основною iдеєю роботи [15] функцiонуван-
ня ККЛ реалiзовано у процесi квантових переходiв
електронiв зi стану |3〉 у стан |2〉 з випромiнюван-
ням електромагнiтної хвилi частотою ωexp

32 = 4.6 THz

i з наступним безвипромiнювальним переходом з дру-
гого на основний рiвень, рiзниця енерґiй мiж яки-
ми вiдповiдає енерґiї фонона (~ω21 ≈ 36 meV). Узго-
джена робота каскадiв ККЛ забезпечувалася прикла-
деним постiйним електричним полем напруженiстю
F = 17 kV/cm.

Щоб вивчити вплив електрон-фононної взаємодiї
на температурну еволюцiю спектральних параметрiв
смуги випромiнювання ККЛ, виконано розрахунки
енерґетичних рiвнiв (при k = 0), їх змiщень та за-
гасань для трьох робочих електронних станiв.

Рис. 2. Еволюцiя енерґетичного спектра електрона залежно вiд конфiґурацiї РТС (a1) у електричному полi
(F = 17 kV/cm — пунктирна крива, F = 8.5 kV/cm — штрихова крива) i без нього (F = 0 — суцiльна крива) за
крiогенної (T = 0 K) та кiмнатної (T = 300K) температур.

На рис. 2 показано еволюцiю спектра електронiв за-
лежно вiд конфiґурацiї РТС, тобто вiд ширини ями
a1 за фiксованої ширини загальної ями (a = a1 +a2 =
23.8 nm), при T = 0 K та T = 300 K при двох зна-
ченнях напруженостi постiйного електричного поля
(F = 8.5 kV/cm; 17 kV/cm) i без нього (F = 0).

Iз рис. 2 видно, що еволюцiя енерґетичного спектра
(En) вiд a1 та F слабо залежить вiд температури в
усiй областi її змiни вiд крiогенної до кiмнатної.

За вiдсутностi електричного поля залежностi енер-
ґiй усiх трьох станiв електрона вiд положення внут-
рiшнього бар’єра мiж зовнiшнiми бар’єрами наносис-
теми симетричнi щодо середини загальної потенцiаль-
ної ями (a1 = a/2). Поява електричного поля порушує
цю симетрiю тим сильнiше, чим бiльша напруженiсть
поля (F ). Хоча збiльшення F приводить до майже
лiнiйного низькоенерґетичного змiщення всiх елект-
ронних станiв так, що їх енерґiї поступово потрапля-
ють у вiд’ємну область, однак загальнi властивостi
залежностей En вiд a1 не змiнюються зi змiною на-
пруженостi поля. Видно, що на кривих En(a1) кож-
ний енерґетичний рiвень n-го стану має n максимумiв
та (n+1) мiнiмум, якi виникають (крiм мiнiмумiв при
a1 = 0 та a1 = a) унаслiдок антикросинґу. Вiдстань
мiж енерґетичними рiвнями в антикросинґу, як вiдо-
мо [11], визначається товщиною (b) внутрiшнього по-
тенцiального бар’єра: зi збiльшенням b ширина анти-
кросинґу зменшується аж до повного колапсу станiв.

Звернiмо увагу на специфiчну поведiнку четверто-
го енерґетичного рiвня. Унаслiдок залежностi висот
потенцiальних бар’єрiв вiд температури та напруже-
ностi поля F електроннi стани, енерґiї яких задово-
льняють умову E ≥ (U − eFd), виявляються квазiс-
тацiонарними зi скiнченою тривалiстю життя. Тому
на рис. 2 за T = 300 K та F = 17 kV/cm у деяких
областях змiни a1 у дискретному спектрi четвертий
енерґетичний рiвень (E4) зникає.

Взаємодiя з фононами в РТС приводить до пере-
нормування всiх спектральних параметрiв електро-
них станiв, унаслiдок чого виникають змiщення енер-
ґетичних рiвнiв та загасання. Розрахунок змiщень i
загасань виконано згiдно з теорiєю, розвиненою в по-
передньому параграфi. Результати розрахунку змi-
щень трьох найнижчих робочих рiвнiв за T = 0K на-
веденi на рис. 3. Оскiльки за крiогенної температури
(T = 0 K) вiдбуваються лише процеси з народженням
вiртуальних фононiв, то енерґiї електронних станiв
унаслiдок такої взаємодiї можуть тiльки зменшува-
тися, тобто змiщення вiд’ємнi, що й видно з рис. 3. Iз
цього ж рисунка також видно, що за вiдсутностi елек-
тричного поля залежностi змiщень (∆n) всiх трьох
енерґетичних рiвнiв (n = 1, 2, 3), подiбно до енерґе-
тичного спектра, симетричнi щодо середини загальної
потенцiальної ями (a1 = a/2). Кiлькiсть максимумiв
i мiнiмумiв на залежностях ∆n вiд a1 збiгається з їх
кiлькiстю на вiдповiдних залежностях En(a1).
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Рис. 3. Залежностi вiд конфiґурацiї РТС повних (∆n) i парцiальних (∆nn′) змiщень енерґетичних рiвнiв трьох ро-
бочих станiв електрона (n = 1, 2, 3) за T = 0 K та при двох значеннях напруженостi постiйного електричного поля
(F = 8.5 kV/cm; 17 kV/cm) i без нього (F = 0).
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Рис. 4. Залежностi повних (∆T
n , ΓT

n ) i парцiальних (∆T
nn′ , Γ

T
nn′) змiщень i загасань енерґетичних рiвнiв трьох робочих

станiв електрона (n = 1, 2, 3) вiд конфiґурацiї РТС в електричному полi (F = 17 kV/cm) за кiмнатної температури
(T = 300 K).

Зазначимо, що при F = 0 майже у всьому iнтер-
валi змiни a1 iєрархiя величин парцiальних внескiв у
змiщення основного стану (∆1) така, що внутрiшньо-
зонна взаємодiя через обмеженi фонони (∆11) перева-
жає мiжзонну (∆1n 6=1). У тих геометричних конфiґу-
рацiях РТС, де вiдбуваються антикросинґи двох рiв-
нiв E1 та E2, величини парцiальних внескiв обох ста-
нiв, якi зумовленi внутрiшньозонною та мiжзонною

взаємодiями, стають близькими. Iз рис. 3 видно, що
змiщення дугого i третього рiвнiв також переважно
формуються внутрiшньозонною взаємодiєю i сумiр-
ною з нею мiжзонною в антикросинґах. Крiм цього,
у тих конфiґурацiях РТС, де вiдбувається змiна ймо-
вiрностей перебування електрона в обох потенцiаль-
них ямах, через значну змiну функцiй зв’язку збiль-
шуються внески вiдповiдної мiжзонної взаємодiї.
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Iз появою електричного поля (F 6= 0) цi законо-
мiрностi дещо порушуються. Зi збiльшенням поля F
зсуви енерґетичних рiвнiв (∆n), як функцiї a1 дефор-
муються зi змiщенням їх мiнiмумiв i максимумiв в об-
ластi бiльших значень a1 iз проявом складної структу-
ри, зумовленої змiною парцiальних внескiв мiжзонної
взаємодiї.

Що ж до загасань (Γn) електронних станiв при
крiогеннiй температурi, то оскiльки вони визначають-
ся уявною частиною масового оператора (25), а вона
вiдмiнна вiд нуля для n-их станiв лише за умови, що
En−En′ > ~ωL, тому при T = 0 K загасання основно-
го стану вiдсутнє (Γ1 = 0), у всьому iнтервалi змiни
a1 та F , а загасання збуджених станiв (Γn≥2) виника-
ють лише тодi, коли зазначена умова виконується. Їх
властивостi подiбнi до тих, якi характернi для Γn при
T 6= 0K, що будуть проаналiзованi далi.

За температури вiдмiнної вiд нуля в системi, крiм
вiртуальних, уже iснують i реальнi фонони, тому в
нiй вiдбуваються процеси як з випромiнюванням (пер-
ший доданок в масовому операторi) так i з поглинан-
ням фононiв (другий доданок в масовому операторi).
Це приводить до виникнення температурних змiщень
(∆T

n ) i загасань (ΓT
n ) всiх станiв електрона, включно

з основним.
На рис. 4 наведенi результати розрахунку змiщень

(∆T
n ) i загасань (ΓT

n ) та їх парцiальних складникiв
залежно вiд конфiґурацiї РТС за кiмнатної темпе-
ратури (T = 300 K) i за напруженостi поля (F =
17 kV/cm) як у роботi [15]. Iз рис. 4 видно, що залеж-
ностi (∆T

n ) вiд a1 й iєрархiя парцiальних внескiв у них
внутрiшньо- та мiжзонної взаємодiй при T = 300 K
якiсно подiбнi до тих, якi були за T = 0K. Так, при
експериментальнiй конфiґурацiї РТС (a1 = 7.1 nm)
i напруженостi поля F = 17 kV/cm змiщення рiв-
нiв за T = 0 K i T = 300 K такi: ∆1 = −1.3 meV,
∆2 = −1.4 meV, ∆3 = −0.7 meV; ∆T

1 = −1.9 meV;
∆T

2 = −1.7 meV; ∆T
3 = −1.0 meV. Отже, з пiдвищен-

ням температури абсолютнi величини повних змiщень
усiх рiвнiв слабо зростають.

Аналiз загасань (ΓT
n ) показує, що вони є складними

нелiнiйними функцiями вiд a1. Як видно з рис. 4 iснує
повна кореляцiя мiж iєрархiями парцiальних внескiв
у ΓT

n i 4T
n . Так, у загасаннi основного стану головним

є внесок мiжзонної взаємодiї i лише в околi антикро-
сингу E1 i E2 вiн є сумiрним з ΓT

12. Щодо загасань дру-
гого i третього рiвнiв, то вони, крiм внутрiшньозонної
взаємодiї, формуються мiжзонною в тих конфiґурацi-
ях РТС, де виникають антикросинґи вiдповiдних рiв-
нiв або вiдбувається тунелювання електрона з однiєї
ями РТС в iншу.

Розрахунок показав, що при експериментальнiй
конфiґурацiї РТС (a1 = 7.1 nm, F = 17 kV/cm) за-
гасання за T = 0K та T = 300 K такi: Γ3 = 0.08 meV,
ΓT

1 = 0.65 meV, ΓT
2 = 0.36 meV, ΓT

3 = 0.43 meV.
Отриманi величини перенормованих енерґiй Ẽn =

En + ∆n та загасань Γn електронних станiв да-
ють змогу визначити температурну змiну енер-
ґiї ∆E32 = (ẼT

3 − ẼT
2 )− (Ẽ3 − Ẽ2) та розширення

∆Γ32 = (ΓT
3 +ΓT

2 )−(Γ3+Γ2) смуги лазерного випромi-
нювання. Розрахунок показав, що в експерименталь-
нiй конфiґурацiї двоямного каскаду ККЛ [15] темпе-
ратурне змiщення за рахунок взаємодiї електронiв з
L-фононами практично вiдсутнє, а розширення ста-
новить 0.71meV. Отже, теоретичне значення енерґiї
лазерного випромiнювання E32 = 18.8 meV добре уз-
годжується з експериментальним Eexp

32 = 19meV.

IV. ОСНОВНI РЕЗУЛЬТАТИ I ВИСНОВКИ

1. Розвинено теорiю електрон-фононної взаємодiї у
двоямнiй наносистемi в постiйному електричному по-
лi як окремому каскадi безiнжекторного ККЛ.

2. Дослiджено внески внутрiшньо- та мiжзонної
електрон-фононної взаємодiї в перенормування спек-
тральних параметрiв (змiщень i загасань) електрон-
них станiв залежно вiд конфiґурацiї, величини напру-
женостi електричного поля та температури РТС.

3. Установлено, що основний внесок у перенорму-
вання спектральних параметрiв електронних станiв у
РТС дає внутрiшньозонна взаємодiя електронiв з об-
меженими фононами в iнтервалi змiни температури
вiд крiогенної до кiмнатної.

4. Показано, що L-фонони в iнтервалi вiд крiогенної
до кiмнатної температур не змiнюють енерґiю лазер-
ного випромiнювання, хоча й приводять до слабкого
(∼ 0.7 meV) розширення смуги випромiнювання.

[1] J. Faist et al., Science 264, 533 (1994).
[2] C. Gmachl, F. Capasso, D. L. Sivco, A.Y. Cho, Rep.

Prog. Phys. 64, 1533 (2001).
[3] A. Bismuto, M. Beck, J. Faist, Appl. Phys. Lett. 98,

191104 (2011).
[4] L. Tombez et al., Opt. Lett. 36, 3109 (2011).
[5] A. Jiang et al., J. Appl. Phys. 115, 163103 (2014).
[6] J. Faist, Quantum Cascade Lasers (Oxford University

Press, 2013).
[7] C. Jirauschek, T. Kubis, Appl. Phys. Rev. 1, 011307

(2014).
[8] M. Lindskog et al., Appl. Phys. Lett. 105, 103106 (2014).

[9] E. Saczuk, J. Z. Kaminski, Phys. Status Solidi (b) 240,
603 (2003).

[10] F. H. M. Faisal, J. Z. Kaminski, E. Saczuk, Phys. Rev.
A 72, 023412 (2005).

[11] N. V. Tkach, Yu. A. Seti, Low Temp. Phys. 35, 556
(2009).

[12] M. V. Tkach, Ju. O. Seti, О. M. Voitsekhivska, Condens.
Matter Phys. 14, 43702 (2011).

[13] М. V. Tkach, Ju. O. Seti, О. M. Voitsekhivska, Acta
Phys. Pol. A 124, 94 (2013).

[14] М. V. Тkach, Ju. О. Seti, I. V.Boyko, O. М. Voit-
sekhivskа, Rom. Rep. Phys. 65, 1443 (2013).

3702-8



ПЕРЕНОРМУВАННЯ ЕЛЕКТРОННОГО СПЕКТРА ОБМЕЖЕНИМИ ФОНОНАМИ. . .

[15] S. Kumar, C. W. I. Chan, C.Qing, J. L. Reno, Appl.
Phys. Lett. 95, 141110 (2009).

[16] S. Katz, A. Vizbaras, R. Meyer, M.-C. Amann, J. Appl.
Phys. 109, 081101 (2011).

[17] N. Mori, T. Ando, Phys. Rev. B 40, 6175 (1989).
[18] J.-J. Shi, B.C. Sanders, S.-H. Pan, Eur. Phys. J. B 4,

113 (1998).
[19] Yan Zu Wei, X.X. Liang, Int. J. Mod. Phys. B 15(27),

3539 (2001).
[20] M. A. Stroscio, M. Dutta, Phonons in Nanostructures

(Cambridge University Press, 2001).
[21] Z. W. Yan, S. L. Ban, X. X. Liang. Int. J. Mod. Phys. B

17, 6085 (2003).
[22] B. H. Wu, J. C Cao, G. Q. Xio, H. C. Lio, Eur. Phys. J.

B 33, 9 (2003).
[23] J. G. Zhu, S. L. Ban, Eur. Phys. J. B 85(140), (2012).
[24] A. A. Abrikosov, L. P. Gorkov, I. E. Dzyaloshinski, Meth-

ods of Quantum Field Theory in Statistical Physics (En-
glewood Cliffs: Prentice Hall, 1963).

THE ELECTRON SPECTRUM RENORMALIZED DUE TO CONFINED PHONONS
IN A TWO-WELL PLANE NANOSTRUCTURE DRIVEN BY THE CONSTANT ELECTRIC

FIELD AT AN ARBITRARY TEMPERATURE

Ju. O. Seti, M. V. Tkach, M. V. Pan’kiv
Fedkovych Chernivtsi National University,

2, Kotsyubynsky St., Chernivtsi, UA–58012, Ukraine
e-mail: ktf@chnu.edu.ua

The Hamiltonian of electron-phonon interaction is obtained in the representation of the second quantization
over all variables using an approximation of the effective mass for the electron taking into account the non-
parabolicity of the conductive band and the model of polarizational continuum for the confined optical phonons
in a double-well plane resonant tunneling nanostructure placed into the constant electric field. The renormal-
ized magnitudes of spectral parameters (shifts and decays) of the electron states in a double-well cascade of the
injectorless quantum cascade laser are calculated in the terahertz range of frequencies within the method of tem-
perature Green’s functions taking into account the weak electron-phonon binding in a one-phonon approximation.
The diverse mechanisms of the electron-phonon interaction are studied in the formation of shifts and decays of
electron states and the radiation band of a cascade of the quantum cascade laser depending on the geometrical
configuration of the resonant tunneling nanostructure, the magnitude of a constant homogeneous electric field and
temperature. The shifts and decays of electron states are very nonlinear functions of the position of the inner po-
tential barrier in the common potential well of a double-well cascade of the quantum cascade laser and are mainly
formed by the intraband interaction, except for those configurations where the anticrossings of electron energies
happen. It is established that irrespective of the geometrical design of a cascade of the quantum cascade laser
the variance from cryogenic to room temperature brings about an increasing low-energy shift of electron energy
states as well as their broadening. It is shown that the frequency of laser generation of a double-well resonant
tunneling nanostructure being a separate cascade of the quantum cascade laser basically does not depend on the
temperature and width of the radiation band weakly increasing (till 1 meV) when the temperature varies from
the cryogenic to room values.
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