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У статтi розглянуто двовимiрну систему з радiальною симетрiєю, що мiстить бактерiї й
атрактант. Атрактант пiдведено в центральну дiлянку системи. Вивчено розподiл бактерiй
унаслiдок хемотаксису за умови стацiонарного неоднорiдного розподiлу атрактанту. Як харак-
теристику неоднорiдностi розподiлу бактерiй використано функцiю чутливостi хемотаксису.

Запропоновано методику розрахунку функцiї чутливостi хемотаксису для двовимiрної сис-
теми з радiальною симетрiєю. Отримано аналiтичний вираз для функцiї чутливостi хемо-
таксису та розраховано її залежнiсть вiд концентрацiї атрактанту на межi. Показано, що ця
залежнiсть має куполоподiбний максимум, як i для випадку одновимiрної системи. Знайдено
положення та висоту максимуму.
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ВСТУП

Явище хемотаксису полягає в тому, що джгутиковi
бактерiї на кшталт E. coli перерозподiляються вiдпо-
вiдно до розподiлу певної речовини (наприклад, цук-
ру), яку в такому випадку називають атрактантом
[1–3]. Перерозподiл бактерiй вiдбувається через послi-
довнiсть складних взаємодiй [4]. Назагал бактерiя ру-
хається рiвномiрно i прямолiнiйно. Однак час до ча-
су вона змiнює напрямок свого руху. Вважається, що
переорiєнтацiя бактерiї вiдбувається випадково. Про-
цес змiни напрямку її руху називається тамблiнґом.
Його частота може змiнюватися зi змiною хiмiчного
складу зовнiшнього середовища. Зокрема, наявнiсть
атрактанту приводить до того, що частота тамблiн-
ґу зменшується. Отже, якщо бактерiя опиняється в
дiлянцi з атрактантом, то ймовiрнiсть того, що вона
змiнить напрямок руху, зменшується. Що вища кон-
центрацiя атрактанту, то довше бактерiя рухається в
одному напрямку без тамблiнґу. Зв’язок мiж концен-
трацiєю атрактанту та частотою тамблiнґу нетривi-
альний [4].

Для математичного моделювання хемотаксису ви-
користовують моделi типу Келера–Зеґеля [2,5], у яких
просторово-часову залежнiсть для концентрацiй ат-
рактанту та бактерiй отримують на основi системи
нелiнiйних диференцiальних рiвнянь дифузiйного ти-
пу. Окрiм дифузiї атрактанту та бактерiй, такi моделi
враховують наявнiсть джерел ґенерування атрактан-
ту та бактерiй, поглинання атрактанту та знищення
бактерiй, а також потiк бактерiй унаслiдок хемотак-
сису [6–9].

Перевагою зазначених моделей є те, що в певних ви-
падках вони дають змогу отримати аналiтичнi (точ-
нi чи наближенi) розв’язки. Феноменологiчнi пара-
метри, що мiстяться в моделях, як правило, визна-

чають чи оцiнюють на основi експериментальних да-
них. Водночас, не завжди нас цiкавить саме розподiл
бактерiй чи атрактанту. I з практичного, i з теоретич-
ного поглядiв нерiдко головне зацiкавлення виклика-
ють числовi характеристики, що описують систему й
особливостi розподiлу в нiй бактерiй та атрактанту.
Одною з таких характеристик є функцiя чутливос-
тi хемотаксису. Методологiю розрахунку й викорис-
тання цiєї характеристики для одновимiрних систем
запропоновано в роботi [4], а також вона залучалася
для дослiдження одновимiрних систем за наявностi
поглинання атрактанту бактерiями [10,11]. У поданiй
статтi ставимо подвiйну мету. По-перше, далi буде за-
пропоновано методику розрахунку функцiї чутливос-
тi хемотаксису для двовимiрної системи з радiальною
симетрiєю. Тут ми враховуємо не тiльки реальну гео-
метрiю експерименту, але ще й спосiб пiдведення ат-
рактанту в центральну частину дiлянки з бактерiями.
Тому запропонована в роботi геометрiя та симетрiя
задачi є бiльш адекватними щодо умов експерименту.
По-друге, буде розраховано функцiю чутливостi хемо-
таксису й дослiджено, як ця числова характеристика
залежить вiд концентрацiї атрактанту в дiлянцi його
пiдведення в систему (фактично, iдеться про граничнi
умови). Отриманi результати ми порiвняємо з вiдпо-
вiдними даними для одномiрних систем.

ДОСЛIДЖУВАНА СИСТЕМА

Ми розглянемо двовимiрну систему з бактерiями,
до якої пiдведено атрактант. Система має радiальну
симетрiю. Геометрично це диск (який ототожнюємо
з чашкою Петрi) радiуса R, як показано на рис. 1.
Внутрiшню дiлянку усерединi диска радiуса rc (об-
ласть A) використовуємо для пiдведення атрактанту.
Бактерiї перебувають за межами внутрiшньої дiлянки
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— тобто в прошарку товщини R − rc (ця дiлянка по-
значена як B). У нiй розподiляється й атрактант. Нас
цiкавитиме розподiл атрактанту й бактерiй у системi.
Як зазначено вище, ми виходимо з того, що розпо-
дiл атрактанту та бактерiй має радiальну симетрiю
(не залежить вiд полярного кута) i тому iснує тiльки
залежнiсть вiд вiдстанi r до центру дiлянки (полярна
координата). Залежнiсть концентрацiї атрактанту вiд
координати позначимо як a(r), а залежнiсть густини
розподiлу бактерiй вiд координати — як b(r).

Рис. 1. Геометрiя задачi, дiлянка пiдведення атрактан-
ту (позначена як A) та дiлянка iз бактерiями (позначена
як B)

Ми будемо виходити з того, що в уявному експеримен-
тi концентрацiя атрактанту на межах дiлянки, у якiй
функцiонують бактерiї (при rc ≤ r ≤ R), фiксована. У
такий спосiб, як ми припускаємо, реалiзується меха-
нiзм пiдведення атрактанту в систему. Математично
це зводиться до наступних граничних умов щодо за-
лежностi a(r) для концентрацiї атрактанту. На внут-
рiшнiй межi маємо умову

a(r = rc) = C0. (1)

На зовнiшнiй межi маємо умову:

a(r = R) = C1. (2)

Ми вважаємо, що параметри C0 та C1 вiдомi, причому
C0 ≥ C1.

Далi буде запропоновано феноменологiчну модель,
яка базується на системi з двох диференцiальних рiв-
нянь. Вона дає змогу розрахувати розподiл атрактан-
ту та бактерiй у системi. Однак наша кiнцева мета
полягатиме в iншому. Нас цiкавитиме, у який спосiб
неоднорiднiсть розподiлу атрактанту впливає на не-
однорiднiсть розподiлу бактерiй у системi. Для цьо-
го ми скористаємося числовою характеристикою, яка
дає уявлення про ступiнь неоднорiдностi в розподiлi
бактерiй. Iдеться про функцiю чутливостi хемотакси-
су [4, 10, 11]. Нашi мiркування такi.

Якщо концентрацiя атрактанту на внутрiшнiй ме-
жi (при r = rc) бiльша за концентрацiю атрактан-
ту на зовнiшнiй межi (якщо r = R) й iншi джере-
ла пiдведення атрактанту вiдсутнi, то найвищою кон-
центрацiя атрактанту буде бiля внутрiшньої межi. За

вiдсутностi атрактанту (чи однорiдного його розподi-
лу) бактерiї в системi були би розподiленi рiвномiрно.
Наявнiсть ґрадiєнта в розподiлi атрактанту має на-
слiдком збiльшення густини бактерiй у дiлянцi з ви-
щою концентрацiєю атрактанту (класичний ефект хе-
мотаксису). Тому логiчно очiкувати, що найбiльшою
густина бактерiй буде там, де найвищою є концент-
рацiя атрактанту — тобто в околi внутрiшньої межi.
Розгляньмо тонкий прошарок бiля внутрiшньої межi
(див. рис. 1) товщини ∆r. Середню густину 〈b〉 бакте-
рiй у цьому прошарку можна розрахувати так:

〈b〉 =
2

(rc + ∆r)2 − r2
c

∫ rc+∆r

rc

b(r)r dr. (3)

У граничному випадку ∆r → 0 це спiввiдношення
спрощується:

〈b〉 = b(rc). (4)

Середня густина бактерiй 〈B〉, розрахована по всiй
дiлянцi, де є бактерiї, дорiвнює

〈B〉 =
2

R2 − r2
c

∫ R

rc

b(r)r dr. (5)

Функцiю чутливостi хемотаксису F визначимо як вiд-
ношення густини бактерiй бiля внутрiшньої межi, по-
дiлену на середню густину бактерiй, мiнус одиницю:

F =
〈b〉
〈B〉 − 1 =

(R2 − r2
c )b(rc)

2
∫ R

rc

b(r)r dr
− 1. (6)

Зрозумiло, що якщо бактерiї в системi розподiленi
рiвномiрно, то 〈b〉 = 〈B〉 i функцiя чутливостi хемо-
таксису F = 0. Що сильнiше середня густина бак-
терiй бiля внутрiшньої межi вiдрiзняється вiд серед-
ньої густини бактерiй, розрахованої по всiй дiлянцi,
то бiльшим є значення функцiї чутливостi хемотак-
сису. Отже, значення функцiї чутливостi хемотакси-
су може слугувати характеристикою неоднорiдностi
розподiлу бактерiй. Зазначимо, що значення функцiї
чутливостi хемотаксису визначається розподiлом бак-
терiй, який залежить вiд розподiлу атрактанту. Ос-
таннiй, крiм iншого, залежить вiд фiксованих значень
атрактанту C0 та C1 на межах. Тому функцiя чутли-
востi хемотаксису неявно залежить вiд параметрiв C0

та C1. Виявлення залежностi функцiї чутливостi хе-
мотаксису вiд значення концентрацiї атрактанту на
межах системи є кiнцевою метою дослiдження.

ВИХIДНI РIВНЯННЯ

Нас цiкавитиме стацiонарний розподiл бактерiй i
атрактанту в системi. Також ми будемо виходити з
того, що атрактант не поглинається бактерiями. За
таких умов розподiл атрактанту в системi описується
рiвнянням

∆a = 0, (7)
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де оператор Лапласа ∆ в полярнiй системi координат
∆ = 1

r
∂
∂r

(r ∂
∂r

). З урахуванням граничних умов (1) та
(2) рiвняння (7) дає змогу розрахувати розподiл ат-
рактанту a(r).

Що стосується розподiлу бактерiй, то ми будемо ви-
ходити з того, що за стацiонарного розподiлу сумар-
ний потiк бактерiй jb має бути сталим у всiй системi,
що можна записати як спiввiдношення

jb = const. (8)

Потiк бактерiй, своєю чергою, можна записати як су-
му двох доданкiв: дифузiйного та доданка, що опи-
сує ефект хемотаксису. Узагальнюючи наявнi експе-
риментальнi та теоретичнi данi, записуємо потiк бак-
терiй так [11]:

jb = −D∇b(r) + k
b(r)∇a(r)

(a0 + a(r))2
, (9)

де через ∇ позначено складник оператора ґрадiєнта
в полярних координатах уздовж радiус-вектора, D є
аналогом коефiцiєнта дифузiї для бактерiй, a0 та k
— феноменологiчнi параметри моделi. Окремих пояс-
нень заслуговує другий доданок у правiй частинi фор-
мули (9), який описує складник у потоцi бактерiй, по-
в’язаний з хемотаксисом. Цей доданок пропорцiйний
до ґрадiєнта концентрацiї атрактанту, а також — до
густини бактерiй. Тут ми врахували факт, що за ну-
льового значення густини бактерiй та за вiдсутностi
ґрадiєнта в концентрацiї атрактанту хемотаксис вiд-
сутнiй. Наявнiсть знаменника пов’язана з тим, що за
високих концентрацiй атрактанту ефект вiд хемотак-
сису зменшується, оскiльки рецептори бактерiй, що
реєструють атрактант, переходять у режим насичен-
ня [4].

Мiркування для вибору саме такої (див. вираз (9))
залежностi для опису потоку бактерiй унаслiдок хе-
мотаксису можуть бути такими. По-перше, наявнiсть
у чисельнику вiдповiдної формули концентрацiї бак-
терiй та ґрадiєнта вiд концентрацiї атрактанту є екс-
периментально обґрунтованою. Принаймнi ми може-
мо стверджувати, що зумовлений хемотаксисом по-
тiк бактерiй має залежати вiд цих параметрiв. З усiх
можливих (i реалiстичних) залежностей запропоно-
вана є найпростiшою i загальноприйнятою в теоре-
тичних моделях. По-друге, наявнi експериментальнi
данi свiдчать про те, що для хемотаксису характер-
ним є ефект насичення, коли збiльшення концентра-
цiї атрактанту має наслiдком зменшення реакцiї бак-
терiй на ґрадiєнт атрактанту. Отже, вiдповiдна фун-
кцiональна залежнiсть повинна мати асимптотику,
що спадає зi збiльшенням концентрацiї атрактанту.
У працi [4] отримано вiдповiдну залежнiсть, а в робо-
тi [10] показано, що ця залежнiсть може бути спроще-
ною. При цьому на якiсному й кiлькiсному рiвнях ре-
зультати, отриманi на основi рiзних залежностей для
одновимiрної системи збiгаються. Це дає нам пiдста-
ви використати аналогiчну залежнiсть й у випадку
двовимiрної системи з радiальною симетрiєю.

Для отримання розв’язку необхiдно задати гранич-
нi умови для функцiї розподiлу бактерiй. Розумно,

коли цi умови прив’язанi до умов проведення експе-
рименту. Будемо виходити з того, що потiк бактерiй
через внутрiшню межу областi дорiвнює нулевi. У та-
кому разi ми одержимо рiвняння для визначення по-
току бактерiй

D∇b(r) − k
b(r)∇a(r)

(a0 + a(r))2
= 0. (10)

Ще одна умова полягатиме в тому, що кiлькiсть бак-
терiй на зовнiшнiй межi дiлянки залишається фiксо-
ваною:

b(r = R) = b0, (11)

де параметр b0 є параметром моделi й визначає гус-
тину бактерiй на зовнiшнiй межi системи.

Для бiльшої зручностi виконаємо знерозмiрення.
Для цього покладемо r = Rρ, b(r) = b0m(ρ) та
a(r) = a0s(ρ). Також позначимо ε = rc

R
та β = k

a0D
.

Тодi в нових позначеннях ми можемо отримати такi
вирази для функцiй розподiлу концентрацiї атрактан-
ту та густини бактерiй:

s(ρ) = γ0

(

ξ +
1 − ξ

ln ε
ln ρ

)

, (12)

m(ρ) = exp
( β

1 + γ1
− β

1 + s(ρ)

)

, (13)

де ми позначили γ0 = C0

a0

, γ1 = C1

a0

, а також викорис-
тали параметр ξ ≡ γ1

γ0

. На основi отриманих спiввiдно-
шень (12), (13) та (6) ми легко одержуємо такий вираз
для визначення функцiї чутливостi хемотаксису:

F =
1 − ε2

2

exp
(

− β
1+γ0

)

∫ 1

ε
ρ exp

(

− β
1+s(ρ)

)

dρ
− 1, (14)

причому в цiй формулi та в формулi (13) залежнiсть
s(ρ) визначається спiввiдношенням (12).

АНАЛIЗ РЕЗУЛЬТАТIВ

Розв’язок, отриманий для розподiлу атрактанту в
системi, тривiальний, а отже особливого аналiзу не
потребує. Що стосується розподiлу бактерiй у систе-
мi, то ця залежнiсть теж тривiальна. Тому ми зосе-
редимо аналiз на функцiї чутливостi хемотаксису i,
зокрема, на питаннi про те, як ця функцiя залежить
вiд значення концентрацiї атрактанту на межах. Роз-
гляньмо такий режим змiни концентрацiї атрактанту:
на внутрiшнiй межi концентрацiя атрактанту γ0 змi-
нюватиметься в широких межах, i при цьому на зов-
нiшнiй межi концентрацiя атрактанту γ1 змiнювати-
меться так, щоб вiдношення цих концентрацiй ξ = γ1

γ0

залишалось сталим. Також для зручностi покладемо
γ0 = 10p. Отже, нас цiкавитиме залежнiсть F (p). На
рис. 2 така залежнiсть показана для декiлькох рiзних
значень параметра ε при фiксованому значеннi пара-
метра ξ = 0.75. Також при розрахунках зафiксовано
значення β = 40, яке добре узгоджується з експери-
ментальними оцiнками для цього параметра [4].
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Рис. 2. Залежнiсть F (p) для рiзних значень парамет-
ра ε при значеннi параметра ξ = 0.75 та β = 40: точкова
лiнiя вiдповiдає значенню ε = 0, суцiльна лiнiя — зна-
ченню ε = 10−5, штрихована лiнiя — значенню ε = 10−3,
штрих-пунктирна лiнiя — значенню ε = 10−1

Зазначимо, що в формулi (14) формально можна ви-
конати граничний перехiд ε → 0. У такому випадку
отримаємо асимптотику

F (ε → 0) = exp
( β

1 + γ1
− β

1 + γ0

)

− 1. (15)

Залежнiсть F (p) має чiтко виражену куполоподiбну
форму, i висота пiка зростає зi зменшенням значення
параметра ε (за фiксованих iнших параметрiв). Зна-
чення pmax параметра p, за якого наявний екстремум
для функцiї чутливостi хемотаксису, можна оцiнити
на основi формули (15). Пiсля нескладних розрахун-
кiв отримуємо

pmax = − ln ξ

2 ln10
. (16)

Якщо ξ = 0.75, то цей вираз дає значення pmax ≈
0.0625. Максимальне значення функцiї чутливостi хе-
мотаксису в точцi pmax визначається таким спiввiдно-
шенням:

F (p = pmax) = exp
(

β
1 −

√
ξ

1 +
√

ξ

)

− 1. (17)

Якщо ξ = 0.75, то з цiєї формули отримуємо оцiнку
F (pmax) ≈ 16.67. Як виглядає залежнiсть ln(F (p)) для
граничного випадку ε → 0 за рiзних значень парамет-
ра ξ, показано на рис. 3.

Рис. 3. Залежнiсть ln(F (p)) при ε → 0 та β = 40 для
рiзних значень параметра ξ: точкова лiнiя вiдповiдає зна-
ченню ξ = 0.05, суцiльна лiнiя — значенню ξ = 0.25, штри-
хована лiнiя — значенню ξ = 0.5, штрих-пунктирна лiнiя
— значенню ξ = 0.75

Як i слiд було очiкувати, зi збiльшенням значення па-
раметра ξ положення максимуму для функцiї чутли-
востi хемотаксису перемiщується в бiк вищих концен-
трацiй атрактанту, а висота пiка зростає.

ВИСНОВКИ

Отриманi результати для двовимiрної системи ба-
гато в чому пiдтверджують ранiше одержанi резуль-
тати для одновимiрної системи [4, 10, 11]. А саме, як
i для одновимiрної системи, у двовимiрному випадку
для функцiї чутливостi хемотаксису залежнiсть вiд
концентрацiї атрактанту на внутрiшнiй межi систе-
ми має куполоподiбний максимум. Наявнiсть такого
максимуму може бути пояснена так. Зi збiльшенням
концентрацiї атрактанту на внутрiшнiй межi зростає
ґрадiєнт концентрацiї. Це приводить до перерозподi-
лу бактерiй, i функцiя чутливостi хемотаксису зрос-
тає. Однак збiльшення концентрацiї на внутрiшнiй
межi має наслiдком ще i зростання загальної кiлькостi
атрактанту в системi. У результатi рецептори бакте-
рiй переходять у режим насичення i бактерiї стають
менш чутливими до наявностi ґрадiєнта атрактанту.
Тому функцiя чутливостi хемотаксису пiсля зростан-
ня починає спадати. Пiдкреслимо, що аналогiчнi ре-
зультати для одновимiрних систем уже були отрима-
нi спочатку в роботi [4], а потiм у працях [10, 11]. У
цьому дослiдженнi важливим є той факт, що для дво-
вимiрної системи вдалось одержати аналiтичний ви-
раз для функцiї чутливостi хемотаксису (правда, для
граничного випадку, коли радiус областi пiдведення
атрактанту прямує до нуля) та розрахувати положен-
ня максимуму цiєї функцiї. Цi результати можуть бу-
ти корисними при обробцi експериментальних даних,
особливо з урахуванням того факту, що розглянута
вище система має геометрiю, адекватнiшу до умов ре-
ального експерименту [4, 8, 9].
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CHEMOTAXIS SENSITIVITY FUNCTION FOR TWO-DIMENSIONAL SYSTEM WITH
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In the paper, we consider a two-dimensional system with radial symmetry that contains bacteria and an
attractant. It is known that the bacteria receptors can interact with the attractant. As a result of this interaction,
the bacteria move towards the highest concentration of the attractant. The general effect is that the concentration
of the bacteria increases as the attractant concentration increases. On the other hand, if the total amount of the
attractant is high, then the bacteria’s reaction to the attractant gradient is not so strong. So by changing the
attractant distribution in the system one can change the bacteria distribution, and this dependence is nonlinear.

In our model, the attractant is injected into the system within its central area. We investigate the bacteria
distribution due to chemotaxis under a stationary nonhomogeneous distribution of the attractant. The chemotaxis
sensitivity function is used as the characteristic of the nonhomogeneity of the bacteria distribution.

We propose a methodology for calculating the chemotaxis sensitivity function for a two-dimensional system
with radial symmetry. We have received an analytical expression of the chemotaxis sensitivity function, and we
have also calculated how it depends on the attractant concentration at the boundary region. It has been shown
that this dependence has a bell-shaped maximum, as is the case for a one-dimensional system. The position and
the value of the maximum have also been found.
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